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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo realizar um estudo tedrico sobre o Método de Newton e
aplicar os conceitos estudados para implementacao deste método numérico nos softwares Excel
e Scilab. Mais precisamente, definiremos o Método de Newton, apresentaremos seus principais
resultados tedricos e aplicaremos o método para o cdlculo de raizes reais de fun¢des continuas.
Em seguida, apresentaremos uma variacdo do Método de Newton para contornar a necessidade
do calculo da derivada da fungdo dada. Por fim, para melhor compreensao tedrica, utilizando os
resultados estudados, o método serd implementado em Excel e em ambiente Scilab.

Palavras-chave: Método de Newton, Aplicagdes, Excel, Scilab.



ABSTRACT

The present work aims to carry out a theoretical study on Newton’s Method and to apply the
concepts studied to the implementation of this numerical method in Excel and Scilab software.
More precisely, we will define Newton’s Method, present its main theoretical results, and apply
the method to calculate real roots of continuous functions. Next, we will present a variation of
Newton’s Method to overcome the need to calculate the derivative of the given function. Finally,
for better theoretical understanding, based on the results studied, the method will be implemented
in Excel and in a Scilab environment.

Key-words: Newton Methods, Applications, Excel, Scilab.
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CONSIDERACOES INICAIS

O célculo numérico € uma parte da matemadtica aplicada que surgiu da necessidade de
resolver problemas matematicos que ndo podiam ser solucionados de forma exata. De modo
geral, o calculo numérico se dedica ao desenvolvimento de métodos e algoritmos capazes de
obter solu¢des aproximadas para problemas matemdticos que nao tem solugdo exata ou que a
solucdo exata € de dificil obtencao.

Desde os tempos antigos, existe a necessidade de buscar maneiras de aproximar solucdes
de problemas de matemdtica. Um exemplo classico é Arquimedes (287-212 a.C.), que desen-
volveu técnicas para calcular areas, volumes e até uma aproximacgao de 7. Mais tarde, durante
a Idade Média e o Renascimento, a astronomia e a navegacao exigiam calculos precisos para
localizar estrelas e tragar rotas, e isso impulsionou a criacdo de métodos praticos para lidar com
0s NUMmeros.

Um dos marcos mais importantes na histéria do célculo numérico ocorreu no século X VII,
com o surgimento do método de Newton-Raphson. Isaac Newton foi o precursor do método
iterativo para encontrar raizes de funcdes e, tempos depois, Joseph Raphson publicou uma
versdo semelhante, que simplificava a aplicagdo pratica. Juntos, eles criaram e sistematizaram
uma maneira de encontrar raizes de fungdes usando um processo iterativo baseado em retas
tangentes. Esse método ndo s trouxe precisdo, mas também tornou possivel enfrentar problemas
matemadticos complexos de forma prética, algo que antes era quase impossivel sem célculos
extensos.

Nos séculos XVIII e XIX, matematicos como Euler, Lagrange e Gauss deram novos
passos, estruturando métodos para interpolacdo, integracdo e resolucio de sistemas de equagdes.

Esses estudos contribuiram para tornar os cdlculos mais organizados e confidveis. No entanto, o
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apice da revolugdo veio com o avanco da tecnologia e os computadores, no século XX. Com
isso, cdlculos que levariam horas para obter uma solucdo aproximada, podiam ser feitos em
segundos, por meio de algoritmos criados para processar todos os dados, abrindo assim portas
para simulacdes complexas e aplicacdes em engenharia, fisica, financas e até inteligéncia artificial.
E, mesmo com todo o avanco tecnoldgico, o Método de Newton continua sendo uma ferramenta
essencial, aplicdvel tanto a fun¢des simples quanto a sistemas nao lineares mais complexos.

Assim, o presente trabalho tem como objetivo principal fazer um breve estudo sobre o
Meétodo de Newton e aplicar o0 método para aproximar uma raiz real de uma dada fungdo através
de algoritimos criados nos softwares Excel e Scilab. A metodologia adotada neste trabalho
baseia-se em pesquisa bibliogréfica, fundamentada nos estudos de alguns dos principais autores
que tratam do tema, conforme indicado nas referéncias bibliogréficas, e em testes realizados
no Excel e no Scilab para implementacdao do Método de Newton. Deste modo, o trabalho sera
dividido em trés capitulos descritos a seguir:

No primeiro capitulo, serd feito um breve estudo sobre funcdes polinomiais, sequéncias
numéricas e func¢des continuas, com objetivo de estabelecer as defini¢cdes e resultados que serdo
necessarios para o desenvolvimento do trabalho.

No segundo capitulo, faremos um estudo tedérico sobre o Método de Newton. Mais
precisamente, definiremos o Método de Newton, descreveremos o procedimento para localiza¢io
de uma raiz de uma dada funcao f, ou seja, para obten¢ao de algum intervalo real que contém
araiz de f, e estabeleceremos o processo iterativo que aproxima essa raiz com uma precisao
desejada. Para fase de localizacdo da raiz, utilizaremos como ferramentas principais o Teorema
de Bolzano, que € um caso particular do Teorema do Valor Intermediério, e andlise do compor-
tamento do gréfico da fungdo. Depois, para a fase de aproximacgao da raiz, estabeleceremos o
processo iterativo para aproximacao da raiz, um critério de parada, condicdes para convergéncia
do método e exemplos com aplicagdes do Método de Newton e do Método das Secantes.

Por fim, no terceiro capitulo, serdo implementados os Métodos de Newton e das Secantes
para resolucdo de equagdes ndo-lineares no software Excel, assim como serd criado um algoritmo
para implementar o Método de Newton no software Scilab. Iniciamente, serd apresentado o
conceito de cada software e em seguida a implementacdo do passo a passo do algoritimo nos dois
ambientes computacionais. Para favorecer a compreensao, serdo inseridas imagens ilustrativas
que demostrardo cada etapa do processo. Depois, serd possivel uma visualizacdo mais clara dos

métodos numéricos trabalhados.



CAPITULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos resultados gerais que serdo necessarios para o desen-
volvimento deste trabalho. De modo mais preciso, estabeleceremos resultados sobre equacdes
polinomiais, convergéncia de sequéncias e fungdes continuas. Desenvolveremos este capitulo ba-
seados nos trabalhos de (BARROSO et al., 1987), (FIGUEIREDO, 1996), (HEFEZ e VILLELA,
2022), (LIMA, 2014) e suas referéncias bibliogréficas.

1.1 SEQUENCIAS CONVERGENTES

Nesta se¢ao, apresentaremos os principais resultados sobre convergéncia de sequéncias
numéricas. As demonstragdes dos resultados apresentados aqui serdo omitidas, porém, ao leitor
interessado em conhecer tais demonstracdes, sugerimos consultar (FIGUEIREDO, 1996) e

(LIMA, 2014). Primeiro, definiremos o conceito de sequéncia numérica na reta.

Definicao 1.1.1. Uma sequéncia numérica é uma funcdo x : N — R, que associa a cada niimero
n € N um niimero real x(n) € R, que denotaremos por x,. Denominaremos x, por n—ésimo
termo da sequéncia. Assim, x; = x(1) € o primeiro termo da sequéncia, x, = x(2) é o segundo
termo, e assim sucessivamente.

-

Denotaremos por (x,),cn, ou simplesmente (x,), a sequéncia (xj,x2,--*,Xp, ). E
importante ressaltar que uma sequéncia (x,) é diferente do conjunto {xy,xp,---,x,,---}. Este
ultimo € o conjunto formado pelos elementos da sequéncia (x,). Este fato fica mais evidente
quando olhamos para sequéncia (0,a,0,a,0,a,0,a,---), onde a € R, e para o conjunto dos termos
desta sequéncia que é o conjunto {0,a}. A definicdo a seguir estabelece o conceito de sequéncia

limitada.

11
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Definicdo 1.1.2. Seja (x,) uma sequéncia de niimeros reais. Dizemos que:
(i) (x,) € limitada superiormente se existe ¢\ € R, tal que, x, < ¢, para todo n € N.

(ii) (x,) € limitada inferiormente se existe ¢ € R, tal que, ¢y < x,, para todo n € N.

(iii) (x,) € limitada se existe uma constante real ¢ > 0, tal que, |x,|< ¢, para todo n € N.

Note que, f € limitada se, e somente se, f € limitada inferiormente e limitada superi-
ormente. De fato, sendo (x,) limitada, existe ¢ € R, tal que |x,|< ¢, para todo n € N, e disto,
—c < x, < c. Logo, x, é limitada inferiormente para ¢, = —c e limitada superiormente para
c1 = c¢. Reciprocamente, se (x,) é limitada superiormente e limitada inferiormente, existem

c1,c2 € R, tais que, ¢ < x, < ¢y, paratodo n € N e, portanto, (x,) é limitada.

Definicao 1.1.3. Seja (x,) uma sequéncia de niimeros reais. Dizemos que (x,) é convergente

para um niimero real a se, para todo niimero real € > 0 dado arbitrariamente, pode-se encontrar

um niimero ny € N, tal que, |x, — a|< &, para todo n > ngy. O niimero a é denominado limite de

(xn) e, denotaremos,

lim x, =a, ou simplesmente, limx, = a, ou ainda, x, — a.
n—-o0

Em outras palavras, a definicdo acima afirma que, a menos de um conjunto finito de
termos, todos os termos da sequéncia (x;) pertencem ao intervalo (a — €,a + €). De fato, basta
notar que a condi¢do |x, — a|< € é equivalente a condi¢do —¢& < x, —a < €, e isto implica em
a—€<x,<a+eg€,ouseja, x, € (a—€,a+¢€), para todo n > ny. Se (x,) ndo é convergente,
dizemos que (x,) é uma sequéncia divergente.

. . . 1
A sequéncia cujo termo geral é x, = —, por exemplo, converge para 0. De fato, basta
n

tomar ng > E, e teremos que

1
’— —0' < €, paratodo n > ng,
n

< 1. Posteriormente,

. .1 ) C

isto é, lim — = 0. Além disso, esta sequéncia € limitada, uma vez que
n

mostraremos um exemplo de uma sequéncia divergente. O teorema apresentado a seguir mostra

que uma sequéncia ndo pode convergir para dois limites distintos.

Teorema 1.1.4 (Unicidade do Limite). Se (x,) é uma sequéncia de niimeros reais, tal que,

limx, — a, entdo a € R € inico.

Demonstracao: Veja (LIMA, 2014, p. 25).
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Em outras palavras, o teorema acima afirma que se limx,, = a € R, entdo ndo pode existir
b € R, com b # a, tal que, limx, = b.

O préximo teorema mostra que se uma sequéncia estd entre duas sequéncias que conver-
gem para a, entdo esta sequéncia necessariamente também converge para a. Este resultado é

conhecido na literatura como Teorema do Confronto ou Teorema do Sanduiche.

Teorema 1.1.5 (Confronto). Sejam (x,), (yn) e (z,) sequéncias de niimeros reais, tais que,

Xn < 2 < yp, para todo n suficientemente grande, e
limx, =limy, =a € R.
Entdo, limz, = a.

Demonstracao: Veja (LIMA, 2014, p. 28).

Seja (x,) uma sequéncia. Uma subsequéncia de (x,), denotada por (x,, )ken ou (X, ), éa
restri¢do da fung¢do x a um subconjunto infinito de indices A = {n; <np < --- <m <---} CN.
Neste caso, escrevemos (X, JkeN = (Xn;,Xnys -+ Xn,, - +). O Teorema a seguir afirma que as

subsequéncias de (x,) tem o mesmo limite de (x;).

Teorema 1.1.6. Se (x,) € uma sequéncia que converge para a € R, entdo toda subsequéncia de

(xn) converge para a.

Demonstracao: Veja (LIMA, 2014, p. 25).

O teorema a seguir,de fundamental importancia para teoria, garante que toda sequéncia

convergente € limitada.

Teorema 1.1.7. Seja (x,) uma sequéncia, tal que, limx, = a. Entdo, existe uma constante real

¢ >0, tal que, |x,|< ¢, para todo n € N.

Demonstracao: Veja (LIMA, 2014, p. 25).

E imediato que a reciproca do teorema acima néo é verdadeira, isto é, nem toda sequéncia
limitada é convergente. De fato, a sequéncia alternada (x,) = (1,0,1,0,---) é limitada, pois
|x,|< 1, para todo n € N, mas ndo é convergente, pois tem duas subsequéncias (x,, ) = (1,1,1,1,--)

e (yn,) = (0,0,0,0,---) que convergem para limites distintos, o que contradiz o Teorema
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Disto, a sequéncia (x,) é divergente. A seguir, serd definido o que se entende por sequéncia

monotona.

Definicdo 1.1.8. Seja (x,) uma sequéncia de niimeros reais. Dizemos que:
(i) (x,) € nd@o-decrescente se, para todo n € N, tem-se que x, < X+ 1,
(ii) (x,) € nd@o-crescente se, para todo n € N, tem-se que x, 11 < Xp;

(iii) (x,) € mondtona se (x,) é ndo-decrescente ou ndo-crescente.

Em particular, se x, < x,,1 para todo n € N, diz-se que a sequéncia (x,) ¢ crescente,
caso contrario, se x,, > x,+1, para todo n € N, diz-se que a sequéncia (x,) ¢ decrescente.

Segundo Lima (2011, p. 26), "toda sequéncia mondtona ndo-descrescente (respect.
nao-crescente) € limitada inferiormente (respect. superiormente) pelo seu primeiro termo".

Sabemos, pelo TeoremalI.1.7, que toda sequéncia convergente € limitada, porém, como
mostrado anteriormente, a reciproca ndo € verdadeira. Neste ponto, pode-se questionar: quais
condicdes precisam ser impostas a uma sequéncia limitada para que esta sequéncia seja conver-
gente? O teorema apresentado a sequir é quase uma reciproca do Teorema[I.1.7]e, em esséncia,
mostra que se adicionarmos a uma sequéncia limitada a condicao de ser mondtona, entio essa

sequéncia € convergente.

Teorema 1.1.9. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente

Demonstracao: Veja (LIMA, 2014, p. 26).

Agora, como consequéncia do teorema anterior, pode-se mostrar que uma sequéncia
limitada, apesar de ndo ser convergente, pode admitir subsequéncia convergente. Este resultado

¢ conhecido como Teorema de Bolzano-Weierstrass e serd apresentado a seguir.

Teorema 1.1.10 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de niimeros reais possui uma

subsequéncia convergente.

Demonstracao: Veja (LIMA, 2014, p. 26).

Na proxima sec¢do, estabeleceremos resultados sobre fun¢des continuas na reta.

1.2 FUNCOES CONTINUAS

O conceito de fungdo continua € central no estudo da matemdtica. Nesta se¢do, apresen-

taremos resultados bésicos do estudo das fung¢des continuas que serdo aplicados posteriormente
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no Capitulo 2 para estudo de existéncia de raizes de fungdes em um intervalo real. Um estudo
mais profundo sobre o assunto pode ser encontrado na literatura em livros de calculo diferencial

ou andlise real. A definicdo a seguir estabelece o conceito de continuidade de uma fungdo.

Definicao 1.2.1. Sejam A um subconjunto de R e a € A. Dizemos que uma funcgdo f: A — R
¢ continua no ponto a se, para todo € > 0 dado arbitrariamente, existe 6 > 0, tal que, para
todo x € A, tem-se que |f(x) — f(a)|< €, sempre que |x — a|< 8. Dizemos que f é uma fungio
continua, se f ¢ continua em todos os pontos de A. Além disso, se f ndo é continua em um

ponto a € A, dizemos que f ¢ descontinua nesse ponto.

Equivalentemente, f é continua no ponto a € A se f(x) € (f(a) — &, f(a) + €) sempre
quex € (a—9d,a+0). Além disso, se a € A é um ponto de acumulagﬁoﬂ de A, entéo f é continua

€m a s€

lim f(x) = f(a). (1.1)

X—a
A fun¢do f: R — R definida por f(x) = x", com n € N, por exemplo, é continua, uma
vez que

lim f(x) = lim X" =d" = f(a). (1.2)

xX—a Xx—a

O teorema a seguir trata sobre continuidade de operacdes de fun¢des continuas.

Teorema 1.2.2. Sejam A C R, f,g: A — R fungdes continuas em um pontoa € A e @ € R.

Entdo,
of, f+g [ g (com g(a) £0),

sdo fungoes continuas em a. Também, se A, BCR, f:A— R écontinuaemacA, g:B— R

é continua em b € B, comb = f(a), e f(A) C B, entdo go f : A — R é continua em a.

Demonstracao: Veja (LIMA, 2014, p. 77).

Do teorema anterior, podemos concluir que toda funcao polindmial p : R — R, definida

— n n—1 2 R.é fi = z

por p(x) = ayx" +a,—1 X" 4+ -+ axx* + ajx+ap, com ag,ay,---,a, € R, é uma fungao conti-

nua. Também, sdo continuas em R as fun¢des trigonométricas (em seus dominios), exponenciais,
logaritmicas e as operagdes entre essas fungoes.

O teorema a seguir fornece uma equivaléncia para definicdo de funcdo continua em

termos de convergéncia de sequéncias.

'Segundo Lima (2014), "a € R é um ponto de acumulagio de A C R se a é o limite de alguma sequéncia de
pontos (x,) CA\ {a}".
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Teorema 1.2.3. Uma funcdo f : A C R — R é continua em a € A se, e somente se, lim f(x,) =

f(a), para toda sequéncia (x,) C A, com limx, = a.

Demonstracao: Veja (LIMA, 2014, p. 77).

Outros resultados sobre fungdes continuas, como o Teorema do Valor Intermediério e
o Teorema de Bolzano, por exemplo, estdo desenvolvidos no Capitulo 2 deste trabalho. Tal
estratégia foi adotada para que haja continuidade no desenvolvimento da teoria feita no Capitulo
2. Para resultados mais detalhados e exemplos adicionais sobre continuidade sugerimos consultar
(LIMA, 2014) e suas referéncias bibliograficas. Na proxima secao, faremos uma breve revisao

sobre funcdes polinomiais.

1.3 FUNCOES POLINOMIAIS

Definicao 1.3.1. Um polinémio ou funcao polinomial em R é uma funcdo f : R — R da

forma f(x) = apx" +ap X"~ 4+ -+ aox® + ajx+ag, onde ag,ay,---,a, € R.

Na defini¢do acima, os valores a;, com 0 < i < n, sdo chamados coeficientes de fen é
denominado grau do polindmio. Se f é um polindmio, entdo a equagdo f(x) = 0 é denominada
equacao polinomial. A definicdo a seguir estabelece o conceito de solucdo de uma equacao

polinomial.

Definicao 1.3.2. Seja f : R — R um polinémio. Dizemos que X € R é uma raiz de f, ou uma
solugdo da equagado f(x) =0, se f(x) =0.

_ b : _
O niimero ¥ = ——, por exemplo, é raiz da fun¢do f(x) = ax+b. Ja o nimero ¥ = \/a,
a

com a € N, é uma raiz da fungio f(x) = x*

—a. O Teorema a seguir, denominado Teorema
Fundamental da Algebra, garante existéncia de pelo menos uma raiz (neste caso complexa) para

uma equagdo polindmial do graun > 1.

Teorema 1.3.3 (Fundamental da Algebra). Toda fungdo polinomial ndo constante de grau

n > 1 adimite pelo menos uma raiz complexa.

Demonstracao: Veja (HEFEZ e VILLELA, 2022, p. 145).

O teorema a seguir, cuja prova € feita por inducao sobre o grau do polindmio, é uma outra

versio do Teorema Fundamental da Algebra.
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Teorema 1.3.4 (Fundamental da Algebra). Toda fungdo polinémial de grau n > 1 tem, no

mdximo, n raizes.

Demonstracao: Veja (HEFEZ e VILLELA, 2022, p. 99).

Um polindmio do grau trés, por exemplo, tem no méaximo 3 raizes, podendo essas raizes
serem todas reais (iguais ou distintas) ou duas complexas e uma real. O teorema a seguir mostra
que se um polindmio f tem uma raiz complexa, entdao este polindmio tem uma segunda raiz

complexa.

Teorema 1.3.5. Seja f(x) = apx" +a,_1X" ' + ...+ ax* + a1 x+ag um polindmio do graun > 2,
com ap,ai, - -,a, € R. Sez=a+ Bi, com o, B € R, é uma raiz de f, entdo o conjugado de z,

dado por 7 = a — Bi é, também, uma raiz de f.

Demonstracao: Veja (BARROSO et al., 1987, p. 86).

E importante observar que se z é uma raiz de multiplicidade k de f, entdo 7 também tem
multiplicidade k. Voltando ao caso do polindmio do grau trés. Suponha que f seja um polindmio
do grau trés que tem uma raiz complexa. Pelo teorema anterior, como as raizes complexas do
polindmio sdo z e 7 e este polindmio tem, no maximo, trés raizes, segue que pelo menos uma
raiz deste polindmio deve ser real. Mais geralmente, se f € um polindmio do grau impar, entdo f
tem, pelo menos uma raiz real (LIMA, 2014, p. 78).

Por outro lado, se f € um polindmio do grau par, pode ser que f ndo tenha raizes reais.
De fato, a funcio f(x) = x> — 6x + 10, por exemplo, tem somente raizes complexas dadas por
z=3+iez=3—1.

Outros resultados sobre polindmios podem ser encontrados em (HEFEZ e VILLELA,
2022) e (MUNIZ NETO, 2016). Por se tratar de uma teoria muito grande e trabalhosa, e para nao
fugir dos objetivos do trabalho, resolvemos tratar aqui somente dos resultados sobre polindmios
e equagdes polinomiais que serdo necessarios para o desenvolvimento dos proximos capitulos.
Ao leitor interessado em conhecer resultados mais gerais sobre polindmios, sugerimos consultar
livros de Algebra que tratam sobre anéis de polindmios. No préximo capitulo, desenvolveremos

um pouco da teoria para aplicacdo do Método de Newton.



CAPITULO 2

O METODO DE NEWTON

Neste capitulo, apresentaremos o Método de Newton para obtencdo de solugdo de
equagdes da forma f(x) =0, onde f: R — R é uma func¢do continua. Para isso, primeiro,
estabeleceremos alguns resultados classicos de Célculo que servirdo de base para a posterior
deduc¢do do Método de Newton. As demonstracdes omitidas de alguns teoremas apresentados
estdo refenciadas ao longo do texto. Os principais resultados deste capitulo se baseiam nos
trabalhos de (ARENALES e DAREZZO, 2008), (BARROSO et al., 1987), (FRANCO, 2006),
(RUGGIERO e LOPES, 1996) e suas referéncias bibliograficas.

2.1 INTRODUCAO

Em muitos casos na Ciéncia e Engenharia, tem-se o interesse de determinar um nimero
X que anula uma dada fung@o f, ou seja, que satisfaca a condi¢do f(X) = 0. Este ndmero x é
chamado de raiz ou zero de f ou de solugdo da equacdo f(x) = 0. Graficamente, X é o ponto de
intersecdo do gréfico da fung¢do f com o eixo das abscissas.

Para as equacdes de primeiro e segundo grau, existem alguns métodos diretos para
determinar uma solugdo da equacdo f(x) = 0, como, por exemplo, o isolamento da varidvel
no caso de uma equacao do primeiro grau e a formula de Bhaskara ou o completamento de
quadrados para equagdes do segundo grau. Por outro lado, uma classe particular de equagdes
de terceiro e de quarto grau podem ser resolvidas por métodos dlgebricos como, por exemplo,
as Formulas de Cardano-Tartaglia. Porém, quando se trata de polindmios de grau superior a
quatro, e para grande maioria das equacgdes transcendentes, o problema sé pode ser resolvido por

métodos iterativos (ou numéricos) que aproximam as solugdes destas equagoes.

18
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Através de técnicas numéricas, € possivel obter uma soluc¢do aproximada da solugdo exata
que esteja tdo proxima desta quanto se deseja. A maioria dos procedimentos numéricos fornece
uma sequéncia de aproximacdes que, a cada iteracdo, se torna mais proxima da solucdo exata do
que a iteracdo anterior, de forma que a repeti¢do do procedimento fornece uma aproximagao tao
proxima que difere do valor verdadeiro por alguma tolerancia pré-fixada, denominada erro e
denotada por €. Apesar desses métodos numéricos nao fornecerem raizes exatas para a equagao
f(x) =0, elas podem ser calculadas com a precisao desejada, desde que certas condi¢des sobre a
funcdo f sejam satisfeitas.

De modo geral, para determinar uma solu¢@o de uma equagdo da forma f(x) = 0 utili-

zando um método numérico, € necessario seguir duas etapas basicas:

e Etapa 1 - Localizacio ou Isolamento da Raiz: Nesta etapa, por meio do Teorema do Valor
Intermedidrio ou por anélise grifica, deve-se determinar um intervalo [a,b] que contenha uma, e
somente uma, raiz da equagao f(x) = 0.

e Etapa 2 - Refinamento: Nesta etapa, utilizando um método numérico apropriado, deve-se
reduzir o comprimento do intervalo inicial até determinar um intervalo com o menor comprimento
possivel ou com comprimento pré-fixado que contenha a raiz de f, ou seja, melhorar o valor da
raiz aproximada, refinando-a até o grau de exatiddo pretendido.

Nas secdes a seguir, descreveremos cada uma dessas etapas.

2.2 LOCALIZACAO DAS RAIZES

Nesta se¢do, apresentaremos dois métodos para localizacdo das raizes de uma fungdo
f- A menos do contrdrio, ao longo desta se¢do, f denotard uma fungdo f : [a,b] — R. De
maneira geral, existem dois métodos para localizar (ou isolar) uma raiz da funcdo f: o Teorema

de Bolzano e anélise sobre o grafico de f.

CASO 1 (O TEOREMA DE BOLZANO): Em termos gerais, o Teorema de Bolzano ¢ um

caso particular do Teorema do Valor Intermedidrio e, em esséncia, garante que se uma funcao
continua f troca de sinal em um intervalo [a,b], entdo existe pelo menos uma raiz de f nesse
intervalo. A seguir, apresentaremos uma versao para o Teorema de Bolzano cuja demonstragao

segue as ideias de (GUIDORIZZI, 2013).
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Teorema 2.2.1 (Bolzano). Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, tal que, f(a) <0 < f(b).

Entdo, existe pelo menos um xq € |a,b|, tal que, f(xo) = 0, isto €, existe pelo menos uma raiz x

de f no intervalo [a, D).

Demonstracdo: Defina ap = a e by = b e seja ¢y o ponto médio do segmento [ag, by], isto

& oo — ap+bo
» €0 — 2

f(co) <0ou f(cg) > 0. Suponha o caso que f(cp) < 0 (o caso f(co) > 0 segue por analogia) e

. Se f(co) =0, entdo xg = ¢o € a raiz procurada. Caso contrdrio, tem-se que

defina a; = ¢ e by = bg. Neste caso, f(a;) <0e f(b;) > 0. Seja c; o ponto médio do segmento
ay+b;

[a1,b1], isto é, ¢ = . Se f(c1) =0, entdo xo = c; € a raiz procurada. Caso contrario,
tem-se que f(c;) <0 ou f(c;) > 0. Suponhamos, sem perda de generalidades, que f(c;) <0e

defina ap = ¢y e by = b;. Neste caso, f(az) < 0e f(by) > 0. Seja ¢, o ponto médio do segmento
ar+ by

[az,b], isto é, cp = . Prosseguindo com este raciocinio, construiremos uma sequéncia de

intervalos da forma [a;, b;], com i > 0, tal que.
[ag,bo] D [a1,b1] D [az,ba] D -+ D [an,by] D -+, (2.1)

e f(a,) <0< f(by,), para todo n > 0. Pelo Teorema dos Intervalos Encaixadosﬂ, existe xp € R,
tal que, xo € [ay,,by|, para todo n > 0. Além disso, note que as sequéncias de termos gerais a, e

b, convergem para xy. Da continuidade de f, segue que

0 < lim f£(by) = f(x0) = lim f(an) <0. (2.2)

X—0

Portanto, concluimos que, f(xo) = 0. Isto prova o Teorema.
O

E consequéncia imediata do Teorema de Bolzano que se f é uma funcio continua em
[a,b], tal que, f(b) <0 < f(a), entdo f tem pelo menos uma raiz xo em [a, b]. De fato, definindo
g [a,b] — R por g(x) = —f(x), tem-se que g(a) = —f(a) <0< —f(b) = g(b). Como g é
continua em |a,b] (pois —f é continua em [a, b]) segue, pelo Teorema de Bolzano, que existe
X0 € |a,b], tal que, g(xo) = 0 e, disto, f(xp) = —g(xp) = 0.

A Figura 2.1 a seguir fornece uma interpretacdo geométrica do Teorema de Bolzano no

caso em que f(a) >0e f(b) <O.

'Teorema (Intervalos Encaixados). Dada uma sequéncia decrescente de intervalos limitados e fechados
[a1,b1] D [az,b2] D -+ [an-by] D - -+, existe pelo menos um niimero real xo, tal que, xo € |ay,by|, para todo n € N.
Demonstracao: Veja (LIMA, 2014, p. 18).
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Figura 2.1: Representagdo Geométrica do Teorema de Bolzano

1

0.8

0.6

04

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o Software Geogebra

Observe, também, que as condi¢des f(a) <0 < f(b) e f(b) <0 < f(a) sdo equivalentes
a condicao f(a)f(b) < 0. Assim, no Teorema de Bolzano, poderiamos substituir a condi¢ao
f(a) <0< f(b) pela condigdo mais geral f(a)f(b) < 0. Logo, quando trocamos a condigio
fla) <0< f(b) por f(a)f(b) <0, incluimos no Teorema de Bolzano ambas as condigdes,
fla) <0< f(b)e f(b) <0< f(a), sem distinguir qual das duas condi¢des ocorre.

Note que o Teorema de Bolzano ndo garante a unicidade da raiz de f no intervalo [a,b].
Com isso, pode ser que o intervalo [a, D] tenha indmeras raizes de f. Na Figura 2.1, por exemplo,
tem-se uma fun¢do continua que satisfaz as condi¢des do Teorema de Bolzano e tem trés raizes
reais em um intervalo [a,b]. Para garantir existéncia de somente uma raiz de f em [a,b| é
necessario impor condigdes para que f seja somente crescente ou somente decrescente em |a, b].
Para isto, basta que a deridava f” de f ndo troque de sinal em [a, b].

O Teorema a seguir garante a unicidade da raiz de f em [a, D).

Teorema 2.2.2 (Unicidade da raiz). Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, tal que,
fla) <0< f(b) e f'(x) >0 (ou f'(x) < O para todo x € [a,b]. Entao, existe um inico

X0 € |a,b)], tal que, f(xo) =0, isto é, xo é a vinica raiz de f no intervalo [a,b].

Demonstracgio: Pelo Teorema de Bolzano, existe pelo menos um xg € [a, b], tal que, f(xp) = 0.
Provaremos que xy € a Unica raiz de f em [a,b]. Para isso, consideraremos o caso em que
f'(x) > 0, para todo x € [a,b], e 0 caso f’(x) < 0 segue por analogia. Suponha, por contradi¢do,
que existem xo,x; € [a,b], com xo < xj, tais que, f(x9) =0 e f(x;) =0. Como f'(x) >0,

para todo x € [a,b], segue que f € crescente em [a, D] e, disto, 0 = f(xg) < f(x;) =0, o que é

2Se f é uma fungdo continua em (a,b) e f'(x) > 0, para todo x € (a,b), entdo f & estritamente crescente em
(a,b). Analogamente, se f é uma fungdo continua em (a,b) e f’'(x) < 0, para todo x € (a,b), entdo f é estritamente
decrescente em (a,b). (Veja (Guidorizzi, Vol. 1, 2013))
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impossivel. Analogamente, se x| < xo, pelo crescimento de f, tem-se que 0 = f(x1) < f(xp) =0,

o que € absurdo. Portanto, xo = x| e f tem uma tdnica raiz no intervalo [a, b].
U

A Figura 2.2 a seguir representa geometricamente o caso em que o Teorema de Bolzano

admite uma tnica raiz no intervalo [a,b] com f’(x) > 0, para todo x € [a, b].

Figura 2.2: Representagdo Geométrica do Teorema de Bolzano com raiz tnica

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o Software Geogebra

Considere, por exemplo, a fun¢do f(x) = cos(x) —x. Note que f é continua, pois é a

soma da funcdo trigonométrica cos(x) com a fungdo polinomial —x. Além disso,
f(m)=cos(r)—wr=—-1-7m<0<1=cos(0)—0= f(0),

ou seja, f(0)f(m) < 0. Consequentemente, pelo Teorema de Bolzano, existe pelo menos uma
raiz de f no intervalo [0, 7], isto é, existe pelo menos um xg € [0, 7], tal que, f(xp) = 0.

Agora, observe que f’(x) = —sin(x) — 1. Como sin(x) > 0, para todo x € [0, 7], segue
que

f'(x) = —sin(x) — 1 < —1 < 0, para todo x € [0, 7], (2.3)

e f é estritamente decrescente no intervalo [0, 7r]. Segue do Teorema que araiz de f é dnica
no intervalo [0, 7r]. De fato, a raiz da func@o f existe e € aproximadamente 0,739085.
A Figura 2.3 a seguir mostra o gréfico da fungdo f(x) = cos(x) — x e sua Unica raiz real

no intervalo [0, ].
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Figura 2.3: Gréfico de f(x) = cos(x) —x no intervalo [0, 7]
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Fonte: Gerado pelo autor utilizando o software Geogebra

Mas geralmente, se trocarmos a condi¢ao f(a) < 0 < f(b) por f(a) < d < f(b) no
Teorema de Bolzano, onde d € um nimero real diferente de zero, entao temos um resultado
mais geral, denominado Teorema do Valor Intermediério, que serd apresentado a seguir e cuja

demonstracao segue as ideias de (GUIDORIZZI, 2013).

Teorema 2.2.3 (Valor Intermediario). Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, tal que,

fla) <d < f(b). Entdo, existe pelo menos um ponto xqy € |a,b], tal que, f(xo) = d.

Demonstracao: Defina g : [a,b] — R por g(x) = f(x) —d. Logo, g é continua, g(a) = f(a) —d
e g(b) = f(b) —d. Disto, g(a) < 0 < g(b). Pelo Teorema de Bolzano, existe xo € (a,b), tal que,
g(xo) = 0, de onde segue que f(xp) —d =0, ou seja, f(xg) =d.

0

Como visto anteriormente, o Teorema de Bolzano pode ser utilizado para localizar uma
raiz real de uma fung@o continua f que troca de sinal no intervalo [a,b]. Diante disso, a pergunta
que surge € se é possivel determinar a quantidade de raizes reais de f nesse intervalo. O Teorema
2.2.2|mostra que, se f tem derivada positiva (ou negativa) em [a, b|, entdo a raiz real xo de f nesse
intervalo é tnica. Mas e no caso em que nao se tem informagao sobre a derivada de f em [a,b]?
E possivel pelo menos dar uma nogio para a quantidade de raizes reais de f em la,b]? Em geral,
a resposta é ndo. Entretanto, no caso em que f € uma fun¢do polinomial com coeficientes reais,
¢ possivel afirmar se f tem uma quantidade par ou impar de raizes no intervalo considerado.

Se f(x) = a3x® + ax* +ajx+ agp é um polindmio do terceiro grau com coeficientes reais,

por exemplo, tem-se que f tem uma ou trés raizes reais. De fato, Lima (2014, p.78) prova que
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todo polindmio real de grau impar tem pelo menos uma raiz real. Disto, f tem pelo menos
uma raiz real, pois tem grau fmpar. Por outro lado, pelo Teorema Fundamental da Algebra, f
tem no méximo trés raizes. Logo, f s6 pode ter um raiz real e duas complexas ou trés raizes
reais. De fato, suponha, por absurdo, que f tenha duas raizes reais. Entdo, a terceira raiz deve
ser complexa. Mas, da teoria das equacdes algébricas, se z € uma raiz complexa de f, entdo o
conjugado de z, denotado por 7 €, também, uma raiz complexa de f. Isto implicaria em f teria
quatro raizes, o que € impossivel. Logo, f tem, de fato, um nimero impar de raizes reais, a saber,
uma ou trés raizes reais.

Por outro lado, se f(x) = x>+ 1, entdo as rafzes de f sdo —i e i, que sdo raizes complexas.
Portanto, f ndo tem raizes reais. Note que, para este polindmio, tem-se que f(x) > 0, para todo
x € R. Disto, f(a)f(b) > 0, para todo intervalo |a, b].

O Teorema a seguir, cuja demonstragcdo se baseia nas ideias de Iezzi (2013), generaliza
os exemplos acima e estabelece condi¢des para que uma fungao polinomial tenha um nimero

par ou impar de raizes reais.

Teorema 2.2.4. Sejam n € N e f(x) = apx" +ap,_1X" '+ - 4+ apx? + a1x + ap uma funcdo
polinomial, com a, #0ea; € R, parai=0,1,--- n, e sejax € (a,b).

(1) Se f(a)f(b) <0, entdo existe um niimero impar de raizes reais de f no intervalo (a,b).

(2) Se f(a)f(b) > 0, entdo existe um niimero par de raizes reais ou ndo existem raizes reais de

f no intervalo (a,b).

Demonstracdo: Primeiro, sabemos que se z é uma raiz complexa de f(x) = 0, entdo o conjungado
de z, denotado por 7 €, também, uma raiz dessa equagdo. Assim, sejam xy,x3, - -,X;, as raizes
reais de f e 21,22, *,2p,21,22," ' *,Zp aS raizes complexas, com parte imagindria ndo-nula, dessa

equagio. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, podemos escrever
f) =an(x—x1)(x—x2) - (x —xm) (x —21) (x = 21) - (x = 2p) (x = Zp)- (2.4)
Sezj=a;j+Bji,coma;B;cR,B;#0el <j<p,entioz; = ;- Pjie
zj+2j = (0 +Bji) + (0 — Bji) = 20 e 22 = (0 + Bji) (o — Bji) = & + ;.
Além disso, para todo x € R,

(x—2))(x=%) = X —(gj+z)x+zz =x —20x+ (0 + B7) = (¥ =20+ &F) + B}

= (x—a;)?+pB?>0. 2.5)
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Disto, segue que (x —z1)(x—21) -+ (z—2p)(z—Zp) > 0, para todo x € R. Denotando

Z(x)=(x—z1)(x—=21) - (x—2p)(x—Zp), tem-se que Z(x) > 0e
fx)=apy(x—x1)(x—x2) - (x —x) Z(x). (2.6)

Agora, seja x; (1 <i<m)umaraiz de f(x) =0. Se x; € (a,b), entdo (a —x;)(b—x;) <O0.

Por outro lado, se x; < a < boua < b < x;, entdo (a —x;)(b —x;) > 0. Assim,
fla)f(b) = az(a—x1)(b—x1)(a—x2)(b—x2) - (a—xm) (b —xm)Z(a)Z(D). 2.7

Disto, os tinicos fatores negativos de f(a)f(b) sdo os fatores da forma (a — x;)(b — x;),

onde x; € (a,b).

e Caso 1: f(a)f(b) <0
Ja que a2Z(a)Z(b) > 0, para que f(a)f(b) seja negativo é necessario que exista um ni-
mero impar de fatores negativos da forma (a — x;)(b — x;), com x; € (a,b), e, consequentemente,

um niimero fmpar de raizes de f(x) = 0 no intervalo (a,b).

e Caso2: f(a)f(b) >0
Analogamente, sendo a2Z(a)Z(b) > 0, para que f(a)f(b) seja positivo é necessério
que exista um ndmero par de fatores negativos da forma (a — x;)(b — x;), com x; € (a,b), e,

consequentemente, um nimero par de raizes de f(x) = 0 no intervalo (a,b).

Por exemplo, considere a fungio f(x) = 64x> — 56x% + 14x — 1. Note que
f(0)=64-0°-56-0°+14-0—1=—1¢e f(1)=64-1-56-1>+14-1—1=21.

Logo, f(0)f(1) <0 e, pelo Teorema anterior, f tem um nimero {mpar de raizes no
intervalo (0,1). Como, pelo Teorema Fundamental da Algebra, f tem, no méaximo, 3 raizes,
entdo f s6 pode ter uma ou trés raizes reais no intervalo (0, 1). E facil ver que as raizes de f em
(0,1) sdo exatamente x; = 0,5, x, =025 e x3 = 0, 125.

Agora, descreveremos o método do grafico para localizacdo de uma raiz real de uma

funcao f.
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CASO 2 (O METODO DO GRAFICO): O método do gréfico consiste em fazer um esboco do

grafico da funcdo f para determinar um intervalo que contém a raiz real dessa funcdo. Lembre-se
que uma raiz real de uma fun¢éo f : R — R é uma solugdo da equagio f(x) =0, isto é, é um
ponto xg € R, tal que, f(xp) = 0. Geometricamente, este x( € o ponto de intersec¢do do grafico
de f com o eixo das abscissas.

Consideremos o problema de encontrar um intervalo que contém uma raiz real da fungdo
f(x) = e*—sen(x) — 2. Ao esbogar o gréfico de f encontramos a curva representada na Figura

2.4 a seguir.

Figura 2.4: Grifico de f(x) = ¢* — sen(x) —2

~

21

0.5

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o software GeoGebra

Note que f intersecta o eixo—x em um ponto X entre 1 e 2. Logo, concluimos que a raiz
de f estd no intervalo [1,2]. Observando o gréfico de f, notamos ainda que a raiz X estd mais
proxima de 1. Logo, poderiamos refinar o intervalo e afirmar que a raiz real de f estd no intervalo
[1, 1,5], que é um intervalo de comprimento menor que o primeiro intervalo determinado.

Outro modo de determinar um intervalo que contém a raiz de f € escrever, quando
possivel, f(x) = f1(x) — f2(x), onde f1, f> : R — R sdo fun¢des conhecidas. Dessa forma, se
X é uma raiz de f, entdo f(x) = 0, de onde segue que f;(X) — f>(X) = 0 e, disto, f1(X) = fo(X).
Geometricamente, X é a abscissa do ponto de interseccao dos graficos de f; e f,. Reciprocamente,
se X € um ponto, tal que, f1(X) = f2(X), entdo f;(X) — f2(X) = 0 e, assim, f(X) = 0, ou seja, X é
uma raiz de f. Assim, trocamos o problema de determinar uma raiz de f para o problema de
determinar a abscissa do ponto de intersec¢ao dos graficos de fi e f>.

Voltemos, entdo, a fungdo f(x) = ¢* — sen(x) — 2, por exemplo. Definindo f)(x) = e e

f2(x) = sin(x) +2, tem-se que f(x) = fi(x) — f2(x). Logo, uma raiz de f € um nimero x € R,
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tal que, ¢* = sin(x) + 2. A Figura 2.5 a seguir representa os graficos das fungdes f; e f>.

Figura 2.5: Griéficos de f|(x) = " e fa(x) = sin(x) +2

X = (1.0541, 2.8695)

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o software GeoGebra

Note que a abscissa do ponto de interseccdo de f; e f> estd entre 1 e 2. Logo, o intervalo
que contém uma raiz de f € o intervalo [1,2], o que coincide com a informagdo dada pelo
grafico da Figura 2.4. Vale ressaltar que o método do grafico deve ser utilizado somente para
determinac@o do intervalo inicial |a,b] que contenha uma raiz exata de f. Para aproximagao
desta raiz, serd necessdrio utilizar algum método de refinamento. Dentre os principais métodos
numéricos para o refinamento do intervalo inicial, destacam-se os métodos de ponto fixo.

De modo geral, os métodos numéricos para a aproximagdo de uma raiz da fungdo f geram
uma sequéncia numérica (x,) que converge para uma raiz X de f em algum intervalo [a,b]. Esses
processos iterativos utilizam as aproximacdes ja calculadas para obter as proximas aproximagdes
da raiz de f e, para que este processo nao seja longo e exaustivo, € necessdrio interromper o
método por meio de um critério de parada, estabelecido de forma que a aproximacgdo encontrada
esteja suficientemente préxima da raiz x de f. A definicdo a seguir apresenta um critério para
verificagdo de quio préximo o n—ésimo termo da sequéncia (x,) determinada por um método

numérico estd da raiz exata x de f.

Definicio 2.2.5. Sejam f : [a,b] — R uma fungdo e X uma raiz exata de f em |[a,b], isto é,

f(x) =0. Dizemos que x,, é uma raiz aproximada de X com precisdo € > 0 se
|x, —X|< € ou |f(x,)|< €.

Como a raiz X nao € conhecida, torna-se invidvel utilizar a primeira das condi¢des acima.

Para contornar este fato, medimos a distancia entre duas raizes aproximadas sucessivas da raiz x.
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Neste caso, dizemos que x, é uma raiz aproximada de X com precisdo € se
|y — xu—1]< € ou |f(x,)|< €.

Assim, quando pelo menos uma das condi¢des acima € satisfeita, o processo iterativo
estabelecido pelo método numérico € encerrado e x, é uma raiz aproximada da funcao f.

Um conceito importante quando se estuda métodos numéricos € a ordem de convergéncia
do método. De modo geral, a ordem de convergéncia determina a velocidade de convergéncia do
método. Consequentemente, quanto maior for a ordem de convergéncia de um método numérico,
mais rapido a sequéncia gerada por este método converge. A definicdo a seguir, estabelece o

conceito de ordem de convergéncia de um método numérico.

Definicio 2.2.6. Seja (x,) uma sequéncia gerada por um método numérico que converge para
um niimero X. Dizemos que o > 1 é a ordem de convergéncia de (x,), se existe uma constante
K > 0, tal que,

. |xn—|—1 —X ‘ _

lim — =K
n—oo |x, — X|*

Além disso, dizemos que um método numérico tem ordem de convergéncia Q, se a sequéncia (xy)

gerada por este método tem ordem de convergéncia .

No caso particular em que o = 1, dizemos que o método numérico tem convergéncia
linear. Ja no caso em que o = 2, dizemos que o método numérico tem convergéncia quadratica.
Segundo Ruggiero e Lopes (1996, p. 65), "se dois processos iterativos geram sequéncias
(xn) € (yn), ambas convergentes para X, com ordem de convergéncia o e o, respectivamente, e
se a; > o > 1, o processo que gera a sequéncia (x,) converge mais rapidamente que o outro".
Na préxima se¢do, definiremos o Método de Newton para aproximagao de uma raiz real

de uma funcao dada f.

2.3 REFINAMENTO - O METODO DE NEWTON

Nesta secdo, estabeleceremos o Método de Newton para aproximagao de uma raiz real
de uma fungéo f : [a,b] — R, onde [a,b] é um intervalo de R. De maneira geral, o Método de
Newton consiste em transformar a equacgao f(x) = 0 em uma equagdo de ponto fixo da forma
x = F(x), onde F é uma fungdo real continua em |[a, b], e, a partir de uma aproximacao inicial
X0, determinar uma sequéncia de aproximagdes (xq,x1,X2," ", Xy, ), por meio da igualdade

Xn+1 = F(xy), que converge para uma raiz exata da equacéo f(x) = 0. Neste caso, a fun¢do F
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deve ser escolhida de modo que F(x) = x se, e somente se, f(x) = 0, onde x € [a,b]. A fungdo
F € denominada funcdo iteracao de ponto fixo.

Podemos encontrar diversas fungdes F' conforme definido anteriormente, mas nem todas
geram uma sequéncia que converge para a raiz de f. De maneira geral, essas fungdes se

apresentam na forma
F(x) =x+g(x)f(x), (2.8)

para qualquer funcdo g com g(x) # 0, onde X € [a, b] é tal que f(X) = 0 (FRANCO, 2006, p. 61).
E ficil ver que f(X) = 0 se, e somente se, F(X) = X. De fato, supondo que f(%) = 0,
tem-se que,
FX)=x+g(x)f(x)=x.

Por outro lado, supondo F(X) = X, tem-se que,
x+g(x)f(x) =%,

de onde segue que g(x)f(x) = 0. Jd que g(X) # 0, vem que f(X) = 0, provando a afirmago.
Segundo Ruggiero e Lopes (1996, p. 59, Teorema 2), se I € um intervalo contendo uma
raizx de f,xo € I e |F'(x9)|< 1, para todo x € I, entdo a sequéncia (x,) gerada pelas iteracdes
Xn+1 = F(x,) aproxima a raiz X de f. Assim, com o objetivo de determinar a fung¢do g na
igualdade (2.8)), suporemos que F’(x) = 0, para todo x em algum intervalo I suficientemente
pequeno que contém uma raiz de f, pois dessa forma o método iterativo aproxima a raiz de f.

Derivando F com respeito a x, tem-se que

F'(x) = 14g'(x)f(x) +g(x)f'(x). (2.9)
Sendo X uma raiz de f, tem-se que f(x) = 0 e de (2.9), segue que F'(X) = 1+ g(%)f'(%).
1
Fazendo F'(X) = 0, obtém-se g(x) = e Note que g estd bem definida desde que f'(X) # 0.
X
1
Definindo g(x) = e e substituindo em 1i tem-se que
X
F(x)=x— S com f'(x) #0. (2.10)

'(x)’
A func¢do F dada por (2.10) € denominada Func¢do Iteracdo de Newton.
Assim, dada uma aproximagao inicial xg, a sequéncia gerada por (x,) sera determinada

pelo processo iterativo x,1 = F(x,), ou seja,

f(xn)

n

. ne7Z, n>0. @2.11)
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O processo iterativo definido pela equagdo (2.11)) é denominado Método de Newton para
aproximacgdo de uma raiz de f. Ao longo deste trabalho, a menos que se diga o contrario, f é
uma fung¢io continua para o qual se pode aplicar o Método de Newton e [a,b] é um intervalo em
IR que contém uma unica raiz x de f.

Geometricamente, a sequéncia (x,) gerada pelo Método de Newton é construida da
seguinte forma: dada uma aproximacao inicial xg, tragcamos a reta tangente ao gréfico de f no
ponto (xo, f(xo)). Esta reta intersecta o eixo—x em um ponto xj, que € a primeira aproximagao
para a raiz X de f. Da mesma forma, tragamos a reta tangente ao grafico de f no ponto (xy, f(x1)).
O ponto de intersec¢do desta reta com o eixo—x, denotado por x,, é a segunda aproximacao
para a raiz ¥ de f. Em seguida, pelo ponto (xp, f(x2)) tragamos a reta a tangente ao grafico de
f, que intersecta o eixo—x em um ponto x3, que € a terceira aproximagao para a raiz x de f.
Seguindo este procedimento sucessivamente, construimos uma sequéncia (xp,Xx1,X2,+, X, " *)
que converge para a raiz exata x da fun¢do f. O processo é repetido até que um critério de parada
pré-estabelecido seja satisfeito.

A Figura 2.6 a seguir representa o procedimento descrito acima.

Figura 2.6: Interpretacio Geométrica do Método de Newton

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o Software GeoGebra

Mais precisamente, de acordo com Barroso ef al. (1987, p. 123), o Método de Newton
¢ equilavente a substituir um pequeno arco da curva y = f(x) por uma reta tangente, tragada a
partir de um ponto da curva.

Neste ponto surge a seguinte questdo: como escolher um ponto xp de modo que a
sequéncia (x,) gerada pelo Método de Newton convirja para a solugéo exata da equacéo f(x) =0?

Em geral, ndo é qualquer escolha de xy que produzird a convergéncia do método. A escolha



2.3. REFINAMENTO - O METODO DE NEWTON 31

acertada de tal ponto € determinante para se garantir essa convergéncia. Uma escolha ruim para
o ponto xo pode gerar uma sequéncia que nao converge para a raiz procurada ou até mesmo gerar
oscilacdes em torno da raiz exata. Na Figura 2.7 a seguir, note que ao escolher o ponto xyp como
o ponto a € [a,b], e tragando a reta tangente a partir do ponto A = (xo, f(xo)), pode-se encontrar

que x| ¢ [a,b] e 0 Método de Newton pode ndo convergir.

Figura 2.7: Representacdo de escolha de xy cujo método nio converge

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o Software GeoGebra

Por outro lado, seja a fungdo f : [—

1
X E} — R definida por f(x) = x(1 —xz). Note

que,

@) - 3(-6))-

11
Pelo Teorema de Bolzano, existe uma raiz no intervalo [—5 5] . Sendo f'(x) =1—3x?

b

5
e escolhendo xp = 5 tem-se que

2 2
f(X0>:\/?§ 1_<?) :¥ ef/(xo):1—3<\/—§> -2 (2.13)

Calculando, pelo método de Newton, a primeira aproximacao para raiz de f para este x,

encontramos

45
flo) V5 55 V5 455 V5 25 V5

HENT a5 2 T 5 25 275 s 5
5
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Além disso,

2 2
f(xl):—ﬁ 1—(—?) :—%ef’(xﬁ:l%(—ﬁ) :%. (2.14)

Calculando, pelo método de Newton, a segunda aproximacao para raiz de f, teremos que

45
S@) _ V5 Ths V5L 4VS S V5L Vs V5
fla)y 5 2 572527 s s Ts
5

X2 = X1 —

Seguindo este procedimento e calculando as demais aproximagdes teremos que

V5
x2:x4:x6:-~:x0:?ex1 =X3 = X5 :~-~:—x0:—?. Logo, o método de Newton

ficard oscilando entre xq, —xq, X0, —Xo € nao convergird para a raiz de f.

A Figura 2.8 a seguir representa geometricamente este fato.

Figura 2.8: Grifico de f(x) = x — x> no intervalo [— %, %]

05
0.4 f(xo)
1
03 !
1
1
0.2 !
I
1
1
1
1

0.1 !
a Xg X XO\ )L

-0.6 5.,-04 -03 -02 -01 01 02 03 - 05 06 07 08

flx) = o — 2°
Fonte: Adaptado de (LIMA, 2010)

Assim, retornamos a pergunta: como escolher um ponto xy de modo que a sequéncia (x;,)
gerada pelo Método de Newton convirja para a solugfo exata da equagdo f(x) = 0? Segundo
Barroso et al. (1987, p. 125), € condi¢do suficiente para a convergéncia do Método de Newton
que:

(i) f'(x) #0e f"(x) #0em (a,b), ' e f” presenvem o sinal em (a,b);
(i) f(x0)f" (x0) > 0.

Note que a condi¢@o acima ndo € necessaria, mas somente suficiente. Em outras palavras,

se as condi¢cdes acima sdo satisfeitas, 0 Método de Newton convergird. Porém, caso as condicoes

ndo sejam satisfeitas, nao necessariamente o método ndo converge. "Em geral, afirma-se que
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o Método de Newton converge desde que x( seja escolhido "suficientemente proximo" da raiz
X" (RUGGIERO e LOPES, 1996, p. 70).

Faremos agora um estudo mais formal sobre a convergéncia do Método de Newton. Para
isso, seja f : [a,b] — R uma fung¢do continua que tem uma unica raiz X no intervalo |a,b].
Suporemos, sem perda de generalidades, que f'(x) > 0 e f”(x) > 0, para todo x € [a,b], isto
é, f é estritamente crescente e tem concavidade voltada para cima no intervalo [a,b]. Neste
caso, o grafico de f tem comportamento semelhante ao grifico da fun¢do da Figura 2.6. Além
disso, a sequéncia (x,) gerada pelo Método de Newton, dada pela equagdo , ¢ mon6toma
decrescente e limitada. Logo, existe ¥ € (a,b), tal que, limx, = X. Passando ao limite em ambos
os lados da igualdade em (2.T1), e utilizando a continuidade de f, tem-se que
£ ) flw) . @)
' (xn) ' (xn) f'(®)

Disto, segue que f(¥) =0 e ¥ é uma raiz de f em [a,b]. E como f tem somente uma raiz

X =limx,;; =lim (xn — ) = limx, — lim (2.15)

em [a,b], segue que X = X e 0 Método de Newton converge para a raiz exata de f em [a, b].
Além disso, o Método de Newton apresenta ordem de convergéncia quadratica (o = 2),
desde que a funcao de iteracdo F satisfaca a condicdo de que a derivada de primeira ordem se
anule na raiz , isto é, F'(x) = 0 (RUGGIERO e LOPES, 1996, p. 72).
Na subsecdo a seguir faremos algumas aplicacdes do Método de Newton para aproximar

uma raiz real de fun¢des continuas.

2.3.1 EXEMPLOS

Nesta secdo, apresentaremos dois exemplos de aplicacdo do Método de Newton para
aproximacdo de uma raiz real de duas fung¢des continuas, a saber, uma fun¢ao polinomial e uma
func¢do que € a soma de uma funcao exponencial e uma fungdo trigonométrica.

Primeiro, consideremos o problema de determinar, utilizando o Método de Newton, uma
aproximagio para a raiz da fungio f(x) = x> — 5x* + x+ 3, com precisio de £ < 0,01. Por
simplicidade e para evitar cdlculos exaustivos, vamos considerar uma aproximagao de 8 casas

decimais. Note que
f(=1) = (=12 =5(=1)>+(=1)+3=—4<0¢e f(0)=0>-5-02°4+0+3=3>0.

Como f é continua, pois € polinomial, e f(—1) <0 < f(0), pelo Teorema de Bolzano,

existe pelo menos um x € [—1,0], tal que, f(x) = 0. Calculando as derivadas de f, tem-se

flx)=3x2—10x+1 e f"(x)=6x—10.
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Assim, f’(x) # 0, para todo x € [—1,0] e, pela equagdo (2.11), o Método de Newton para

aproximacao de uma raiz de f é definido por

X3 —5x2 4+ x, +3 B 2x3 —5x2 -3

=X, — = . 2.16
T A 0+ 1 3x2 — 10x, + 1 (2.16)

Escolhendo xp = —1, vem que,
f(—l)f”(—l) =(—4)-(—16) =64 > 0. 2.17)

Sendo assim, as condi¢Oes foram satisfeitas e o Método de Newton convergira para
escolha de xo = —1. Aplicando o Método de Newton, temos:
eSen=0exy=—1,entdo f(xg) = —4 e f'(xo) = 14. Logo, a primeira aproximagao para a
raiz de f €

4
mmxe— 200 _ g 1408571,

f/ (XO) 14 -
Observe que, neste caso, o erro cometido € dado por

lx1 — xo|=|—0,71428571 + 1|= 0,28571429.

Como |x; — xp|> 0,01, o processo precisa ser repetido até que a precisdo desejada seja
atingida.
eSen=1ex; =—0,71428571, entdo f(x;) = —0,62973761 ¢ f'(x;) = 9,67346939. Logo, a

segunda aproximacao para a raiz de f €

0,62973761
]f:/((xl)) = —0,71428571 + —————— = —0,64918626.
X1

9,67346939
Perceba que, apds a segunda iteragdo, o erro cometido € dado por

X2 = X1 —

|xo — x1]=]—0,64918626 +0,71428571|= 0,06509946.

Novamente, como |x; —x;|> 0,01, o processo precisa ser repetido.
e Sen=2ex;=—0,64918626, entdo f(xp) = —0,02999511 e f'(x») = 8,75619096. Logo, a

terceira aproximagdo para a raiz de f é

0,02999511
]J:/ ((x2)> — —0,64918626 + 2o 2Ll _ ¢ 64576067.
X2

8,75619096
Neste caso, o erro cometido é dado por

X3 =X —

X3 — x2|= |—0, 64576067 + 0, 64918626|= 0,00342559.
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Como |x3 —xp|= 0,00342559 < 0,01, segue que a precisdo desejada foi atingida e
x3 = —0,64576067 é a raiz aproximada de f(x) = x> — 5x*> +x + 3 no intervalo [—1,0] com

X
precisao € < 0,01.

A maneira mais simples de calcular uma raiz de uma fun¢do utilizando o método de
Newton € construir uma tabela onde em cada linha calcula-se o valor de x,, e o valor de |x, | — x|,
para saber o quado préximo x, estd da raiz exata de f com uma precisdo € pré-definida.

A Tabela 2.1 representa as iteragdes feitas anteriormente para o método de Newton para

a fungdio f(x) = x> — 5x* +x+ 3 escolhendo xg = —1.

Tabela 2.1: Método de Newton para f(x) = x> — 5x> +x+3

Xn f(xn) f'(%n) € = |Xpt1 — X

-1 -4 14 —
-0,71428571 -0,62973761 9,67346939 0,28571429
-0,64918626 -0,02999511 8,75619096 0,06509946
-0,64576067 -0,00008148 8,70862720 0,00342559

W = oS

Agora, considere o problema de determinar, utilizando o Método de Newton, uma
. - ., - 2 .o
aproximagdo para a raiz da fung¢@o f(x) = e™ — cosx com precisdo € < 0,0001. Novamente,

consideraremos uma aproximagao de 8 casas decimais. Note que
f(1)=e'—cosl=—0,17241187 <0 e f(2)=e > —cos2=0,43446248 > 0.

Como f € continua, pois € a soma de uma fun¢do exponencial com uma fun¢o trigono-
métrica, e f(1) <0 < f(2), segue, pelo Teorema de Bolzano, que existe pelo menos uma solugdo

para a equacao e — cos(x) = 0 no intervalo [1,2]. Calculando as derivadas de f, tem-se
F(x)=—2xe™ +sinx e f"(x)=(4x*—2)e ™ +cosx.

Logo, pela equacdo (2.11)), o Método de Newton para aproximagio de uma raiz de f é
definido por

e~ — COSXy,
(2.18)

Xn+1 = Xn — 3 - .
—2x,e*n 4 sinx,

Escolhendo xo = 1,5, temos que as iteragdes para o cdlculo da raiz de f no intervalo

[1,2] estdo dadas na Tabela 2.2 a seguir:
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Tabela 2.2: Método de Newton para f(x) = e —cosx

n Xn f(xn) f'(xn) €= |Xny1— X
0 1,5 0,03466202 0,68129731 —

1 1,44912350 0,00108862 0,63768343 0,05087650
2
3

1,44741635 0,00000132 0,63613560  0,00170715
1,44741428 0,00000000 0,63613372  0,00000207

Ja que |x3 — x2|]= 0,00000207 < 0,0001, tem-se que ¥ = x3 = 1,44741428 ¢ a raiz

aproximada da funcéo f no intervalo [1,2].

2.3.2 O METODO DAS SECANTES

Existe uma desvantagem ao aplicar o Método de Newton para aproximar uma solug¢ao
de f(x) =0, que é a necessidade de calcular a derivada f’(x), assim como calcular seu valor
numérico a cada iteracdo. A depender da funcgdo, esta derivada pode ser muito dificil ou
trabalhosa para calcular. A pergunta que surge neste ponto €: hd formas de se contornar esta
situacdo e aplicar o Método de Newton sem a necessidade do calculo desta derivada? A resposta
¢ sim! Existem algumas maneiras de remodelar o Método de Newton com o objetivo de eliminar

essa desvantagem. Uma delas consiste em trocar a derivada f’(x;) por sua aproximagao:

) e L= Cot), (2.19)

Xn — Xn—1

onde x, e x,_1 sdo duas aproximacdes sucessivas para a raiz exata de f.

Substituindo (2.19) em (2.11)), tem-se que

X — x_ S (xn)

T fGw) — fa = 1)

Xn — Xn—1

J(n) (n — Xp—1)

S(xn) = f (1)
xnf(xn) _xnf(xn—l) _xnf(xn) +xn—lf(xn)

f(xn) _f(xn—l)

xnflf(xn) _xnf(xn71>

= . 2.20
FCon) — ) (220

A igualdade (2.20) é denominada Método das Secantes para aproximacdo de uma raiz

= xn—

real da func¢do f.
Como foi observado anteriormente, a vantagem de se utilizar o Método da Secantes € o
fato de ndo precisar calcular a derivada de f, porém, o método também tem suas desvantagens,

que sao:



2.3. REFINAMENTO - O METODO DE NEWTON 37

e O método tem convergéncia mais lenta, ou seja, € necessario um nimero maior de iteragdes
para aproximar uma raiz de f;
e Sdo necessdrias duas aproximacdes iniciais para comegar a aplicacao deste método.
Geometricamente, a sequéncia (x;) gerada pelo Método das Secantes é construida da
seguinte forma: dados dois pontos iniciais xy € xj, tracamos a reta secante ao grafico de f
passando pelos pontos (xo, f(x0)) e (x1, f(x1)). O ponto de intersec¢io desta reta com o eixo-x,
denotado por x;, € a primeira aproximagao para a raiz X de f. Em seguida, tracamos a reta
secante ao grafico de f nos pontos (x, f(x1)) e (x2, f(x2)). O ponto de intersec¢do desta reta
com o eixo-x, denotado por x3, € a segunda aproximacao para a raiz X de f. Repetindo este
processo sucessivas vezes, encontramos uma sequéncia (xq,x,X2," -, Xy, ) qUe converge para
araiz exata x da funcdo f. E, assim como no Método de Newton, as iteragdes se repetem até que
o critério de parada seja satisfeito.

A Figura 2.9 a seguir apresenta o procedimento descrito acima.

Figura 2.9: Interpretacdo Geométrica do Método das Secantes

V)

12

13 14 15

N —

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o Software Geogebra

Como ja foi dito, o Método das Secantes é uma aproximagdo do Método de Newton,
logo, as condicdes de convergéncia destes métodos sao semelhantes, acrescentando que se
f(xn) = f(x4—1) 0 Método das Secantes pode divergir. Também, o critério de parada a ser
utilizado para este método € o mesmo critério utilizado para o Método de Newton dado na
Definigao[2.2.5]da Secdo 2.2.

Por exemplo, vamos utilizar o Método das Secantes para aproximar uma raiz da funcao

2

f(x) = cosx—x*, com precisao de € < 0,01. Para isso, primeiro, observe que

f(0)=cos0—-0?=1 e f(m)=cosm— 7> = —10,8696044. (2.21)
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Ja que f é uma funcdo continua (pois € a diferenca de uma func¢do trigonométrica com
uma fun¢do polinomial) e f(7) < 0 < f(0), pelo Teorema de Bolzano, existe pelo menos um
X € [0, x], tal que, f(X) = 0. Utilizaremos como critério de parada a segunda condi¢do dada na
Defini¢do isto é, x,, serd raiz aproximada da raiz exata de f com precisdo € se | f(x,)|< €.
Disso, lembrando que o Método das Secantes é dado por

Xy = xn—lf(xn) _xnf(xn—l)
" FCon) = (1)

(2.22)

e tomando xo = 0 e x| = 7, tem-se que,

xof(x1) —x1f(x0)  0-(—10,8696044) — - 1
T fa)—flx)  —10,8696044 — 1

=0,26467543.

Além disso, f(x) = cos (0,26467543) — (0,26467543) = 0,895124374.
Como |f(x2)|> 0,01, segue que o critério de parada ndo € satisfeito e devemos continuar

aplicando o método. Calculando a terceira aproximacdo para a raiz de f, tem-se que

_ xif(x2) —x2f(x1)  7-0,895124374 —0,26467543 - (—10,8696044)
 f)—flx) 0,895124374 — (—10,8696044)

=0,483566896

Além disso, f(x3) = cos (0,483566896) — (0,483566896)% = 0,651505222.
Como |f(x3)|> 0,01, segue que o critério de parada ndo € satisfeito e devemos calcular a

quarta aproximacao da raiz de f. Assim,

Cxf(x)—xs3f(x2)  0,26467543-0,651505222 — 0,483566896 - 0,895124374
 fOa) —flx) 0,651505222 —0,895124374
= 1,068943423.

X4

Também, f(x4) = cos (1,068943423) — (1,068943423)> = —0,66158925.
Ja que |f(x4)|> 0,01, tem-se que o critério de parada ainda ndo é satisfeito. A quinta
aproximacdo para a raiz de f é

_ xaf(xs) —xaf(x3)  0,483566896- (—0,66158925) — 1,068943423 - 0,651505222
o flg) = fls) —0,66158925 —0,651505222
= 0,774007434.

Além disso, f(xs) = cos(0,774007434) — (0,774007434)2 = 0,11602769. Como
| f(xs)[> 0,01, o critério de parada continua ndo sendo satisfeito. Calculando a sexta apro-

ximacdo da raiz de f, tem-se que

_ xaf(xs)—xsf(xs)  1,068943423-0,11602769 —0,774007434 - (—0,66158925)
o flxs) = flxa) 0,11602769 — (—0,66158925)
= 0,81801463.

X6
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Note que, f(xg) = cos(0,81801463) — (0,81801463)> = 0,014523522.  Como
|f(x6)|> 0,01, segue que o critério de parada ndo é satisfeito, e devemos calcular a sétima

aproximacao da raiz de f. Neste caso,

_ xsf(xe) —xef(xs)  0,774007434-0,014523522 —0,81801463 - 0,11602769
 flxe) = flxs) 0,014523522 —0, 11602769
= 0,824311312.

X7

Além disso, f(x7) = cos (0,824311312) — (0,824311312)> = —0,000426461.

Como a | f(x7)|=0,000426461 < 0,01, temos que a precisdo desejada ¢ atingida e a raiz
aproximada de f(x) = cosx —x? é ¥ = 0,824311312. E, assim como no Método de Newton, no
Meétodo das Secantes também conseguimos construir uma tabela onde, em cada linha, calculamos
os valores das aproximagdes x, ¢ os valores de f(x,), para saber o quio préximo x, estd da raiz
exata de f com uma precisdo € dada. A Tabela 2.3 representa as iteragdes feitas anteriormente

2

para o Método das Secantes para a fungdo f(x) = cosx —x*.

Tabela 2.3: Método das Secantes para f(x) = cosx — x>

Iteragdo X fx)

0 0 1

1 3,141592654  -10,8696044
2 0,26467543  0,895124374
3 0,483566896  0,651505222
5 0,774007434  0,11602769

6 0,81801463  0,014523522
7 0,824311312 -0,000426461

No préximo capitulo, mostraremos como implementar o Método de Newton para apro-
ximag¢do da raiz de uma funcdo dada f utilizando como ferramentas os softwares Excel e

Scilab.



CAPITULO 3

APLICACOES DO METODO DE NEWTON UTILIZANDO
OS SOFTWARES EXCEL E O SCILAB

Neste capitulo, apresentaremos algumas aplicagdes computacionais do Método de New-
ton utilizando os softwares Microsoft Excel e Scilab. O objetivo é mostrar que com a ajuda
computacional é possivel determinar uma raiz de uma equagéo da forma f(x) = 0, onde f é uma
fun¢do continua, evitando opera¢des manuais exaustivas, erro humano e economizando tempo.
Para produzir as aplicagOes deste capitulo, utilizaremos a versao on-line do Microsoft Excel
disponivel em <https://excel.cloud.microsoft/>|e a versao livre do aplicativo instaldvel do Scilab
disponivel em <https://www.scilab.org/>. Algumas fun¢des utilizadas nas implementacdes sao
fun¢des conhecidas encontradas nos trabalhos de (BARROSO et al., 1987), (RUGGIERO e
LOPES, 1996) e suas referéncias bibliogréficas.

3.1 IMPLEMENTACAO DO METODO DE NEWTON COM
O EXCEL

O software Excel € um programa de planilhas eletronicas desenvolvido pela empresa
Microsoft e faz parte do pacote Office. Esse programa tem como principal fun¢io organizar,
calcular, analisar, visualizar e compartilhar dados. E o programa de planilhas eletrénicas mais
utilizado na atualidade para a organizagdo geral de dados e tem importantes recursos voltados
para o cdlculo de despesas e para a matematica financeira, por exemplo. E por meio das células
(intersecgdo entre linhas e colunas da planilha) que o programa permite a entrada de dados,
usando férmulas para calcular e organizar tais dados. Com o Excel, € também possivel criar

gréaficos para visualizacdo e andlise das informacdes.

40
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A Figura 3.1 a seguir apresenta a tela incial do software Excel.

Figura 3.1: Tela inicial do Excel

5 O@ Book2 @ da e muito mais (Alt + G) @ CompraroMicrosoft 365 & (Wr)

Arquivo Infcio  Inserir ~ Compartilhar  Layoutda Pgina ~ Férmulas  Dados  Revisio  Exibir  Ajuda  Desenhar O Comentérios | = Ficaremdia || £ Edigao v

AL v e ~
A B c D E F G H J K L M N o P Q R s T u v w 5

Fonte: Print da tela do Excel

O Excel é amplamente utilizado em ambientes profissionais e pessoais para a gestao
financeira e tratamento de dados. Na andlise numérica, o Excel pode ser utilizado, por exemplo,
para minimizar cdlculos manuais e determinar as raizes aproximadas de uma equagdo da forma
f(x) = 0 utilizando algum método numérico, bastando ao usudrio analisar as condi¢des do
método a ser aplicado e programar as linhas conforme condi¢des do método numérico escolhido.
Nesta secdo, mostraremos como utilizar o Excel para aproximar uma raiz real de uma equacao da
forma f(x) =0, onde f é uma funcéo real que satisfaz as condigdes para a aplicagdo do Método
de Newton determinadas no Capitulo 2.

O procedimento a seguir apresenta as linhas de programacado para implementagcdo do
Método de Newton em Excel para determinar uma raiz real da fungdo f(x) = 2x> +3x> —2
com precisdo de € < 0,001. Primeiro, veja que f € uma funcdo continua, pois € uma funcao
polinomial, e f(0) = —2 < 0 < 3 = f(1). Logo, pelo Teorema de Bolzano, existe uma raiz de f
no intervalo [0, 1]. Além disso, f'(x) = 6x> + 6x e tome xy = 0,5 como aproximagcio inicial para
aplicacdo do método.

Assim, configuraremos uma tabela em Excel, com cinco colunas, denominadas A, B, C, D
e E, onde:

e A coluna A representa o nimero n de iteragdes do processo iterativo;
e A coluna B representa, para cada linha n, as aproximagdes x, da raiz exata de f dadas pelo
Método de Newton:

Xn+1 :xn—m~ 3.1

e A coluna C representa os valores de f(x,);
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e A coluna D representa os valores de f”(x,);
e A coluna E representa o erro cometido a cada itera¢do calculado por |x, 1 — x,|.

Além disso, na linha 1, identificamos os elementos que desejamos calcular, a saber: n, x,,,
S n)s f'(xn) € € = [Xni1 —Xa].

Na linha 2, comecaremos a inserir os dados para implementa¢do do método. A célula A2
contém o identificador da iteracdo do método. Na célula B2, inserimos a aproximagao inicial
xo = 0,5. Nas células C2 e D2, calculamos os valores de f e da derivada de f no ponto xo,

respectivamente, pelas férmulas
=2"B2"3+3"B2"2—-2 e =6'B2"2+6"B2

Nao preenchemos a célula ES, pois ainda ndo hd erro a ser calculado. Logo, a primeira

linha do processo iterativo serd dada conforme a Figura 3.2 a seguir:

Figura 3.2: Programac@o da primeira linha do Método de Newton

it il Programacao TCCpartel & v

Arquivo Inicio Inserit  Compartilar  LayoutdaPagina  Formulas Dados Revisio  Exibir  Ajuda  Desenhar O Cor

Ov & AptosNarow..~ 11 v N Hv &v Av 0 =v Bv  Genl vty 0 03 By By By @y v By v idvyav By

A B (5} D E

n o _________________fx) —_______flxn)
2 0 05 =2+B2"3+3*B2%2-2 =6+B2"2+6*B2

Fonte: Print da tela do Excel

Na linha 3, a programagéo da célula B3 ¢ feita de forma a satisfazer a equagéo (3.1)), isto
€, basta calcular =B2-C2/D2, onde / representa a operagao de divisao no Excel. As células C3 e
D3 sdo programadas de forma andloga ao que fizemos para as células C2 e D2. J4 para calcular
o erro dado na célula E3, basta programar =ABS(B3-B2), onde =ABS ¢ a funcio que calcula o
valor absoluto no software Excel.

Agora, para a programacao da linha 4 utilizaremos a funcao =SE do Excel para verificacao
do critério de parada e a interrup¢do do processo iterativo quando esse critério for satisfeito.
Em seguida, "arrastaremos" verticalmente a programacado dessa linha para preenchimento e
programacgdo automadtica das demais linhas da tabela. Para programacgao da célula B4, por

exemplo, utilizamos a seguinte fun¢do
=SE(E3 < 0,001; "Para" ; B3 - C3/D3). (3.2)

Mais precisamente a funcio acima significa que: se o erro calculado na célula E3 for

menor que 0,001, entdo o processo iterativo ird "Para". Caso contrério, calcula-se B3-C3/D3.
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Observe que, de maneira andloga, a func¢do =SE foi utilizada para realizar os cdlculos das células
C4, D4 e E4. E importante ressaltar que o comando "Para" ndo faz o processo iterativo ser
interrompido automaticamente, mas somente informa ao usudrio qual € o ponto de parada,
ficando a cargo do usudrio identificar qual € a raiz nesse ponto. A Figura 3.3 apresentada a seguir
mostra essa programagao.

Figura 3.3: Programacdo da segunda e terceira linhas do Método de Newton

i Bl ProgramagioTCC @~ Pesquisar ferramenta: & muito mais (A ) \"Wr:\
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3 1 =B2.C2/D2 =2*B3"3+3*B3"2-2 =6"B3"2+6"B3 =ABS(B3-B2)
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13
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16
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18
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Forr m soft = +
.
Fonte: Print da tela do Excel

Na figura abaixo, depois de "Arrastar" todas as colunas, vamos ter o resultado da pro-

gramacdo em excel e a raiz aproximada procurada de f. A linha com a palavra "Para"

onde deve ser interrompido o processo para identificacao da raiz.

7z

€ a linha

Figura 3.4: Programagio do Método de Newton para f (x) = 2x> +3x> — 2

i M Programagio TCC @ @ Comprar o Microsoft 365 & (wr)
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Fonte: Print da tela do Excel

Note que, para este caso, araiz de f € X = x4 = 0,677650699 e isto conclui a implemen-
tacdo do método numérico.
Agora, vamos fazer a implementacdo do Método de Newton em Excel para uma funcao

f que tem termo trigonométrico. Assim, considere o problema de determinar uma raiz real para
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funcéo f(x) = cosx — x com precisdo € < 0,001. Anédlogo ao caso anterior, temos que f é uma
fun¢do continua (pois € a soma da fun¢do trigonométrica cosx com a func¢ao polinomial —x) e
f(m) <0< f(0) e, pelo Teorema de Bolzano, existe uma raiz de f no intervalo [0, 7]. Além
disso, f’(x) = —sin(x) — 1 < 0, para todo x € [0, 7]. Logo, a raiz de f ¢ tinica no intervalo [0, 7].

A Figura 3.5 a seguir apresenta o grafico de f:

Figura 3.5: Grafico da fungdo f(x) = cosx—x

0.5

-1

Fonte: Print da tela do Excel

Escolhendo a aproximacao inicial xo = 0, tem-se que a primeira iteracdo do método de

Newton para aproximagdo de uma raiz de f em [0, ] pode ser programada conforme a Figura

3.6 a seguir:
Figura 3.6: Programac@o da primeira linha do Método de Newton
it Ell Programacao TCC partel &3 v Pesquisar ferramentas, ajuda e muito mais (Alt + G) @ Comprar o Microsoft 365 €3 [\i‘;[‘

Arquivo  Inicio Inserir  Compartilhar  Layout da Pdgina ~ Férmulas  Dados Revisio  Exibir  Ajuda  Desenhar ©) Comentérios | | # Ficarem dia | Edicdio v

v = @v  Geal v $Ev G 0 By By By &v &y T v v av B

A B G} D E

0 0 =COS(B2)-B2 =-SEN(B2)-1

Lo N s wN e

Fonte: Print da tela do Excel

Anélogo ao que fizemos no exemplo anterior, programando a Linha 3 e aplicando a fun¢io
=SE para programacao da Linha 4, tem-se as seguinte linhas de programacao apresentadas na

Figura 3.7 a seguir:
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Figura 3.7: Programac@o da Linha 3 e Linha 4 do Método de Newton

Bl Programacio TCC & p B (wi\
Arquivo Inicio  Inserir  Compartilhar  layout da Pagina  Formulas Dados Revisio  Exibir  Ajuda  Desenhar ) Comentirios | |« Ficarem dia | | 2 Edigio v
c12 v LY Valor inicial: o

A B @ D 3
S T N S
2 0 0 1 El
3 1 =B2.C2/D2 =COS(B3) B3 =SEN(B3)-1 =ABS(B3-B2)

4 2 =SE(E3<0,001;"Para’;B3-C3/D3) =SE(E3<0,001;"Para",COS(B4)-B4) =SE(E3<0,001;"Para";-SEN(B4)-1) =SE(E3<0,001;"Para";ABS(B4-B3))
s 3 m [ | ™ o
6 4 11 11 1 11
7 5 N/ A4 \/ N/
8 6 Vv v \Y4 Vv
9 7 Arrastar Arrastar Arrastar Arrastar
10
11 [Fungao: Jf(x)=cos(x)x [Criterio de parada: Je<0,001 |
12 [Derivada: [f(x)=-sen(x)-1 [Valor inicial: |x=0 |
13
14
15
16
17
18
19
20
« 2 v‘

= Planihal +

Estatiticas de Psta de Tabalho ve o & -yt O

Fonte: Print da tela do Excel

Por ultimo, ap6s utilizar o comando de "Arrastar" colunas do Excel, preenchemos as
demais células do tabelamento do Método de Newton para a solu¢do do problema dado, obtendo

a raiz aproximada de f, apresentada na Figura 3.8 a seguir.

Figura 3.8: Programacdo do Método de Newton para a fungio f(x) = cosx —x

@ ProgamaggoTCC &~ ferramentas, ajuda e muito mais (Alt + G @ Comprar o Microsoft 365 €3 (\w)
Arquivo Inicio Inserir  Compartilhar  Layout da Pégina  Férmulas  Dados  Revisao  Exibir  Ajuda  Desenhat (D Comentérios | = Ficarem dia | Edicdio v
Dv Ov § AptosNarow.. v 11 v N v & v & v = | =v 5 Bv Geal VOB 0 8 By By By |y v T v wvav By - o
86 v fi | =SE(ES<0,001;"Para”;85-C5/D5) v

A B ® D E
7 T S S
2 [ ] 1 1
3 1 1 -0,459697694 -1,841470985 1
4 2 0,750363868 -0,018923074 -1,681904953 0,249636132
5 3 0739112891 -4,64559E-05 -1,673632544 0,011250977
6 ) 20.739085133 -2,84721E-10 -1,673612029  2,77575E-05
7 5 /\ Paa Para Para / \ Para
8
9 Raiz aproximada <0,001
10
11 [Fungao: [f(x)=cos(x)x [Criterio de parada: Je<0,001 |
12 |Derivada: [fx)=-sen(x)-1 [Vatorinicial: | |
13
14
15
16
17
18
19 ]

. >
= Planihal +
de Pasta de Tabalho @ o £ - umy + O

Fonte: Print da tela do Excel

Portanto, a raiz aproximada de f encontrada aqui pelo Método de Newton € X = x4 =
0,739085133. Note que, tal raiz € aproximadamente a mesma raiz apresentada na Figura 2.3 do
Capitulo 2. Na secdo a seguir, serd apresentada uma implementagcdo em Excel para aproximar

uma raiz de uma funcio f pelo Método das Secantes.

3.1.1 IMPLEMENTACAO DO METODO DAS SECANTES

O Método das Secantes, como ja foi mostrado no Capitulo 2, é uma variagdo do Método

de Newton para o caso em que desejamos contornar a necessidade do cdlculo da derivada da
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funcdo f. Com isso, a programacao desse método no Excel segue os moldes do que foi feito
para o Método de Newton.

Considere o problema de se determinar, utilizando o Método das Secantes, uma raiz real
da funcgdo f(x) = 4sin(x) — ¢ com erro de € < 0,00001. Primeiro, veja que f é uma funcéo
continua (pois é a soma de uma funcao trigonométrica com uma funcdo exponencial, que sao
ambas continuas) e f(0) = —1 <0 < 4sinl —e = f(1). Logo, pelo Teorema de Bolzano, existe
pelo menos um x € [0, 1], tal que, f(x) = 0. Por (2.20), o Método das Secantes é dado por

. Xn—1.f (Xn) _xnf(xnfl)'
J(en) = f(xn-1)

Para aplicar o Método das Secantes precisamos de duas aproximagdes iniciais, denotadas

(3.3)

por xg € x1. Neste caso, tomaremos as aproximacoes iniciais como sendo os extremos do intervalo

considerado, isto é, xo = 0 e x; = 1. Assim, a primeira iteracdo do método serd dada por

= ) —xif(x) 0 f()-1F0)  —f(O) (3.4)

f(x) = f(xo) f(1)—f(0) f(1)—f(0)

Assim, contruiremos uma tabela em Excel, com trés colunas, denominadas A, B e, C,

onde:

e A coluna A representa o nimero n de iteragdes do processo iterativo;

e A coluna B representa, para cada linha n, as aproximacoes x, da raiz exata de f dadas pela
equacdo (3.3)

e A coluna C representa os valores de f(x;,).

Para este método, utilizaremos o critério de parada dada pela segunda condi¢do da
Defini¢do [2.2.5] ou seja, diremos que x,, € uma raiz aproximada da raiz exata de f com uma
precisdo suficientemente pequena € dada, se |f(x,)|< €.

Além disso, na linha 1, identificamos os elementos que desejamos calcular, a saber: as
iteracdes na coluna A, as aproximacdes x, na coluna B e os valores de f(x;) na coluna C.

Nas linhas 2 e 3 (iteragdes 0 e 1), comegaremos a inserir dos dados para implementacio
do método, adicionando as informagdes referentes as aproximacdes iniciais xo = 0 e x| =
1, respectivamente. Nas células C2 e C3, calculamos os valores de f nos pontos xy € xi,

respectivamente, pelas férmulas
=4"SEN(B2) —EXP(B2) e =4"SEN(B3)—EXP(B3).

Assim, as duas primeiras linhas do Método das Secantes em Excel estdo apresentadas na

Figura 3.9:
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Figura 3.9: Programac@o das primeiras linhas do Método das Secantes

il P cante & @ CompraroMicrosoft 365 5 (wr)
Arquivo Inicio Inserir  Compartihar  LayoutdaPégina  Férmulas  Dados  Revisdo  Exibir  Ajuda  Desenhar O Comentérios A« Ficaremdia £ Edigao v
DOv Ov § | AptosNarow(.v 11 v N Hv &v Av o =v 5 Bv  Gerl VoY % 3 By By By v v Fv vy av By o <
B11 ~ S
A B c I

1 Iteragéo X (%)

2 [ [ =4*SEN(B2)-EXP(B2)

3 1 1 =4*SEN(B3)-EXP(B3)

4 2

5 3

6 4

Al 5

8 6

9 7

Fonte: Print da tela do Excel

Note que, nessa primeira parte, apenas substituimos os valores de xp e x; na funcio f. Na
segunda parte, a programacao da célula B4 ¢ feita de forma a satisfazer a equac@o (3.3), ou seja,
= (B2*C3—B3*C2)/(C3—C2), e nacélula C4 basta inserir a formula = 4*SEN(B4) — EXP(B4).
Agora, para programacdo da linha 5 (iteracao 3), usaremos a fun¢do =SE nas células da coluna B
a fim de determinar as aproximacgdes x,, € nas células da coluna C para determinar os valores de
f(x,). Depois, "arrastaremos” verticalmente a programagao destas linhas para preenchimento
automatico da programacao das demais linhas da tabela até que a precisdo desejada seja atingida
e o método seja interrompido. Para programacao das células B5 e C5, utilizaremos o seguintes

algoritmos, respectivamente:

= SE(ABS(C4) < 0,00001; "Para” ; (B3*C4 — B4*C3)/(C4 —C3)),

— SE(ABS(C4) < 0,00001; ”Para” ; 4*SEN(B5) — EXP(B5)).

A Figura 3.10 a seguir apresenta a programagao da terceira e quarta aproximagoes da

raiz de f no intervalo [0, 1].

Figura 3.10: Programacao das aproximacdes da raiz exata de f

#t Kl Programacao Secante <& @ Comprar o Microsoft 365 8 (wr)

Arquivo  Inicio  Inseri r layoutdaPagina Formulas Dados  Re Bxibir  Ajuda  Desenh: ) Comentrios | “» Ficaremdia |/ Edigio v
Dv Ov § | AptosNarrow(.v 11 v N BBy v Av oo | =v 5 Bv | Genl v $Ev G 03 BY By By v v By Tv v aAv By -
B2 v 5 0 ~

>

c

1 —
2 0 0 =4+SEN(B2)-EXP(B2)
3 1 1 47SEN(B3) EXP(B3)
4 2 ~(2*C3.B3°C2)/(C3-C2) 47SEN(B4)-EXP(B4)
5 3 ~SE(ABS(CA)<0,00001;"Para";(B3* C4-B4*C3)/(C4-C3)) SE(ABS(C4)<0,00001;Para’;4*SEN(B5)-EXP(E5))
9 4 ~— [ |
7 5 | ||
8 6 d L d L
o 7 X il N\
10 8 \"4 Vv
9 Arrastar Arrastar
[4sen(x)-e"x ]
[0,00001 |
| |
Planilhal  +
o de Trabaio For . %+
Fonte: Print da tela do Excel
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Ap6s "arrastar"as colunas B e C para preenchimento das demais linhas, temos a solucao
aproximada da fun¢do f, conforme pode ser visto na Figura 3.11 a seguir.

Figura 3.11: Programacdo do Método das Secantes para f(x) = 4sin(x) — e*

.
@ Comprar o Microsoft 365 &% (wr)

uda  Desenhar O Comentirios ||~ Ficaremdia | 2 Edicto v | (R

v oSy G B By By By v By By Tv RV Ay By o a

vy N v

B C I

x
0 1

1 0,647602111
0,606942655 0,446622202
-0,266518467 -1,819539565
0,434798223 0,140256278
0,384606562 0,031741691
0,369925254 -0,001443434
0,370563839 1,30936E-05

A 0.370558098 A 5,26049E-09

£ D Para
L1 <0,00001

ofo|<|o|a|=]|m|-|H

13 [Fungao: [4sen(x)-e"x |
14 [Criterio de parda: Jo,00001 |
15 |Valores iniciais: Deg=03x=1 |

Fonte: Print da tela do Excel

Note que o processo iterativo devera ser interrompido na linha 11 onde ocorre pela
primeira vez a palavra "Para", isto significa que na linha anterior o erro foi menos que 0,00001.
Portanto, a raiz aproximada da funcdo f € dada na linha anterior (linha 10, iteracdo 8), ou seja, a
raiz aproximada é X = xg = 0,370558098.

Na préxima se¢@o, mostraremos como implementar o Método de Newton utilizando o

aplicativo Scilab.

3.2 IMPLEMENTACAO DO METODO DE NEWTON COM
O SCILAB

O Scilab € um software livre de c6digo aberto destinado a computacdo cientifica e auto-
macao. Desenvolvido inicialmente pelo instituto de pesquisa francés INRIA (Institut National
de Recherche en Informatique et en Automatique), o programa fornece um ambiente de pro-
gramacao de alto nivel que possibilita a realizacdo de cdlculos numéricos, simulagdes, andlises
estatisticas e processamento de sinais. E um programa gratuito que pode ser encontrado para
download em seu enderego enletronico oficial <https://www.scilab.org/> e esta disponivel sob
a licenca GPL v2.0, o que permite ao usudrio utilizar o software para qualquer finalidade e
alterar o software para que se adpate as suas necessidades. Entre suas principais funcionalidades
destacam-se métodos numéricos, otimiza¢do, modelagem de sistemas dindmicos e a geracao de
graficos bidimensionais e tridimensionais. O programa também tem sua versao online disponivel

em <https://cloud.scilab.in/>.


https://www.scilab.org/
https://cloud.scilab.in/

3.2. IMPLEMENTACAO DO METODO DE NEWTON COM O SCILAB 49

Por ser distribuido sob licencga livre, o Scilab constitui uma alternativa acessivel a softwa-
res pagos como, por exemplo, o MATLAB, sendo amplamente empregado em contextos acadé-
micos e profissionais, devido a sua versatilidade, confiabilidade e capacidade de integracdo com
outras linguagens e bibliotecas. Para mais detalhes sobre funcionalidades ou como utililizar o
software sugerimos consultar os manuais disponiveis no site oficial do Software. Para o bom
desenvolvimento desta se¢do entende-se que o leitor conhece pelo menos a tela inicial do Scilab.

O objetivo desta se¢do € utilizar o Scilab para implementar um algoritimo para aproxima-
cdo de uma raiz real de uma dada func¢ado f utilizando o Método de Newton como ferramenta.

Para isso, consideremos o problema de construir um algoritmo em Scilab para implemen-
tacdo do Método de Newton para aproximagdo de uma raiz real da fungdo f(x) = 203 4+3x2 -2
com precisdo de € < 0,001. Pelo que fizemos na secdo anterior, sabemos que f tem pelo menos
uma raiz no intervalo [0, 1] e que f’ € positiva nesse intervalo, o que garante a unicidade da raiz
em [0, 1]. Além disso, andlogo ao que fizemos anteriormente, tomaremos como valor inicial
xo = 0,5. Para comecgar, na area de trabalho do Scilab, definiremos a fun¢do f e sua derivada

conforme mostra a Figura 3.12 a seguir:

Figura 3.12: Area de trabalho do Scilab

Arquivo Editar Formata cbes Janela Executar
CEmE® & A0 &ETLI>PD &|K|®

metodo de Newton.sci (C\Users\widan\OneDrive\Desktop\Widanreylan TCC\C dos scilab\metodo de Newton.sci) - SciNotes

*metodo de Newton.sd 3

ion y=£(x

WOW N W N e

[
o

Fonte: Print da tela do Scilab

Na Figura 3.12 acima, o comando mode(0) serd usado para mostrar os resultados das
aproximacodes encontradas em cada iteracdo. Ap0s definir essas fungdes, vamos definir o Método
de Newton e as varidveis que serdo usadas para implementagdo do método, a saber: o valor de
Xp, O erro, a tolerdncia (ou precisdo) e o método iterativo dado pela equagdo (2.11). A Figura

3.13 mostra tais defini¢des:99
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Figura 3.13: Programacio do Método de Newton em Scilab

2’ metodo de Newton.sci (C:\Users\widan\OneDrive\Desktop\Widanreylan TCCyComandos scilab\metodo de Newton.sci) - SciNotes
Arquivo Editar Formatar Opgdes Janela Executar

CER @RS A002ER(>D &K O

metodo de Newton sci (C:\Users\widan\OneDrive\D: p eylan TCC\C do de Newton.sci) - SciNotes
*metodo de Newton.sd 3

(D)
function y=f(x)
F=2XN34+3AKA2-2;
endfunction

function y=flinha (x)
y=otx 2+erxr
endfunction

WO W R e e

10|x0 =0.5;
11|xn = x0 - £(x0)/£flinha (x0);
12|erro = (xn-x0);

13|tol = le-3;

14|n = 1

Fonte: Print da tela do Scilab

A seguir, utilizaremos o comando "while" com o objetivo de fazer o programa executar e
repetir o algoritmo até que a tolerancia seja atingida. O comando "while" funciona como um

lago de repeticdo que executa uma condicao enquanto ela for verdadeira. Veja a Figura 3.14:

Figura 3.14: Implementacio do Método de Newton em Scilab

2,’ metodo de Newton.sci (C:\Users\widan\OneDrive\Desktop\Widanreylan TCC\Comandos scilab\metodo de Newton.sci) - SciNotes
Arquivo Editar Formatar Opgoes Janela Executar 7

CER E® & e d0DEEh|>D kXN @

metodo de Newton.sci (C:\L \OneDrive\D: ylan TCC\C de Newton.sci) - SciNotes

*metodo de Newton.sd 3¢

mode (0)

function y=f£(x)
y=2rxri4irxni-2;
endfunction

function y=flinha (x)
y=6¥x"2+6%*x;
endfunction

W oW NN W

x0 =0.5;

11|=n = x0 - £(x0)/£linha (x0);
12|erro = abs(xn-x0);

13|tol = 1le-3;

14|n =1

-
=]

16|while (erro > tol)

17 xn = x0 - f£(x0)/£flinha (x0)
18 erro = abs (xn-x0)

19 x0 = xn;

20 n = n+

21|end

23':17:3( ralz-apr {1mada -da-funcao -€ -» "+ .string(xn))
24|disp(” =" .+ string(erro))

Fonte: Print da tela do Scilab
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Na Figura 3.14 acima, o comando "disp" € utilizando para que o programa retorne com
uma mensagem na drea de trabalho com os valores das aproximacdes da raiz exata de f. J4 o
comando "string" converte nimeros, varidveis ou expressoes em texto, tornando o programa
mais didatico. Por fim, basta iniciar a programacao feita clicando sobre o botdao "Executar”.

A Figura 3.15 a seguir apresenta o algoritmo programado para o método, bem como o

programa implementado com apresentacao da solu¢do do problema proposto.

Figura 3.15: Implementacio do Método de Newton em Scilab para f(x) = 2x> 4 3x* — 2

B scilab 2025.1.0 Console
Arquivo Editar Controle Aplicativos 7
zEADD Y G2 2K TO

Seilab 2025.1.0 Console

Execugdo de iniciagdo:
carregando o ambiente inicial
--> exec('C:\Users\widan\OneDrive\Desktop\Widanreylan TCC\Comandos scilab\metodo de Newtom.sci', -1)
n = —
L e New sci {C\Users\widan\On... (m]
xn = Arqu Editar Formatar Opgées Janela Executar ?
| Craaana CERE@®a A io0®Es>t ol
0.2222222 metodo de Newton sci (C idan\OneDrive\D: L lan TCC\Corman
n= *metodo de Newton.sd 3  cosx - x.sd
2.
xn = i -
0.6795791 2
erro = -
0.0426431 1
»= 2
3. 3e
xn = g
0.6776545 g |x0 =
erro = 10|xn = x0 - £(x0)/flinha(x0);
0.0019245 ll|erro = xn-x0) ;
n = 12|tol =
4. 13|n =
xn = 14|while (erro > tol)
0.6776507 15 xn = x0 - £(x0)/£linha (x0)
€erro = 16 erro = {xn-x0
0.0000038 17} X0 = xa;
_ 18 n = n+
"o 1g(end
S. 20 N -
"A raiz aproximada da funcdo é x=0.6776507" 21 . erro))
"com erro de £=0.0000038" 22

Fonte: Print da tela do Scilab

Note que, a cada iteragdo, o método apresenta o valor da raiz aproximada e o erro
cometido nessa iteracdo. Nesse caso, a raiz aproximada de f é x = 0,6776507.

Para limpar o ambiente de trabalho caso ocorra erros ou para iniciar uma nova programa-
cdo, basta inserir o comando "clear" na drea de trabalho.

A seguir apresentamos o algoritmo utilizando para aproximar uma raiz real de f(x) =

2x3 4 3x% — 2 com tolerancia € < 0,001.
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‘Algoritmo para Implementacio do Método de Newton em Scilab

mode (0)

function y=f(x)
y:::2*x34—3*x24—2;
endfunction

function y=flinha(x)

y= 6*x% + 6*x;

endfunction

x0 =0.5;

xn = x0 - £(x0)/flinha(x0);
erro = abs(xn-x0);

tol = 1e-3;

n=1

while (erro > tol)

xn = x0 - f(x0)/flinha(x0)

erro = abs(xn-x0)

x0 = xn;

n = n+l end

disp("A raiz aproximada da fungdo é x="+ string(xn))
disp("com erro de €="+ string(erro))

Agora, considere o problema de construir um algoritmo em Scilab para implementar o

Método de Newton para aproximacao de uma raiz real da funcdo f(x) = cosx — x no intervalo

[0, 1], com precisdo € < 0,001 e aproximagdo inicial dada por xo = 0. A Figura 3.6 a seguir

mostra o algoritmo para aproximacao da raiz de f.

Figura 3.16: Algoritmo do Método de Newton em Scilab para f(x) = cosx —x

aos SCIlab\Cos X - X.5C1) - SCINOotes

L+ 05 X - X.5¢i (C:) esktop\Widanreylan TCC\Comandos
Arqun, Editar Formatar Opcoes Janela Executar

U E® E ADDEEE[(PD &KX @
co8 x - x.8ci (C:\Users\widan\OneDrive\Desktop\Widanreylan TCC\Comandos scilab\cos x - x.sci) - Scilotes
metodo de Newton.sci 3¢ oS X -x.sd

1 10)

s

1 |function y=f (x)

2 |y= x) -—-x;

3 |endfunction

€

1 |function y=flinha (x

2 |i= - (x) -

3 |endfunction

10

11|x0 =0;

12|xn = x0 - f£(x0)/flinha(x0);

13|erro = (¥n-x0) ;

14|tol =

15|n =

16

17|while  (erro > tol)

18 xn = x0 - £(x0)/flinha(x0)

19 Erro = {(¥n-x0)

20 x0 = xn;

21 n = n+

22|=nd

23

24 + xn) )

25 * {(erro))

Fonte: Print da tela do Scilab
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Agora, basta iniciar a programacao clicando sobre o botao "Executar”. A Figura 3.17 a

seguir apresenta a implementagdo do algoritmo e a solu¢cdo do problema proposto.

Figura 3.17: Implementac¢io do Método de Newton em Scilab para f(x) = cosx —x

I scilab 2025.1.0 Console
Arquive Editar Controle Aplicativos ?
zEB| A B0 v S 2e X T

Scilab 2025.1.0 Console

Execucéo de iniciacdo:
carregando o ambiente inicial

--> exec('C:\Users\widan\OneDrive\Desktop\Widanreylan TCC\Comandos scilab\cos x - x.sci', -1)

n= - - -~
# cos X - x.sci (C\Users\widam\OneDrive\Des... — — o

xn = Arq Editar Formatar Opcdes Jane xecutar ?
1. . g
ereo = (=Y =)=} 3| = 0% &% > &l
1 €0S X - X.8Ci (C: OneDrive\D i ylan TCC\Comandos scilab
n = cosx-x.50 3 metodo de Newton.sd X
2.
xn = .
function y=£(x)
0.7503639
erro =
0.249€63€1 on y=flinha (x
n= -1
3.
xn =
0.7391129 o |x0 =0z
erro = 10|xn = X0 - £(x0)/£Llinha (x0) ;
0.0112510 11|erro = (xn-x0) ;
n= 12|tol =
4. 13|n =
xn = 14|while (erro > tol)
0.7390851 15 xn = x0 - £(x0)/flinha(x0)
erro = 16 erro = {xn-x0
0.0000278 17| x0 = xu;
18 n=n+
n =
end
5. 19
- . . . 20 + xn
"A raiz aproximada da funcdo € x=0.739%0851" 21 N erro
"com erro de =0.0000278" = '

Fonte: Print da tela do Scilab

Note novamente que, a cada iteracdo, o método apresenta a raiz aproximada e o erro
cometido nessa aproximacgdo. Além disso, a raiz € mais préxima quanto menor for o erro
desejado. Neste caso, a raiz aproximada de f é x = 0,7390851.

Note que o algoritmo construido para f(x) = cosx —x é o mesmo construido para
flx)= 2x3 +3x% — 2, a menos dos valores das varidveis a serem inseridas, isto €, a menos dos
valores de xp, do erro, da fungdo f e da derivada de f. Consequentemente, este algoritmo pode
ser utilizado para aproximagdo de qualquer da raiz real de qualquer fun¢do que satisfaca as
condicdes necessdrias, bastando ao usudrio trocar os valores das varidveis do problema a ser
resolvido.

No quadro a seguir, apresentamos o algoritmo utilizando para aproximar uma raiz real de

f(x) = cosx—x com tolerdncia € < 0,001.



3.2. IMPLEMENTACAO DO METODO DE NEWTON COM O SCILAB
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Algoritmo para Implementacio do Método de Newton em Scilab

mode (0)

function y=f(x)

Y =COSX—X;

endfunction

function y=flinha(x)

y=—sin(x)—1;

endfunction

x0 =0;

xn = x0 - £(x0)/flinha(x0);

erro = abs(xn-x0);

tol = 1e-3;

n=1

while (erro > tol)

xn = x0 - f(x0)/flinha(x0)

erro = abs(xn-x0)

x0 = xn;

n = n+l end

disp("A raiz aproximada da fungdo é x="+ string(xn))
disp("com erro de €="+ string(erro))

Os mesmos algoritmos podem ser utilizados na versao em nuvem do Scilab disponivel

em <https://cloud.scilab.in/>.



https://cloud.scilab.in/

CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho, desenvolvemos um estudo claro e estruturado sobre o Método
de Newton, abordando desde os fundamentos tedricos até sua aplicacio pratica em ambientes
computacionais. A andlise inicial dos teoremas de Bolzano e do Valor Intermedidrio mostrou-se
essencial para compreender o processo de localizacdo de raizes e para garantir que o método
seja aplicado de forma adequada. Em seguida, discutimos a formulacdo do Método de Newton,
suas condi¢Oes de convergéncia, a importancia da escolha do ponto inicial e sua relacdo com o
Meétodo das Secantes, destacando semelhancgas, diferengas e potenciais de cada abordagem.

A implement¢do dos métodos no Excel e no Scilab permitiu visualizar, de maneira
pratica, o funcionamento dos algoritmos e comparar a eficiéncia das ferramentas utilizadas.
As ilustracdes apresentadas contribuiram para tornar o processo mais acessivel e facilitar a
compreensao das etapas envolvidas.

Portanto, entende-se que este trabalho pode contribuir para a disseminag¢ao do conhe-
cimento em Matemdtica e servird como um material de pesquisa sobre cdlculo numérico com
énfase no Método de Newton, de modo a auxiliar os discentes dos cursos de graduagdo nos

estudos de Matematica e areas afins.
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