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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo realizar um estudo teórico sobre o Método de Newton e
aplicar os conceitos estudados para implementação deste método numérico nos softwares Excel
e Scilab. Mais precisamente, definiremos o Método de Newton, apresentaremos seus principais
resultados teóricos e aplicaremos o método para o cálculo de raízes reais de funções contínuas.
Em seguida, apresentaremos uma variação do Método de Newton para contornar a necessidade
do cálculo da derivada da função dada. Por fim, para melhor compreensão teórica, utilizando os
resultados estudados, o método será implementado em Excel e em ambiente Scilab.

Palavras-chave: Método de Newton, Aplicações, Excel, Scilab.



ABSTRACT

The present work aims to carry out a theoretical study on Newton’s Method and to apply the
concepts studied to the implementation of this numerical method in Excel and Scilab software.
More precisely, we will define Newton’s Method, present its main theoretical results, and apply
the method to calculate real roots of continuous functions. Next, we will present a variation of
Newton’s Method to overcome the need to calculate the derivative of the given function. Finally,
for better theoretical understanding, based on the results studied, the method will be implemented
in Excel and in a Scilab environment.

Key-words: Newton Methods, Applications, Excel, Scilab.
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CONSIDERAÇÕES INICAIS

O cálculo numérico é uma parte da matemática aplicada que surgiu da necessidade de

resolver problemas matemáticos que não podiam ser solucionados de forma exata. De modo

geral, o cálculo numérico se dedica ao desenvolvimento de métodos e algoritmos capazes de

obter soluções aproximadas para problemas matemáticos que não tem solução exata ou que a

solução exata é de difícil obtenção.

Desde os tempos antigos, existe a necessidade de buscar maneiras de aproximar soluções

de problemas de matemática. Um exemplo clássico é Arquimedes (287–212 a.C.), que desen-

volveu técnicas para calcular áreas, volumes e até uma aproximação de π . Mais tarde, durante

a Idade Média e o Renascimento, a astronomia e a navegação exigiam cálculos precisos para

localizar estrelas e traçar rotas, e isso impulsionou a criação de métodos práticos para lidar com

os números.

Um dos marcos mais importantes na história do cálculo numérico ocorreu no século XVII,

com o surgimento do método de Newton-Raphson. Isaac Newton foi o precursor do método

iterativo para encontrar raízes de funções e, tempos depois, Joseph Raphson publicou uma

versão semelhante, que simplificava a aplicação prática. Juntos, eles criaram e sistematizaram

uma maneira de encontrar raízes de funções usando um processo iterativo baseado em retas

tangentes. Esse método não só trouxe precisão, mas também tornou possível enfrentar problemas

matemáticos complexos de forma prática, algo que antes era quase impossível sem cálculos

extensos.

Nos séculos XVIII e XIX, matemáticos como Euler, Lagrange e Gauss deram novos

passos, estruturando métodos para interpolação, integração e resolução de sistemas de equações.

Esses estudos contribuíram para tornar os cálculos mais organizados e confiáveis. No entanto, o
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Introdução 10

ápice da revolução veio com o avanço da tecnologia e os computadores, no século XX. Com

isso, cálculos que levariam horas para obter uma solução aproximada, podiam ser feitos em

segundos, por meio de algoritmos criados para processar todos os dados, abrindo assim portas

para simulações complexas e aplicações em engenharia, física, finanças e até inteligência artificial.

E, mesmo com todo o avanço tecnológico, o Método de Newton continua sendo uma ferramenta

essencial, aplicável tanto a funções simples quanto a sistemas não lineares mais complexos.

Assim, o presente trabalho tem como objetivo principal fazer um breve estudo sobre o

Método de Newton e aplicar o método para aproximar uma raiz real de uma dada função através

de algoritimos criados nos softwares Excel e Scilab. A metodologia adotada neste trabalho

baseia-se em pesquisa bibliográfica, fundamentada nos estudos de alguns dos principais autores

que tratam do tema, conforme indicado nas referências bibliográficas, e em testes realizados

no Excel e no Scilab para implementação do Método de Newton. Deste modo, o trabalho será

dividido em três capítulos descritos a seguir:

No primeiro capítulo, será feito um breve estudo sobre funções polinomiais, sequências

numéricas e funções contínuas, com objetivo de estabelecer as definições e resultados que serão

necessários para o desenvolvimento do trabalho.

No segundo capítulo, faremos um estudo teórico sobre o Método de Newton. Mais

precisamente, definiremos o Método de Newton, descreveremos o procedimento para localização

de uma raiz de uma dada função f , ou seja, para obtenção de algum intervalo real que contém

a raiz de f , e estabeleceremos o processo iterativo que aproxima essa raiz com uma precisão

desejada. Para fase de localização da raiz, utilizaremos como ferramentas principais o Teorema

de Bolzano, que é um caso particular do Teorema do Valor Intermediário, e análise do compor-

tamento do gráfico da função. Depois, para a fase de aproximação da raiz, estabeleceremos o

processo iterativo para aproximação da raiz, um critério de parada, condições para convergência

do método e exemplos com aplicações do Método de Newton e do Método das Secantes.

Por fim, no terceiro capítulo, serão implementados os Métodos de Newton e das Secantes

para resolução de equações não-lineares no software Excel, assim como será criado um algoritmo

para implementar o Método de Newton no software Scilab. Iniciamente, será apresentado o

conceito de cada software e em seguida a implementação do passo a passo do algoritimo nos dois

ambientes computacionais. Para favorecer a compreensão, serão inseridas imagens ilustrativas

que demostrarão cada etapa do processo. Depois, será possível uma visualização mais clara dos

métodos numéricos trabalhados.



CAPÍTULO1

RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos resultados gerais que serão necessários para o desen-

volvimento deste trabalho. De modo mais preciso, estabeleceremos resultados sobre equações

polinomiais, convergência de sequências e funções contínuas. Desenvolveremos este capítulo ba-

seados nos trabalhos de (BARROSO et al., 1987), (FIGUEIREDO, 1996), (HEFEZ e VILLELA,

2022), (LIMA, 2014) e suas referências bibliográficas.

1.1 SEQUÊNCIAS CONVERGENTES

Nesta seção, apresentaremos os principais resultados sobre convergência de sequências

numéricas. As demonstrações dos resultados apresentados aqui serão omitidas, porém, ao leitor

interessado em conhecer tais demonstrações, sugerimos consultar (FIGUEIREDO, 1996) e

(LIMA, 2014). Primeiro, definiremos o conceito de sequência numérica na reta.

Definição 1.1.1. Uma sequência numérica é uma função x : N→ R, que associa a cada número

n ∈ N um número real x(n) ∈ R, que denotaremos por xn. Denominaremos xn por n−ésimo

termo da sequência. Assim, x1 = x(1) é o primeiro termo da sequência, x2 = x(2) é o segundo

termo, e assim sucessivamente.

Denotaremos por (xn)n∈N, ou simplesmente (xn), a sequência (x1,x2, · · · ,xn, · · ·). É

importante ressaltar que uma sequência (xn) é diferente do conjunto {x1,x2, · · · ,xn, · · ·}. Este

último é o conjunto formado pelos elementos da sequência (xn). Este fato fica mais evidente

quando olhamos para sequência (0,a,0,a,0,a,0,a, · · ·), onde a∈R, e para o conjunto dos termos

desta sequência que é o conjunto {0,a}. A definição a seguir estabelece o conceito de sequência

limitada.
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Definição 1.1.2. Seja (xn) uma sequência de números reais. Dizemos que:

(i) (xn) é limitada superiormente se existe c1 ∈ R, tal que, xn ≤ c1, para todo n ∈ N.

(ii) (xn) é limitada inferiormente se existe c2 ∈ R, tal que, c2 ≤ xn, para todo n ∈ N.

(iii) (xn) é limitada se existe uma constante real c > 0, tal que, |xn|≤ c, para todo n ∈ N.

Note que, f é limitada se, e somente se, f é limitada inferiormente e limitada superi-

ormente. De fato, sendo (xn) limitada, existe c ∈ R, tal que |xn|≤ c, para todo n ∈ N, e disto,

−c ≤ xn ≤ c. Logo, xn é limitada inferiormente para c2 = −c e limitada superiormente para

c1 = c. Reciprocamente, se (xn) é limitada superiormente e limitada inferiormente, existem

c1,c2 ∈ R, tais que, c2 ≤ xn ≤ c1, para todo n ∈ N e, portanto, (xn) é limitada.

Definição 1.1.3. Seja (xn) uma sequência de números reais. Dizemos que (xn) é convergente

para um número real a se, para todo número real ε > 0 dado arbitrariamente, pode-se encontrar

um número n0 ∈ N, tal que, |xn −a|< ε , para todo n > n0. O número a é denominado limite de

(xn) e, denotaremos,

lim
n−→∞

xn = a, ou simplesmente, limxn = a, ou ainda, xn −→ a.

Em outras palavras, a definição acima afirma que, a menos de um conjunto finito de

termos, todos os termos da sequência (xn) pertencem ao intervalo (a− ε,a+ ε). De fato, basta

notar que a condição |xn −a|< ε é equivalente a condição −ε < xn −a < ε , e isto implica em

a− ε < xn < a+ ε , ou seja, xn ∈ (a− ε,a+ ε), para todo n > n0. Se (xn) não é convergente,

dizemos que (xn) é uma sequência divergente.

A sequência cujo termo geral é xn =
1
n

, por exemplo, converge para 0. De fato, basta

tomar n0 >
1
ε

, e teremos que ∣∣∣∣1n −0
∣∣∣∣< ε, para todo n > n0,

isto é, lim
1
n
= 0. Além disso, esta sequência é limitada, uma vez que

∣∣∣∣1n
∣∣∣∣≤ 1. Posteriormente,

mostraremos um exemplo de uma sequência divergente. O teorema apresentado a seguir mostra

que uma sequência não pode convergir para dois limites distintos.

Teorema 1.1.4 (Unicidade do Limite). Se (xn) é uma sequência de números reais, tal que,

limxn = a, então a ∈ R é único.

Demonstração: Veja (LIMA, 2014, p. 25).
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Em outras palavras, o teorema acima afirma que se limxn = a ∈R, então não pode existir

b ∈ R, com b ̸= a, tal que, limxn = b.

O próximo teorema mostra que se uma sequência está entre duas sequências que conver-

gem para a, então esta sequência necessariamente também converge para a. Este resultado é

conhecido na literatura como Teorema do Confronto ou Teorema do Sanduíche.

Teorema 1.1.5 (Confronto). Sejam (xn), (yn) e (zn) sequências de números reais, tais que,

xn ≤ zn ≤ yn, para todo n suficientemente grande, e

limxn = limyn = a ∈ R.

Então, limzn = a.

Demonstração: Veja (LIMA, 2014, p. 28).

Seja (xn) uma sequência. Uma subsequência de (xn), denotada por (xnk)k∈N ou (xnk), é a

restrição da função x a um subconjunto infinito de índices N = {n1 < n2 < · · ·< nk < · · ·} ⊂N.

Neste caso, escrevemos (xnk)k∈N = (xn1,xn2, · · · ,xnk , · · ·). O Teorema a seguir afirma que as

subsequências de (xn) tem o mesmo limite de (xn).

Teorema 1.1.6. Se (xn) é uma sequência que converge para a ∈ R, então toda subsequência de

(xn) converge para a.

Demonstração: Veja (LIMA, 2014, p. 25).

O teorema a seguir,de fundamental importância para teoria, garante que toda sequência

convergente é limitada.

Teorema 1.1.7. Seja (xn) uma sequência, tal que, limxn = a. Então, existe uma constante real

c > 0, tal que, |xn|≤ c, para todo n ∈ N.

Demonstração: Veja (LIMA, 2014, p. 25).

É imediato que a recíproca do teorema acima não é verdadeira, isto é, nem toda sequência

limitada é convergente. De fato, a sequência alternada (xn) = (1,0,1,0, · · ·) é limitada, pois

|xn|≤ 1, para todo n∈N, mas não é convergente, pois tem duas subsequências (xnk)= (1,1,1,1, · · ·)

e (ynk) = (0,0,0,0, · · ·) que convergem para limites distintos, o que contradiz o Teorema 1.1.6.
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Disto, a sequência (xn) é divergente. A seguir, será definido o que se entende por sequência

monótona.

Definição 1.1.8. Seja (xn) uma sequência de números reais. Dizemos que:

(i) (xn) é não-decrescente se, para todo n ∈ N, tem-se que xn ≤ xn+1;

(ii) (xn) é não-crescente se, para todo n ∈ N, tem-se que xn+1 ≤ xn;

(iii) (xn) é monótona se (xn) é não-decrescente ou não-crescente.

Em particular, se xn < xn+1 para todo n ∈ N, diz-se que a sequência (xn) é crescente,

caso contrário, se xn > xn+1, para todo n ∈ N, diz-se que a sequência (xn) é decrescente.

Segundo Lima (2011, p. 26), "toda sequência monótona não-descrescente (respect.

não-crescente) é limitada inferiormente (respect. superiormente) pelo seu primeiro termo".

Sabemos, pelo Teorema 1.1.7, que toda sequência convergente é limitada, porém, como

mostrado anteriormente, a recíproca não é verdadeira. Neste ponto, pode-se questionar: quais

condições precisam ser impostas a uma sequência limitada para que esta sequência seja conver-

gente? O teorema apresentado a sequir é quase uma recíproca do Teorema 1.1.7 e, em essência,

mostra que se adicionarmos a uma sequência limitada a condição de ser monótona, então essa

sequência é convergente.

Teorema 1.1.9. Toda sequência monótona limitada é convergente

Demonstração: Veja (LIMA, 2014, p. 26).

Agora, como consequência do teorema anterior, pode-se mostrar que uma sequência

limitada, apesar de não ser convergente, pode admitir subsequência convergente. Este resultado

é conhecido como Teorema de Bolzano-Weierstrass e será apresentado à seguir.

Teorema 1.1.10 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequência limitada de números reais possui uma

subsequência convergente.

Demonstração: Veja (LIMA, 2014, p. 26).

Na próxima seção, estabeleceremos resultados sobre funções contínuas na reta.

1.2 FUNÇÕES CONTÍNUAS

O conceito de função contínua é central no estudo da matemática. Nesta seção, apresen-

taremos resultados básicos do estudo das funções contínuas que serão aplicados posteriormente
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no Capítulo 2 para estudo de existência de raízes de funções em um intervalo real. Um estudo

mais profundo sobre o assunto pode ser encontrado na literatura em livros de cálculo diferencial

ou análise real. A definição a seguir estabelece o conceito de continuidade de uma função.

Definição 1.2.1. Sejam A um subconjunto de R e a ∈ A. Dizemos que uma função f : A −→ R

é contínua no ponto a se, para todo ε > 0 dado arbitrariamente, existe δ > 0, tal que, para

todo x ∈ A, tem-se que | f (x)− f (a)|< ε , sempre que |x−a|< δ . Dizemos que f é uma função

contínua, se f é contínua em todos os pontos de A. Além disso, se f não é contínua em um

ponto a ∈ A, dizemos que f é descontínua nesse ponto.

Equivalentemente, f é contínua no ponto a ∈ A se f (x) ∈ ( f (a)− ε, f (a)+ ε) sempre

que x ∈ (a−δ ,a+δ ). Além disso, se a ∈ A é um ponto de acumulação1 de A, então f é contínua

em a se

lim
x−→a

f (x) = f (a). (1.1)

A função f : R−→ R definida por f (x) = xn, com n ∈ N, por exemplo, é contínua, uma

vez que

lim
x−→a

f (x) = lim
x−→a

xn = an = f (a). (1.2)

O teorema a seguir trata sobre continuidade de operações de funções contínuas.

Teorema 1.2.2. Sejam A ⊂ R, f ,g : A −→ R funções contínuas em um ponto a ∈ A e α ∈ R.

Então,

α f , f +g, f g,
f
g

(com g(a) ̸= 0),

são funções contínuas em a. Também, se A,B ⊂R, f : A −→R é contínua em a ∈ A, g : B −→R

é contínua em b ∈ B, com b = f (a), e f (A)⊂ B, então g◦ f : A −→ R é contínua em a.

Demonstração: Veja (LIMA, 2014, p. 77).

Do teorema anterior, podemos concluir que toda função polinômial p : R−→R, definida

por p(x) = anxn +an−1xn−1 + · · ·+a2x2 +a1x+a0, com a0,a1, · · · ,an ∈ R, é uma função contí-

nua. Também, são continuas em R as funções trigonométricas (em seus domínios), exponenciais,

logarítmicas e as operações entre essas funções.

O teorema a seguir fornece uma equivalência para definição de função contínua em

termos de convergência de sequências.
1Segundo Lima (2014), "a ∈ R é um ponto de acumulação de A ⊂ R se a é o limite de alguma sequência de

pontos (xn)⊂ A\{a}".
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Teorema 1.2.3. Uma função f : A ⊂R−→ R é contínua em a ∈ A se, e somente se, lim f (xn) =

f (a), para toda sequência (xn)⊂ A, com limxn = a.

Demonstração: Veja (LIMA, 2014, p. 77).

Outros resultados sobre funções contínuas, como o Teorema do Valor Intermediário e

o Teorema de Bolzano, por exemplo, estão desenvolvidos no Capítulo 2 deste trabalho. Tal

estratégia foi adotada para que haja contínuidade no desenvolvimento da teoria feita no Capítulo

2. Para resultados mais detalhados e exemplos adicionais sobre contínuidade sugerimos consultar

(LIMA, 2014) e suas referências bibliográficas. Na próxima seção, faremos uma breve revisão

sobre funções polinomiais.

1.3 FUNÇÕES POLINOMIAIS

Definição 1.3.1. Um polinômio ou função polinomial em R é uma função f : R −→ R da

forma f (x) = anxn +an−1xn−1 + · · ·+a2x2 +a1x+a0, onde a0,a1, · · · ,an ∈ R.

Na definição acima, os valores ai, com 0 ≤ i ≤ n, são chamados coeficientes de f e n é

denominado grau do polinômio. Se f é um polinômio, então a equação f (x) = 0 é denominada

equação polinomial. A definição a seguir estabelece o conceito de solução de uma equação

polinomial.

Definição 1.3.2. Seja f : R−→ R um polinômio. Dizemos que x̄ ∈ R é uma raíz de f , ou uma

solução da equação f (x) = 0, se f (x̄) = 0.

O número x̄ =−b
a

, por exemplo, é raiz da função f (x) = ax+b. Já o número x̄ =
√

a,

com a ∈ N, é uma raiz da função f (x) = x2 − a. O Teorema a seguir, denominado Teorema

Fundamental da Álgebra, garante existência de pelo menos uma raiz (neste caso complexa) para

uma equação polinômial do grau n ≥ 1.

Teorema 1.3.3 (Fundamental da Álgebra). Toda função polinomial não constante de grau

n ≥ 1 adimite pelo menos uma raiz complexa.

Demonstração: Veja (HEFEZ e VILLELA, 2022, p. 145).

O teorema a seguir, cuja prova é feita por indução sobre o grau do polinômio, é uma outra

versão do Teorema Fundamental da Álgebra.
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Teorema 1.3.4 (Fundamental da Álgebra). Toda função polinômial de grau n ≥ 1 tem, no

máximo, n raízes.

Demonstração: Veja (HEFEZ e VILLELA, 2022, p. 99).

Um polinômio do grau três, por exemplo, tem no máximo 3 raízes, podendo essas raízes

serem todas reais (iguais ou distintas) ou duas complexas e uma real. O teorema a seguir mostra

que se um polinômio f tem uma raiz complexa, então este polinômio tem uma segunda raíz

complexa.

Teorema 1.3.5. Seja f (x) = anxn+an−1xn−1+ ...+a2x2+a1x+a0 um polinômio do grau n ≥ 2,

com a0,a1, · · · ,an ∈ R. Se z = α +β i, com α,β ∈ R, é uma raíz de f , então o conjugado de z,

dado por z = α −β i é, também, uma raíz de f .

Demonstração: Veja (BARROSO et al., 1987, p. 86).

É importante observar que se z é uma raiz de multiplicidade k de f , então z também tem

multiplicidade k. Voltando ao caso do polinômio do grau três. Suponha que f seja um polinômio

do grau três que tem uma raiz complexa. Pelo teorema anterior, como as raízes complexas do

polinômio são z e z e este polinômio tem, no máximo, três raízes, segue que pelo menos uma

raiz deste polinômio deve ser real. Mais geralmente, se f é um polinômio do grau ímpar, então f

tem, pelo menos uma raiz real (LIMA, 2014, p. 78).

Por outro lado, se f é um polinômio do grau par, pode ser que f não tenha raízes reais.

De fato, a função f (x) = x2 −6x+10, por exemplo, tem somente raízes complexas dadas por

z = 3+ i e z = 3− i.

Outros resultados sobre polinômios podem ser encontrados em (HEFEZ e VILLELA,

2022) e (MUNIZ NETO, 2016). Por se tratar de uma teoria muito grande e trabalhosa, e para não

fugir dos objetivos do trabalho, resolvemos tratar aqui somente dos resultados sobre polinômios

e equações polinomiais que serão necessários para o desenvolvimento dos próximos capítulos.

Ao leitor interessado em conhecer resultados mais gerais sobre polinômios, sugerimos consultar

livros de Álgebra que tratam sobre anéis de polinômios. No próximo capítulo, desenvolveremos

um pouco da teoria para aplicação do Método de Newton.



CAPÍTULO2

O MÉTODO DE NEWTON

Neste capítulo, apresentaremos o Método de Newton para obtenção de solução de

equações da forma f (x) = 0, onde f : R −→ R é uma função contínua. Para isso, primeiro,

estabeleceremos alguns resultados clássicos de Cálculo que servirão de base para a posterior

dedução do Método de Newton. As demonstrações omitidas de alguns teoremas apresentados

estão refenciadas ao longo do texto. Os principais resultados deste capítulo se baseiam nos

trabalhos de (ARENALES e DAREZZO, 2008), (BARROSO et al., 1987), (FRANCO, 2006),

(RUGGIERO e LOPES, 1996) e suas referências bibliográficas.

2.1 INTRODUÇÃO

Em muitos casos na Ciência e Engenharia, tem-se o interesse de determinar um número

x̄ que anula uma dada função f , ou seja, que satisfaça a condição f (x̄) = 0. Este número x̄ é

chamado de raíz ou zero de f ou de solução da equação f (x) = 0. Graficamente, x̄ é o ponto de

interseção do gráfico da função f com o eixo das abscissas.

Para as equações de primeiro e segundo grau, existem alguns métodos diretos para

determinar uma solução da equação f (x) = 0, como, por exemplo, o isolamento da variável

no caso de uma equação do primeiro grau e a fórmula de Bháskara ou o completamento de

quadrados para equações do segundo grau. Por outro lado, uma classe particular de equações

de terceiro e de quarto grau podem ser resolvidas por métodos álgebricos como, por exemplo,

as Fórmulas de Cardano-Tartaglia. Porém, quando se trata de polinômios de grau superior a

quatro, e para grande maioria das equações transcendentes, o problema só pode ser resolvido por

métodos iterativos (ou numéricos) que aproximam as soluções destas equações.

18
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Através de técnicas numéricas, é possível obter uma solução aproximada da solução exata

que esteja tão próxima desta quanto se deseja. A maioria dos procedimentos numéricos fornece

uma sequência de aproximações que, a cada iteração, se torna mais próxima da solução exata do

que a iteração anterior, de forma que a repetição do procedimento fornece uma aproximação tão

próxima que difere do valor verdadeiro por alguma tolerância pré-fixada, denominada erro e

denotada por ε . Apesar desses métodos numéricos não fornecerem raízes exatas para a equação

f (x) = 0, elas podem ser calculadas com a precisão desejada, desde que certas condições sobre a

função f sejam satisfeitas.

De modo geral, para determinar uma solução de uma equação da forma f (x) = 0 utili-

zando um método numérico, é necessário seguir duas etapas básicas:

• Etapa 1 - Localização ou Isolamento da Raiz: Nesta etapa, por meio do Teorema do Valor

Intermediário ou por análise gráfica, deve-se determinar um intervalo [a,b] que contenha uma, e

somente uma, raíz da equação f (x) = 0.

• Etapa 2 - Refinamento: Nesta etapa, utilizando um método numérico apropriado, deve-se

reduzir o comprimento do intervalo inicial até determinar um intervalo com o menor comprimento

possível ou com comprimento pré-fixado que contenha a raíz de f , ou seja, melhorar o valor da

raíz aproximada, refinando-a até o grau de exatidão pretendido.

Nas seções a seguir, descreveremos cada uma dessas etapas.

2.2 LOCALIZAÇÃO DAS RAÍZES

Nesta seção, apresentaremos dois métodos para localização das raízes de uma função

f . A menos do contrário, ao longo desta seção, f denotará uma função f : [a,b] −→ R. De

maneira geral, existem dois métodos para localizar (ou isolar) uma raíz da função f : o Teorema

de Bolzano e análise sobre o gráfico de f .

CASO 1 (O TEOREMA DE BOLZANO): Em termos gerais, o Teorema de Bolzano é um

caso particular do Teorema do Valor Intermediário e, em essência, garante que se uma função

contínua f troca de sinal em um intervalo [a,b], então existe pelo menos uma raíz de f nesse

intervalo. A seguir, apresentaremos uma versão para o Teorema de Bolzano cuja demonstração

segue as ideias de (GUIDORIZZI, 2013).
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Teorema 2.2.1 (Bolzano). Seja f : [a,b]−→ R uma função contínua, tal que, f (a)< 0 < f (b).

Então, existe pelo menos um x0 ∈ [a,b], tal que, f (x0) = 0, isto é, existe pelo menos uma raíz x0

de f no intervalo [a,b].

Demonstração: Defina a0 = a e b0 = b e seja c0 o ponto médio do segmento [a0,b0], isto

é, c0 =
a0 +b0

2
. Se f (c0) = 0, então x0 = c0 é a raiz procurada. Caso contrário, tem-se que

f (c0)< 0 ou f (c0)> 0. Suponha o caso que f (c0)< 0 (o caso f (c0)> 0 segue por analogia) e

defina a1 = c0 e b1 = b0. Neste caso, f (a1)< 0 e f (b1)> 0. Seja c1 o ponto médio do segmento

[a1,b1], isto é, c1 =
a1 +b1

2
. Se f (c1) = 0, então x0 = c1 é a raiz procurada. Caso contrário,

tem-se que f (c1)< 0 ou f (c1)> 0. Suponhamos, sem perda de generalidades, que f (c1)< 0 e

defina a2 = c1 e b2 = b1. Neste caso, f (a2)< 0 e f (b2)> 0. Seja c2 o ponto médio do segmento

[a2,b2], isto é, c2 =
a2 +b2

2
. Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma sequência de

intervalos da forma [ai,bi], com i ≥ 0, tal que.

[a0,b0]⊃ [a1,b1]⊃ [a2,b2]⊃ ·· · ⊃ [an,bn]⊃ ·· · , (2.1)

e f (an)< 0 ≤ f (bn), para todo n ≥ 0. Pelo Teorema dos Intervalos Encaixados1, existe x0 ∈ R,

tal que, x0 ∈ [an,bn], para todo n ≥ 0. Além disso, note que as sequências de termos gerais an e

bn convergem para x0. Da continuidade de f , segue que

0 ≤ lim
x→∞

f (bn) = f (x0) = lim
x→∞

f (an)≤ 0. (2.2)

Portanto, concluimos que, f (x0) = 0. Isto prova o Teorema.

□

É consequência imediata do Teorema de Bolzano que se f é uma função contínua em

[a,b], tal que, f (b)< 0 < f (a), então f tem pelo menos uma raíz x0 em [a,b]. De fato, definindo

g : [a,b] −→ R por g(x) = − f (x), tem-se que g(a) = − f (a) < 0 < − f (b) = g(b). Como g é

contínua em [a,b] (pois − f é contínua em [a,b]) segue, pelo Teorema de Bolzano, que existe

x0 ∈ [a,b], tal que, g(x0) = 0 e, disto, f (x0) =−g(x0) = 0.

A Figura 2.1 a seguir fornece uma interpretação geométrica do Teorema de Bolzano no

caso em que f (a)> 0 e f (b)< 0.

1Teorema (Intervalos Encaixados). Dada uma sequência decrescente de intervalos limitados e fechados
[a1,b1]⊃ [a2,b2]⊃ ·· · [an.bn]⊃ ·· ·, existe pelo menos um número real x0, tal que, x0 ∈ [an,bn], para todo n ∈ N.
Demonstração: Veja (LIMA, 2014, p. 18).
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Figura 2.1: Representação Geométrica do Teorema de Bolzano

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o Software Geogebra

Observe, também, que as condições f (a)< 0 < f (b) e f (b)< 0 < f (a) são equivalentes

a condição f (a) f (b) < 0. Assim, no Teorema de Bolzano, poderíamos substituir a condição

f (a) < 0 < f (b) pela condição mais geral f (a) f (b) < 0. Logo, quando trocamos a condição

f (a) < 0 < f (b) por f (a) f (b) < 0, incluimos no Teorema de Bolzano ambas as condições,

f (a)< 0 < f (b) e f (b)< 0 < f (a), sem distinguir qual das duas condições ocorre.

Note que o Teorema de Bolzano não garante a unicidade da raíz de f no intervalo [a,b].

Com isso, pode ser que o intervalo [a,b] tenha inúmeras raízes de f . Na Figura 2.1, por exemplo,

tem-se uma função contínua que satisfaz as condições do Teorema de Bolzano e tem três raízes

reais em um intervalo [a,b]. Para garantir existência de somente uma raíz de f em [a,b] é

necessário impor condições para que f seja somente crescente ou somente decrescente em [a,b].

Para isto, basta que a deridava f ′ de f não troque de sinal em [a,b].

O Teorema a seguir garante a unicidade da raíz de f em [a,b].

Teorema 2.2.2 (Unicidade da raiz). Seja f : [a,b] −→ R uma função contínua, tal que,

f (a) < 0 < f (b) e f ′(x) > 0 (ou f ′(x) < 0)2, para todo x ∈ [a,b]. Então, existe um único

x0 ∈ [a,b], tal que, f (x0) = 0, isto é, x0 é a única raíz de f no intervalo [a,b].

Demonstração: Pelo Teorema de Bolzano, existe pelo menos um x0 ∈ [a,b], tal que, f (x0) = 0.

Provaremos que x0 é a única raíz de f em [a,b]. Para isso, consideraremos o caso em que

f ′(x)> 0, para todo x ∈ [a,b], e o caso f ′(x)< 0 segue por analogia. Suponha, por contradição,

que existem x0,x1 ∈ [a,b], com x0 < x1, tais que, f (x0) = 0 e f (x1) = 0. Como f ′(x) > 0,

para todo x ∈ [a,b], segue que f é crescente em [a,b] e, disto, 0 = f (x0)< f (x1) = 0, o que é

2Se f é uma função contínua em (a,b) e f ′(x)> 0, para todo x ∈ (a,b), então f é estritamente crescente em
(a,b). Analogamente, se f é uma função contínua em (a,b) e f ′(x)< 0, para todo x ∈ (a,b), então f é estritamente
decrescente em (a,b). (Veja (Guidorizzi, Vol. 1, 2013))
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impossível. Analogamente, se x1 < x0, pelo crescimento de f , tem-se que 0 = f (x1)< f (x0) = 0,

o que é absurdo. Portanto, x0 = x1 e f tem uma única raíz no intervalo [a,b].

□

A Figura 2.2 a seguir representa geometricamente o caso em que o Teorema de Bolzano

admite uma única raíz no intervalo [a,b] com f ′(x)> 0, para todo x ∈ [a,b].

Figura 2.2: Representação Geométrica do Teorema de Bolzano com raiz única

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o Software Geogebra

Considere, por exemplo, a função f (x) = cos(x)− x. Note que f é contínua, pois é a

soma da função trigonométrica cos(x) com a função polinomial −x. Além disso,

f (π) = cos(π)−π =−1−π < 0 < 1 = cos(0)−0 = f (0),

ou seja, f (0) f (π)< 0. Consequentemente, pelo Teorema de Bolzano, existe pelo menos uma

raíz de f no intervalo [0,π], isto é, existe pelo menos um x0 ∈ [0,π], tal que, f (x0) = 0.

Agora, observe que f ′(x) =−sin(x)−1. Como sin(x)≥ 0, para todo x ∈ [0,π], segue

que

f ′(x) =−sin(x)−1 ≤−1 < 0, para todo x ∈ [0,π], (2.3)

e f é estritamente decrescente no intervalo [0,π]. Segue do Teorema 2.2.2 que a raíz de f é única

no intervalo [0,π]. De fato, a raíz da função f existe e é aproximadamente 0,739085.

A Figura 2.3 a seguir mostra o gráfico da função f (x) = cos(x)− x e sua única raíz real

no intervalo [0,π].



2.2. LOCALIZAÇÃO DAS RAÍZES 23

Figura 2.3: Gráfico de f (x) = cos(x)− x no intervalo [0,π]

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o software Geogebra

Mas geralmente, se trocarmos a condição f (a) < 0 < f (b) por f (a) < d < f (b) no

Teorema de Bolzano, onde d é um número real diferente de zero, então temos um resultado

mais geral, denominado Teorema do Valor Intermediário, que será apresentado a seguir e cuja

demonstração segue as ideias de (GUIDORIZZI, 2013).

Teorema 2.2.3 (Valor Intermediário). Seja f : [a,b] −→ R uma função contínua, tal que,

f (a)< d < f (b). Então, existe pelo menos um ponto x0 ∈ [a,b], tal que, f (x0) = d.

Demonstração: Defina g : [a,b]−→R por g(x) = f (x)−d. Logo, g é contínua, g(a) = f (a)−d

e g(b) = f (b)−d. Disto, g(a)< 0 < g(b). Pelo Teorema de Bolzano, existe x0 ∈ (a,b), tal que,

g(x0) = 0, de onde segue que f (x0)−d = 0, ou seja, f (x0) = d.

□

Como visto anteriormente, o Teorema de Bolzano pode ser utilizado para localizar uma

raíz real de uma função contínua f que troca de sinal no intervalo [a,b]. Diante disso, a pergunta

que surge é se é possível determinar a quantidade de raízes reais de f nesse intervalo. O Teorema

2.2.2 mostra que, se f tem derivada positiva (ou negativa) em [a,b], então a raiz real x0 de f nesse

intervalo é única. Mas e no caso em que não se tem informação sobre a derivada de f em [a,b]?

É possivel pelo menos dar uma noção para a quantidade de raízes reais de f em [a,b]? Em geral,

a resposta é não. Entretanto, no caso em que f é uma função polinomial com coeficientes reais,

é possível afirmar se f tem uma quantidade par ou ímpar de raízes no intervalo considerado.

Se f (x) = a3x3+a2x2+a1x+a0 é um polinômio do terceiro grau com coeficientes reais,

por exemplo, tem-se que f tem uma ou três raízes reais. De fato, Lima (2014, p.78) prova que
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todo polinômio real de grau ímpar tem pelo menos uma raíz real. Disto, f tem pelo menos

uma raíz real, pois tem grau ímpar. Por outro lado, pelo Teorema Fundamental da Álgebra, f

tem no máximo três raízes. Logo, f só pode ter um raíz real e duas complexas ou três raízes

reais. De fato, suponha, por absurdo, que f tenha duas raízes reais. Então, a terceira raíz deve

ser complexa. Mas, da teoria das equações algébricas, se z é uma raíz complexa de f , então o

conjugado de z, denotado por z é, também, uma raíz complexa de f . Isto implicaria em f teria

quatro raízes, o que é impossível. Logo, f tem, de fato, um número ímpar de raízes reais, à saber,

uma ou três raízes reais.

Por outro lado, se f (x) = x2+1, então as raízes de f são −i e i, que são raízes complexas.

Portanto, f não tem raízes reais. Note que, para este polinômio, tem-se que f (x)> 0, para todo

x ∈ R. Disto, f (a) f (b)> 0, para todo intervalo [a,b].

O Teorema a seguir, cuja demonstração se baseia nas ideias de Iezzi (2013), generaliza

os exemplos acima e estabelece condições para que uma função polinomial tenha um número

par ou ímpar de raízes reais.

Teorema 2.2.4. Sejam n ∈ N e f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a2x2 + a1x+ a0 uma função

polinomial, com an ̸= 0 e ai ∈ R, para i = 0,1, · · · ,n, e seja x ∈ (a,b).

(1) Se f (a) f (b)< 0, então existe um número ímpar de raízes reais de f no intervalo (a,b).

(2) Se f (a) f (b)> 0, então existe um número par de raízes reais ou não existem raízes reais de

f no intervalo (a,b).

Demonstração: Primeiro, sabemos que se z é uma raiz complexa de f (x)= 0, então o conjungado

de z, denotado por z é, também, uma raiz dessa equação. Assim, sejam x1,x2, · · · ,xm as raízes

reais de f e z1,z2, · · · ,zp,z1,z2, · · · ,zp as raízes complexas, com parte imaginária não-nula, dessa

equação. Pelo Teorema Fundamental da Álgebra, podemos escrever

f (x) = an(x− x1)(x− x2) · · ·(x− xm)(x− z1)(x− z1) · · ·(x− zp)(x− zp). (2.4)

Se z j = α j +β ji, com α j,β j ∈ R, β j ̸= 0 e 1 ≤ j ≤ p, então z j = α j −β ji e

z j + z j = (α j +β ji)+(α j −β ji) = 2α j e z jz j = (α j +β ji)(α j −β ji) = α
2
j +β

2
j .

Além disso, para todo x ∈ R,

(x− z j)(x− z j) = x2 − (z j + z j)x+ z jz j = x2 −2α jx+(α2
j +β

2
j ) = (x2 −2α jx+α

2
j )+β

2
j

= (x−α j)
2 +β

2
J > 0. (2.5)
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Disto, segue que (x− z1)(x− z1) · · ·(z− zp)(z− zp) > 0, para todo x ∈ R. Denotando

Z(x) = (x− z1)(x− z1) · · ·(x− zp)(x− zp), tem-se que Z(x)> 0 e

f (x) = an(x− x1)(x− x2) · · ·(x− xm)Z(x). (2.6)

Agora, seja xi (1 ≤ i ≤ m) uma raiz de f (x) = 0. Se xi ∈ (a,b), então (a−xi)(b−xi)< 0.

Por outro lado, se xi < a < b ou a < b < xi, então (a− xi)(b− xi)> 0. Assim,

f (a) f (b) = a2
n(a− x1)(b− x1)(a− x2)(b− x2) · · ·(a− xm)(b− xm)Z(a)Z(b). (2.7)

Disto, os únicos fatores negativos de f (a) f (b) são os fatores da forma (a− xi)(b− xi),

onde xi ∈ (a,b).

• Caso 1: f (a) f (b)< 0

Já que a2
nZ(a)Z(b)> 0, para que f (a) f (b) seja negativo é necessário que exista um nú-

mero ímpar de fatores negativos da forma (a− xi)(b− xi), com xi ∈ (a,b), e, consequentemente,

um número ímpar de raízes de f (x) = 0 no intervalo (a,b).

• Caso 2: f (a) f (b)> 0

Analogamente, sendo a2
nZ(a)Z(b) > 0, para que f (a) f (b) seja positivo é necessário

que exista um número par de fatores negativos da forma (a− xi)(b− xi), com xi ∈ (a,b), e,

consequentemente, um número par de raízes de f (x) = 0 no intervalo (a,b).

□

Por exemplo, considere a função f (x) = 64x3 −56x2 +14x−1. Note que

f (0) = 64 ·03 −56 ·02 +14 ·0−1 =−1 e f (1) = 64 ·13 −56 ·12 +14 ·1−1 = 21.

Logo, f (0) f (1) < 0 e, pelo Teorema anterior, f tem um número ímpar de raízes no

intervalo (0,1). Como, pelo Teorema Fundamental da Álgebra, f tem, no máximo, 3 raízes,

então f só pode ter uma ou três raízes reais no intervalo (0,1). É fácil ver que as raízes de f em

(0,1) são exatamente x1 = 0,5, x2 = 025 e x3 = 0,125.

Agora, descreveremos o método do gráfico para localização de uma raiz real de uma

função f .
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CASO 2 (O MÉTODO DO GRÁFICO): O método do gráfico consiste em fazer um esboço do

gráfico da função f para determinar um intervalo que contêm a raíz real dessa função. Lembre-se

que uma raíz real de uma função f : R−→ R é uma solução da equação f (x) = 0, isto é, é um

ponto x0 ∈ R, tal que, f (x0) = 0. Geometricamente, este x0 é o ponto de intersecção do gráfico

de f com o eixo das abscissas.

Consideremos o problema de encontrar um intervalo que contém uma raíz real da função

f (x) = ex − sen(x)−2. Ao esboçar o gráfico de f encontramos a curva representada na Figura

2.4 a seguir.

Figura 2.4: Gráfico de f (x) = ex − sen(x)−2

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o software GeoGebra

Note que f intersecta o eixo−x em um ponto x entre 1 e 2. Logo, concluímos que a raíz

de f está no intervalo [1,2]. Observando o gráfico de f , notamos ainda que a raíz x está mais

próxima de 1. Logo, poderiamos refinar o intervalo e afirmar que a raíz real de f está no intervalo

[1, 1,5], que é um intervalo de comprimento menor que o primeiro intervalo determinado.

Outro modo de determinar um intervalo que contém a raíz de f é escrever, quando

possível, f (x) = f1(x)− f2(x), onde f1, f2 : R−→ R são funções conhecidas. Dessa forma, se

x é uma raíz de f , então f (x) = 0, de onde segue que f1(x)− f2(x) = 0 e, disto, f1(x) = f2(x).

Geometricamente, x é a abscissa do ponto de intersecção dos gráficos de f1 e f2. Reciprocamente,

se x é um ponto, tal que, f1(x) = f2(x), então f1(x)− f2(x) = 0 e, assim, f (x) = 0, ou seja, x é

uma raíz de f . Assim, trocamos o problema de determinar uma raíz de f para o problema de

determinar a abscissa do ponto de intersecção dos gráficos de f1 e f2.

Voltemos, então, a função f (x) = ex − sen(x)−2, por exemplo. Definindo f1(x) = ex e

f2(x) = sin(x)+2, tem-se que f (x) = f1(x)− f2(x). Logo, uma raíz de f é um número x ∈ R,
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tal que, ex = sin(x)+2. A Figura 2.5 a seguir representa os gráficos das funções f1 e f2.

Figura 2.5: Gráficos de f1(x) = ex e f2(x) = sin(x)+2

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o software GeoGebra

Note que a abscissa do ponto de intersecção de f1 e f2 está entre 1 e 2. Logo, o intervalo

que contém uma raíz de f é o intervalo [1,2], o que coincide com a informação dada pelo

gráfico da Figura 2.4. Vale ressaltar que o método do gráfico deve ser utilizado somente para

determinação do intervalo inicial [a,b] que contenha uma raíz exata de f . Para aproximação

desta raíz, será necessário utilizar algum método de refinamento. Dentre os principais métodos

numéricos para o refinamento do intervalo inicial, destacam-se os métodos de ponto fixo.

De modo geral, os métodos numéricos para a aproximação de uma raíz da função f geram

uma sequência numérica (xn) que converge para uma raíz x de f em algum intervalo [a,b]. Esses

processos iterativos utilizam as aproximações já calculadas para obter as próximas aproximações

da raíz de f e, para que este processo não seja longo e exaustivo, é necessário interromper o

método por meio de um critério de parada, estabelecido de forma que a aproximação encontrada

esteja suficientemente próxima da raíz x de f . A definição a seguir apresenta um critério para

verificação de quão próximo o n−ésimo termo da sequência (xn) determinada por um método

numérico está da raíz exata x̄ de f .

Definição 2.2.5. Sejam f : [a,b] −→ R uma função e x̄ uma raíz exata de f em [a,b], isto é,

f (x̄) = 0. Dizemos que xn é uma raíz aproximada de x̄ com precisão ε > 0 se

|xn − x̄|< ε ou | f (xn)|< ε.

Como a raíz x̄ não é conhecida, torna-se inviável utilizar a primeira das condições acima.

Para contornar este fato, medimos a distância entre duas raízes aproximadas sucessivas da raíz x̄.
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Neste caso, dizemos que xn é uma raíz aproximada de x̄ com precisão ε se

|xn − xn−1|< ε ou | f (xn)|< ε.

Assim, quando pelo menos uma das condições acima é satisfeita, o processo iterativo

estabelecido pelo método numérico é encerrado e xn é uma raíz aproximada da função f .

Um conceito importante quando se estuda métodos numéricos é a ordem de convergência

do método. De modo geral, a ordem de convergência determina a velocidade de convergência do

método. Consequentemente, quanto maior for a ordem de convergência de um método numérico,

mais rápido a sequência gerada por este método converge. A definição a seguir, estabelece o

conceito de ordem de convergência de um método numérico.

Definição 2.2.6. Seja (xn) uma sequência gerada por um método numérico que converge para

um número x̄. Dizemos que α ≥ 1 é a ordem de convergência de (xn), se existe uma constante

κ > 0, tal que,

lim
n−→∞

|xn+1 − x̄|
|xn − x̄|α

= κ

Além disso, dizemos que um método numérico tem ordem de convergência α , se a sequência (xn)

gerada por este método tem ordem de convergência α .

No caso particular em que α = 1, dizemos que o método numérico tem convergência

linear. Já no caso em que α = 2, dizemos que o método numérico tem convergência quadrática.

Segundo Ruggiero e Lopes (1996, p. 65), "se dois processos iterativos geram sequências

(xn) e (yn), ambas convergentes para x̄, com ordem de convergência α1 e α2, respectivamente, e

se α1 > α2 ≥ 1, o processo que gera a sequência (xn) converge mais rapidamente que o outro".

Na próxima seção, definiremos o Método de Newton para aproximação de uma raíz real

de uma função dada f .

2.3 REFINAMENTO - O MÉTODO DE NEWTON

Nesta seção, estabeleceremos o Método de Newton para aproximação de uma raíz real

de uma função f : [a,b]−→ R, onde [a,b] é um intervalo de R. De maneira geral, o Método de

Newton consiste em transformar a equação f (x) = 0 em uma equação de ponto fixo da forma

x = F(x), onde F é uma função real continua em [a,b], e, a partir de uma aproximação inicial

x0, determinar uma sequência de aproximações (x0,x1,x2, · · · ,xn, · · ·), por meio da igualdade

xn+1 = F(xn), que converge para uma raíz exata da equação f (x) = 0. Neste caso, a função F
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deve ser escolhida de modo que F(x) = x se, e somente se, f (x) = 0, onde x ∈ [a,b]. A função

F é denominada função iteração de ponto fixo.

Podemos encontrar diversas funções F conforme definido anteriormente, mas nem todas

geram uma sequência que converge para a raíz de f . De maneira geral, essas funções se

apresentam na forma

F(x) = x+g(x) f (x), (2.8)

para qualquer função g com g(x) ̸= 0, onde x ∈ [a,b] é tal que f (x) = 0 (FRANCO, 2006, p. 61).

É fácil ver que f (x) = 0 se, e somente se, F(x) = x. De fato, supondo que f (x) = 0,

tem-se que,

F(x) = x+g(x) f (x) = x.

Por outro lado, supondo F(x) = x, tem-se que,

x+g(x) f (x) = x,

de onde segue que g(x) f (x) = 0. Já que g(x) ̸= 0, vem que f (x) = 0, provando a afirmação.

Segundo Ruggiero e Lopes (1996, p. 59, Teorema 2), se I é um intervalo contendo uma

raiz x de f , x0 ∈ I e |F ′(x0)|< 1, para todo x ∈ I, então a sequência (xn) gerada pelas iterações

xn+1 = F(xn) aproxima a raíz x de f . Assim, com o objetivo de determinar a função g na

igualdade (2.8), suporemos que F ′(x) = 0, para todo x em algum intervalo I suficientemente

pequeno que contêm uma raíz de f , pois dessa forma o método iterativo aproxima a raíz de f .

Derivando F com respeito à x, tem-se que

F ′(x) = 1+g′(x) f (x)+g(x) f ′(x). (2.9)

Sendo x uma raíz de f , tem-se que f (x) = 0 e de (2.9), segue que F ′(x) = 1+g(x) f ′(x).

Fazendo F ′(x) = 0, obtém-se g(x) =− 1
f ′(x)

. Note que g está bem definida desde que f ′(x) ̸= 0.

Definindo g(x) =− 1
f ′(x)

e substituindo em (2.8), tem-se que

F(x) = x− f (x)
f ′(x)

, com f ′(x) ̸= 0. (2.10)

A função F dada por (2.10) é denominada Função Iteração de Newton.

Assim, dada uma aproximação inicial x0, a sequência gerada por (xn) será determinada

pelo processo iterativo xn+1 = F(xn), ou seja,

xn+1 = xn −
f (xn)

f ′(xn)
, n ∈ Z, n ≥ 0. (2.11)
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O processo iterativo definido pela equação (2.11) é denominado Método de Newton para

aproximação de uma raíz de f . Ao longo deste trabalho, a menos que se diga o contrário, f é

uma função contínua para o qual se pode aplicar o Método de Newton e [a,b] é um intervalo em

R que contêm uma única raiz x̄ de f .

Geometricamente, a sequência (xn) gerada pelo Método de Newton é construída da

seguinte forma: dada uma aproximação inicial x0, traçamos a reta tangente ao gráfico de f no

ponto (x0, f (x0)). Esta reta intersecta o eixo−x em um ponto x1, que é a primeira aproximação

para a raíz x̄ de f . Da mesma forma, traçamos a reta tangente ao gráfico de f no ponto (x1, f (x1)).

O ponto de intersecção desta reta com o eixo−x, denotado por x2, é a segunda aproximação

para a raíz x̄ de f . Em seguida, pelo ponto (x2, f (x2)) traçamos a reta a tangente ao gráfico de

f , que intersecta o eixo−x em um ponto x3, que é a terceira aproximação para a raíz x̄ de f .

Seguindo este procedimento sucessivamente, construímos uma sequência (x0,x1,x2, · · · ,xn, · · ·)

que converge para a raíz exata x̄ da função f . O processo é repetido até que um critério de parada

pré-estabelecido seja satisfeito.

A Figura 2.6 a seguir representa o procedimento descrito acima.

Figura 2.6: Interpretação Geométrica do Método de Newton

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o Software GeoGebra

Mais precisamente, de acordo com Barroso et al. (1987, p. 123), o Método de Newton

é equilavente a substituir um pequeno arco da curva y = f (x) por uma reta tangente, traçada a

partir de um ponto da curva.

Neste ponto surge a seguinte questão: como escolher um ponto x0 de modo que a

sequência (xn) gerada pelo Método de Newton convirja para a solução exata da equação f (x)= 0?

Em geral, não é qualquer escolha de x0 que produzirá a convergência do método. A escolha
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acertada de tal ponto é determinante para se garantir essa convergência. Uma escolha ruim para

o ponto x0 pode gerar uma sequência que não converge para a raíz procurada ou até mesmo gerar

oscilações em torno da raíz exata. Na Figura 2.7 a seguir, note que ao escolher o ponto x0 como

o ponto a ∈ [a,b], e traçando a reta tangente a partir do ponto A = (x0, f (x0)), pode-se encontrar

que x1 /∈ [a,b] e o Método de Newton pode não convergir.

Figura 2.7: Representação de escolha de x0 cujo método não converge

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o Software GeoGebra

Por outro lado, seja a função f :
[
−1

2
,
1
2

]
−→ R definida por f (x) = x(1− x2). Note

que,

f
(
−1

2

)
= −1

2

(
1−
(
−1

2

)2
)

=−3
8

e

f
(

1
2

)
=

1
2

(
1−
(

1
2

)2
)

=
3
8
. (2.12)

Pelo Teorema de Bolzano, existe uma raíz no intervalo
[
−1

2
,
1
2

]
. Sendo f ′(x) = 1−3x2

e escolhendo x0 =

√
5

5
, tem-se que

f (x0) =

√
5

5

1−

(√
5

5

)2
=

4
√

5
25

e f ′(x0) = 1−3

(√
5

5

)2

=
2
5
. (2.13)

Calculando, pelo método de Newton, a primeira aproximação para raíz de f para este x0,

encontramos

x1 = x0 −
f (x0)

f ′(x0)
=

√
5

5
−

4
√

5
25
2
5

=

√
5

5
− 4

√
5

25
· 5

2
=

√
5

5
− 2

√
5

5
=−

√
5

5
=−x0.
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Além disso,

f (x1) =−
√

5
5

1−

(
−
√

5
5

)2
=−4

√
5

25
e f ′(x1) = 1−3

(
−
√

5
5

)2

=
2
5
. (2.14)

Calculando, pelo método de Newton, a segunda aproximação para raíz de f , teremos que

x2 = x1 −
f (x1)

f ′(x1)
=−

√
5

5
−

−4
√

5
25
2
5

=−
√

5
5

+
4
√

5
25

· 5
2
=−

√
5

5
+

2
√

5
5

=

√
5

5
= x0.

Seguindo este procedimento e calculando as demais aproximações teremos que

x2 = x4 = x6 = · · ·= x0 =

√
5

5
e x1 = x3 = x5 = · · ·=−x0 =−

√
5

5
. Logo, o método de Newton

ficará oscilando entre x0,−x0,x0,−x0 e não convergirá para a raíz de f .

A Figura 2.8 a seguir representa geometricamente este fato.

Figura 2.8: Gráfico de f (x) = x− x3 no intervalo
[
−1

2 ,
1
2

]

Fonte: Adaptado de (LIMA, 2010)

Assim, retornamos a pergunta: como escolher um ponto x0 de modo que a sequência (xn)

gerada pelo Método de Newton convirja para a solução exata da equação f (x) = 0? Segundo

Barroso et al. (1987, p. 125), é condição suficiente para a convergência do Método de Newton

que:

(i) f ′(x) ̸= 0 e f ′′(x) ̸= 0 em (a,b), f ′ e f ′′ presenvem o sinal em (a,b);

(ii) f (x0) f ′′(x0)> 0.

Note que a condição acima não é necessária, mas somente suficiente. Em outras palavras,

se as condições acima são satisfeitas, o Método de Newton convergirá. Porém, caso as condições

não sejam satisfeitas, não necessariamente o método não converge. "Em geral, afirma-se que
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o Método de Newton converge desde que x0 seja escolhido "suficientemente próximo" da raíz

x̄" (RUGGIERO e LOPES, 1996, p. 70).

Faremos agora um estudo mais formal sobre a convergência do Método de Newton. Para

isso, seja f : [a,b] −→ R uma função contínua que tem uma única raíz x̄ no intervalo [a,b].

Suporemos, sem perda de generalidades, que f ′(x) > 0 e f ′′(x) > 0, para todo x ∈ [a,b], isto

é, f é estritamente crescente e tem concavidade voltada para cima no intervalo [a,b]. Neste

caso, o gráfico de f tem comportamento semelhante ao gráfico da função da Figura 2.6. Além

disso, a sequência (xn) gerada pelo Método de Newton, dada pela equação (2.11), é monótoma

decrescente e limitada. Logo, existe x̃ ∈ (a,b), tal que, limxn = x̃. Passando ao limite em ambos

os lados da igualdade em (2.11), e utilizando a continuidade de f , tem-se que

x̃ = limxn+1 = lim
(

xn −
f (xn)

f ′(xn)

)
= limxn − lim

f (xn)

f ′(xn)
= x̃− f (x̃)

f ′(x̃)
. (2.15)

Disto, segue que f (x̃) = 0 e x̃ é uma raíz de f em [a,b]. E como f tem somente uma raíz

em [a,b], segue que x̃ = x̄ e o Método de Newton converge para a raíz exata de f em [a,b].

Além disso, o Método de Newton apresenta ordem de convergência quadrática (α = 2),

desde que a função de iteração F satisfaça a condição de que a derivada de primeira ordem se

anule na raíz x̄, isto é, F ′(x̄) = 0 (RUGGIERO e LOPES, 1996, p. 72).

Na subseção a seguir faremos algumas aplicações do Método de Newton para aproximar

uma raíz real de funções contínuas.

2.3.1 EXEMPLOS

Nesta seção, apresentaremos dois exemplos de aplicação do Método de Newton para

aproximação de uma raíz real de duas funções contínuas, a saber, uma função polinomial e uma

função que é a soma de uma função exponencial e uma função trigonométrica.

Primeiro, consideremos o problema de determinar, utilizando o Método de Newton, uma

aproximação para a raíz da função f (x) = x3 − 5x2 + x+ 3, com precisão de ε < 0,01. Por

simplicidade e para evitar cálculos exaustivos, vamos considerar uma aproximação de 8 casas

decimais. Note que

f (−1) = (−1)3 −5(−1)2 +(−1)+3 =−4 < 0 e f (0) = 03 −5 ·02 +0+3 = 3 > 0.

Como f é contínua, pois é polinomial, e f (−1)< 0 < f (0), pelo Teorema de Bolzano,

existe pelo menos um x ∈ [−1,0], tal que, f (x) = 0. Calculando as derivadas de f , tem-se

f ′(x) = 3x2 −10x+1 e f ′′(x) = 6x−10.
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Assim, f ′(x) ̸= 0, para todo x ∈ [−1,0] e, pela equação (2.11), o Método de Newton para

aproximação de uma raíz de f é definido por

xn+1 = xn −
x3

n −5x2
n + xn +3

3x2
n −10xn +1

=
2x3

n −5x2
n −3

3x2
n −10xn +1

. (2.16)

Escolhendo x0 =−1, vem que,

f (−1) f ′′(−1) = (−4) · (−16) = 64 > 0. (2.17)

Sendo assim, as condições foram satisfeitas e o Método de Newton convergirá para

escolha de x0 =−1. Aplicando o Método de Newton, temos:

• Se n = 0 e x0 = −1, então f (x0) = −4 e f ′(x0) = 14. Logo, a primeira aproximação para a

raíz de f é

x1 = x0 −
f (x0)

f ′(x0)
=−1+

4
14

=−0,71428571.

Observe que, neste caso, o erro cometido é dado por

|x1 − x0|= |−0,71428571+1|= 0,28571429.

Como |x1 − x0|> 0,01, o processo precisa ser repetido até que a precisão desejada seja

atingida.

• Se n = 1 e x1 =−0,71428571, então f (x1) =−0,62973761 e f ′(x1) = 9,67346939. Logo, a

segunda aproximação para a raíz de f é

x2 = x1 −
f (x1)

f ′(x1)
=−0,71428571+

0,62973761
9,67346939

=−0,64918626.

Perceba que, após a segunda iteração, o erro cometido é dado por

|x2 − x1|= |−0,64918626+0,71428571|= 0,06509946.

Novamente, como |x2 − x1|> 0,01, o processo precisa ser repetido.

• Se n = 2 e x2 =−0,64918626, então f (x2) =−0,02999511 e f ′(x2) = 8,75619096. Logo, a

terceira aproximação para a raíz de f é

x3 = x2 −
f (x2)

f ′(x2)
=−0,64918626+

0,02999511
8,75619096

=−0,64576067.

Neste caso, o erro cometido é dado por

|x3 − x2|= |−0,64576067+0,64918626|= 0,00342559.
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Como |x3 − x2|= 0,00342559 < 0,01, segue que a precisão desejada foi atingida e

x̄ = x3 =−0,64576067 é a raíz aproximada de f (x) = x3 −5x2 + x+3 no intervalo [−1,0] com

precisão ε < 0,01.

A maneira mais simples de calcular uma raíz de uma função utilizando o método de

Newton é construir uma tabela onde em cada linha calcula-se o valor de xn e o valor de |xn+1−xn|,

para saber o quão próximo xn está da raíz exata de f com uma precisão ε pré-definida.

A Tabela 2.1 representa as iterações feitas anteriormente para o método de Newton para

a função f (x) = x3 −5x2 + x+3 escolhendo x0 =−1.

Tabela 2.1: Método de Newton para f (x) = x3 −5x2 + x+3

n xn f (xn) f ′(xn) ε = |xn+1 − xn|
0 -1 -4 14 —-
1 -0,71428571 -0,62973761 9,67346939 0,28571429
2 -0,64918626 -0,02999511 8,75619096 0,06509946
3 -0,64576067 -0,00008148 8,70862720 0,00342559

Agora, considere o problema de determinar, utilizando o Método de Newton, uma

aproximação para a raíz da função f (x) = e−x2 − cosx com precisão ε < 0,0001. Novamente,

consideraremos uma aproximação de 8 casas decimais. Note que

f (1) = e−1 − cos1 =−0,17241187 < 0 e f (2) = e−2 − cos2 = 0,43446248 > 0.

Como f é contínua, pois é a soma de uma função exponencial com uma função trigono-

métrica, e f (1)< 0 < f (2), segue, pelo Teorema de Bolzano, que existe pelo menos uma solução

para a equação e−x2 − cos(x) = 0 no intervalo [1,2]. Calculando as derivadas de f , tem-se

f ′(x) =−2xe−x2
+ sinx e f ′′(x) = (4x2 −2)e−x2

+ cosx.

Logo, pela equação (2.11), o Método de Newton para aproximação de uma raíz de f é

definido por

xn+1 = xn −
e−x2

n − cosxn

−2xne−x2
n + sinxn

. (2.18)

Escolhendo x0 = 1,5, temos que as iterações para o cálculo da raíz de f no intervalo

[1,2] estão dadas na Tabela 2.2 a seguir:
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Tabela 2.2: Método de Newton para f (x) = e−x2 − cosx

n xn f (xn) f ′(xn) ε = |xn+1 − xn|
0 1,5 0,03466202 0,68129731 —-
1 1,44912350 0,00108862 0,63768343 0,05087650
2 1,44741635 0,00000132 0,63613560 0,00170715
3 1,44741428 0,00000000 0,63613372 0,00000207

Já que |x3 − x2|= 0,00000207 < 0,0001, tem-se que x̄ = x3 = 1,44741428 é a raíz

aproximada da função f no intervalo [1,2].

2.3.2 O MÉTODO DAS SECANTES

Existe uma desvantagem ao aplicar o Método de Newton para aproximar uma solução

de f (x) = 0, que é a necessidade de calcular a derivada f ′(x), assim como calcular seu valor

numérico a cada iteração. A depender da função, esta derivada pode ser muito difícil ou

trabalhosa para calcular. A pergunta que surge neste ponto é: há formas de se contornar esta

situação e aplicar o Método de Newton sem a necessidade do cálculo desta derivada? A resposta

é sim! Existem algumas maneiras de remodelar o Método de Newton com o objetivo de eliminar

essa desvantagem. Uma delas consiste em trocar a derivada f ′(xn) por sua aproximação:

f ′(xn)≈
f (xn)− f (xn−1)

xn − xn−1
, (2.19)

onde xn e xx−1 são duas aproximações sucessivas para a raíz exata de f .

Substituindo (2.19) em (2.11), tem-se que

xn+1 = xn −
f (xn)

f (xn)− f (xn −1)
xn − xn−1

= xn −
f (xn)(xn − xn−1)

f (xn)− f (xn−1)

=
xn f (xn)− xn f (xn−1)− xn f (xn)+ xn−1 f (xn)

f (xn)− f (xn−1)

=
xn−1 f (xn)− xn f (xn−1)

f (xn)− f (xn−1)
. (2.20)

A igualdade (2.20) é denominada Método das Secantes para aproximação de uma raíz

real da função f .

Como foi observado anteriormente, a vantagem de se utilizar o Método da Secantes é o

fato de não precisar calcular a derivada de f , porém, o método também tem suas desvantagens,

que são:
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• O método tem convergência mais lenta, ou seja, é necessário um número maior de iterações

para aproximar uma raíz de f ;

• São necessárias duas aproximações iniciais para começar a aplicação deste método.

Geometricamente, a sequência (xn) gerada pelo Método das Secantes é construída da

seguinte forma: dados dois pontos iniciais x0 e x1, traçamos a reta secante ao gráfico de f

passando pelos pontos (x0, f (x0)) e (x1, f (x1)). O ponto de intersecção desta reta com o eixo-x,

denotado por x2, é a primeira aproximação para a raíz x̄ de f . Em seguida, traçamos a reta

secante ao gráfico de f nos pontos (x1, f (x1)) e (x2, f (x2)). O ponto de intersecção desta reta

com o eixo-x, denotado por x3, é a segunda aproximação para a raíz x̄ de f . Repetindo este

processo sucessivas vezes, encontramos uma sequência (x0,x1,x2, · · · ,xn, · · ·) que converge para

a raíz exata x̄ da função f . E, assim como no Método de Newton, as iterações se repetem até que

o critério de parada seja satisfeito.

A Figura 2.9 a seguir apresenta o procedimento descrito acima.

Figura 2.9: Interpretação Geométrica do Método das Secantes

Fonte: Gerado pelo autor utilizando o Software Geogebra

Como já foi dito, o Método das Secantes é uma aproximação do Método de Newton,

logo, as condições de convergência destes métodos são semelhantes, acrescentando que se

f (xn) ≈ f (xn−1) o Método das Secantes pode divergir. Também, o critério de parada a ser

utilizado para este método é o mesmo critério utilizado para o Método de Newton dado na

Definição 2.2.5 da Seção 2.2.

Por exemplo, vamos utilizar o Método das Secantes para aproximar uma raíz da função

f (x) = cosx− x2, com precisão de ε < 0,01. Para isso, primeiro, observe que

f (0) = cos0−02 = 1 e f (π) = cosπ −π
2 =−10,8696044. (2.21)
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Já que f é uma função contínua (pois é a diferença de uma função trigonométrica com

uma função polinomial) e f (π)< 0 < f (0), pelo Teorema de Bolzano, existe pelo menos um

x̄ ∈ [0,π], tal que, f (x̄) = 0. Utilizaremos como critério de parada a segunda condição dada na

Definição 2.2.5, isto é, xn será raíz aproximada da raíz exata de f com precisão ε se | f (xn)|< ε .

Disso, lembrando que o Método das Secantes é dado por

xn+1 =
xn−1 f (xn)− xn f (xn−1)

f (xn)− f (xn−1)
, (2.22)

e tomando x0 = 0 e x1 = π , tem-se que,

x2 =
x0 f (x1)− x1 f (x0)

f (x1)− f (x0)
=

0 · (−10,8696044)−π ·1
−10,8696044−1

= 0,26467543.

Além disso, f (x2) = cos(0,26467543)− (0,26467543)2 = 0,895124374.

Como | f (x2)|> 0,01, segue que o critério de parada não é satisfeito e devemos continuar

aplicando o método. Calculando a terceira aproximação para a raíz de f , tem-se que

x3 =
x1 f (x2)− x2 f (x1)

f (x2)− f (x1)
=

π ·0,895124374−0,26467543 · (−10,8696044)
0,895124374− (−10,8696044)

= 0,483566896

Além disso, f (x3) = cos(0,483566896)− (0,483566896)2 = 0,651505222.

Como | f (x3)|> 0,01, segue que o critério de parada não é satisfeito e devemos calcular a

quarta aproximação da raíz de f . Assim,

x4 =
x2 f (x3)− x3 f (x2)

f (x3)− f (x2)
=

0,26467543 ·0,651505222−0,483566896 ·0,895124374
0,651505222−0,895124374

= 1,068943423.

Também, f (x4) = cos(1,068943423)− (1,068943423)2 =−0,66158925.

Já que | f (x4)|> 0,01, tem-se que o critério de parada ainda não é satisfeito. A quinta

aproximação para a raíz de f é

x5 =
x3 f (x4)− x4 f (x3)

f (x4)− f (x3)
=

0,483566896 · (−0,66158925)−1,068943423 ·0,651505222
−0,66158925−0,651505222

= 0,774007434.

Além disso, f (x5) = cos(0,774007434)− (0,774007434)2 = 0,11602769. Como

| f (x5)|> 0,01, o critério de parada continua não sendo satisfeito. Calculando a sexta apro-

ximação da raíz de f , tem-se que

x6 =
x4 f (x5)− x5 f (x4)

f (x5)− f (x4)
=

1,068943423 ·0,11602769−0,774007434 · (−0,66158925)
0,11602769− (−0,66158925)

= 0,81801463.
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Note que, f (x6) = cos(0,81801463) − (0,81801463)2 = 0,014523522. Como

| f (x6)|> 0,01, segue que o critério de parada não é satisfeito, e devemos calcular a sétima

aproximação da raíz de f . Neste caso,

x7 =
x5 f (x6)− x6 f (x5)

f (x6)− f (x5)
=

0,774007434 ·0,014523522−0,81801463 ·0,11602769
0,014523522−0,11602769

= 0,824311312.

Além disso, f (x7) = cos(0,824311312)− (0,824311312)2 =−0,000426461.

Como a | f (x7)|= 0,000426461 < 0,01, temos que a precisão desejada é atingida e a raíz

aproximada de f (x) = cosx− x2 é x̄ = 0,824311312. E, assim como no Método de Newton, no

Método das Secantes também conseguimos construir uma tabela onde, em cada linha, calculamos

os valores das aproximações xn e os valores de f (xn), para saber o quão próximo xn está da raíz

exata de f com uma precisão ε dada. A Tabela 2.3 representa as iterações feitas anteriormente

para o Método das Secantes para a função f (x) = cosx− x2.

Tabela 2.3: Método das Secantes para f (x) = cosx− x2

Iteração x f (x)
0 0 1
1 3,141592654 -10,8696044
2 0,26467543 0,895124374
3 0,483566896 0,651505222
5 0,774007434 0,11602769
6 0,81801463 0,014523522
7 0,824311312 -0,000426461

No próximo capítulo, mostraremos como implementar o Método de Newton para apro-

ximação da raíz de uma função dada f utilizando como ferramentas os softwares Excel e

Scilab.



CAPÍTULO3

APLICAÇÕES DO MÉTODO DE NEWTON UTILIZANDO
OS SOFTWARES EXCEL E O SCILAB

Neste capítulo, apresentaremos algumas aplicações computacionais do Método de New-

ton utilizando os softwares Microsoft Excel e Scilab. O objetivo é mostrar que com a ajuda

computacional é possível determinar uma raíz de uma equação da forma f (x) = 0, onde f é uma

função contínua, evitando operações manuais exaustivas, erro humano e economizando tempo.

Para produzir as aplicações deste capítulo, utilizaremos a versão on-line do Microsoft Excel

disponível em <https://excel.cloud.microsoft/> e a versão livre do aplicativo instalável do Scilab

disponível em <https://www.scilab.org/>. Algumas funções utilizadas nas implementações são

funções conhecidas encontradas nos trabalhos de (BARROSO et al., 1987), (RUGGIERO e

LOPES, 1996) e suas referências bibliográficas.

3.1 IMPLEMENTAÇÃO DO MÉTODO DE NEWTON COM
O EXCEL

O software Excel é um programa de planilhas eletrônicas desenvolvido pela empresa

Microsoft e faz parte do pacote Office. Esse programa tem como principal função organizar,

calcular, analisar, visualizar e compartilhar dados. É o programa de planilhas eletrônicas mais

utilizado na atualidade para a organização geral de dados e tem importantes recursos voltados

para o cálculo de despesas e para a matemática financeira, por exemplo. É por meio das células

(intersecção entre linhas e colunas da planilha) que o programa permite a entrada de dados,

usando fórmulas para calcular e organizar tais dados. Com o Excel, é também possível criar

gráficos para visualização e análise das informações.
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3.1. IMPLEMENTAÇÃO DO MÉTODO DE NEWTON COM O EXCEL 41

A Figura 3.1 a seguir apresenta a tela incial do software Excel.

Figura 3.1: Tela inicial do Excel

Fonte: Print da tela do Excel

O Excel é amplamente utilizado em ambientes profissionais e pessoais para a gestão

financeira e tratamento de dados. Na análise numérica, o Excel pode ser utilizado, por exemplo,

para minimizar cálculos manuais e determinar as raízes aproximadas de uma equação da forma

f (x) = 0 utilizando algum método numérico, bastando ao usuário analisar as condições do

método a ser aplicado e programar as linhas conforme condições do método numérico escolhido.

Nesta seção, mostraremos como utilizar o Excel para aproximar uma raíz real de uma equação da

forma f (x) = 0, onde f é uma função real que satisfaz as condições para a aplicação do Método

de Newton determinadas no Capítulo 2.

O procedimento a seguir apresenta as linhas de programação para implementação do

Método de Newton em Excel para determinar uma raíz real da função f (x) = 2x3 + 3x2 − 2

com precisão de ε < 0,001. Primeiro, veja que f é uma função contínua, pois é uma função

polinomial, e f (0) =−2 < 0 < 3 = f (1). Logo, pelo Teorema de Bolzano, existe uma raíz de f

no intervalo [0,1]. Além disso, f ′(x) = 6x2 +6x e tome x0 = 0,5 como aproximação inicial para

aplicação do método.

Assim, configuraremos uma tabela em Excel, com cinco colunas, denominadas A, B, C, D

e E, onde:

• A coluna A representa o número n de iterações do processo iterativo;

• A coluna B representa, para cada linha n, as aproximações xn da raíz exata de f dadas pelo

Método de Newton:

xn+1 = xn −
f (xn)

f ′(xn)
. (3.1)

• A coluna C representa os valores de f (xn);
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• A coluna D representa os valores de f ′(xn);

• A coluna E representa o erro cometido a cada iteração calculado por |xn+1 − xn|.

Além disso, na linha 1, identificamos os elementos que desejamos calcular, a saber: n, xn,

f (xn), f ′(xn) e ε = |xn+1 − xn|.

Na linha 2, começaremos a inserir os dados para implementação do método. A célula A2

contém o identificador da iteração do método. Na célula B2, inserimos a aproximação inicial

x0 = 0,5. Nas células C2 e D2, calculamos os valores de f e da derivada de f no ponto x0,

respectivamente, pelas fórmulas

= 2∗B2ˆ3+3∗B2ˆ2−2 e = 6∗B2ˆ2+6∗B2

Não preenchemos a célula E5, pois ainda não há erro a ser calculado. Logo, a primeira

linha do processo iterativo será dada conforme a Figura 3.2 a seguir:

Figura 3.2: Programação da primeira linha do Método de Newton

Fonte: Print da tela do Excel

Na linha 3, a programação da célula B3 é feita de forma a satisfazer a equação (3.1), isto

é, basta calcular =B2-C2/D2, onde / representa a operação de divisão no Excel. As células C3 e

D3 são programadas de forma análoga ao que fizemos para as células C2 e D2. Já para calcular

o erro dado na célula E3, basta programar =ABS(B3-B2), onde =ABS é a função que calcula o

valor absoluto no software Excel.

Agora, para a programação da linha 4 utilizaremos a função =SE do Excel para verificação

do critério de parada e a interrupção do processo iterativo quando esse critério for satisfeito.

Em seguida, "arrastaremos" verticalmente a programação dessa linha para preenchimento e

programação automática das demais linhas da tabela. Para programação da célula B4, por

exemplo, utilizamos a seguinte função

=SE(E3 < 0,001; "Para" ; B3 - C3/D3 ). (3.2)

Mais precisamente a função acima significa que: se o erro calculado na célula E3 for

menor que 0,001, então o processo iterativo irá "Para". Caso contrário, calcula-se B3-C3/D3.
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Observe que, de maneira análoga, a função =SE foi utilizada para realizar os cálculos das células

C4, D4 e E4. É importante ressaltar que o comando "Para" não faz o processo iterativo ser

interrompido automaticamente, mas somente informa ao usuário qual é o ponto de parada,

ficando a cargo do usuário identificar qual é a raiz nesse ponto. A Figura 3.3 apresentada a seguir

mostra essa programação.

Figura 3.3: Programação da segunda e terceira linhas do Método de Newton

Fonte: Print da tela do Excel

Na figura abaixo, depois de "Arrastar" todas as colunas, vamos ter o resultado da pro-

gramação em excel e a raiz aproximada procurada de f . A linha com a palavra "Para" é a linha

onde deve ser interrompido o processo para identificação da raíz.

Figura 3.4: Programação do Método de Newton para f (x) = 2x3 +3x2 −2

Fonte: Print da tela do Excel

Note que, para este caso, a raíz de f é x̄ = x4 = 0,677650699 e isto conclui a implemen-

tação do método numérico.

Agora, vamos fazer a implementação do Método de Newton em Excel para uma função

f que tem termo trigonométrico. Assim, considere o problema de determinar uma raíz real para
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função f (x) = cosx− x com precisão ε < 0,001. Análogo ao caso anterior, temos que f é uma

função contínua (pois é a soma da função trigonométrica cosx com a função polinomial −x) e

f (π) < 0 < f (0) e, pelo Teorema de Bolzano, existe uma raíz de f no intervalo [0,π]. Além

disso, f ′(x) =−sin(x)−1 < 0, para todo x ∈ [0,π]. Logo, a raíz de f é única no intervalo [0,π].

A Figura 3.5 a seguir apresenta o gráfico de f :

Figura 3.5: Gráfico da função f (x) = cosx− x

Fonte: Print da tela do Excel

Escolhendo a aproximação inicial x0 = 0, tem-se que a primeira iteração do método de

Newton para aproximação de uma raíz de f em [0,π] pode ser programada conforme a Figura

3.6 a seguir:

Figura 3.6: Programação da primeira linha do Método de Newton

Fonte: Print da tela do Excel

Análogo ao que fizemos no exemplo anterior, programando a Linha 3 e aplicando a função

=SE para programação da Linha 4, tem-se as seguinte linhas de programação apresentadas na

Figura 3.7 a seguir:
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Figura 3.7: Programação da Linha 3 e Linha 4 do Método de Newton

Fonte: Print da tela do Excel

Por último, após utilizar o comando de "Arrastar" colunas do Excel, preenchemos as

demais células do tabelamento do Método de Newton para a solução do problema dado, obtendo

a raíz aproximada de f , apresentada na Figura 3.8 a seguir.

Figura 3.8: Programação do Método de Newton para a função f (x) = cosx− x

Fonte: Print da tela do Excel

Portanto, a raíz aproximada de f encontrada aqui pelo Método de Newton é x̄ = x4 =

0,739085133. Note que, tal raíz é aproximadamente a mesma raíz apresentada na Figura 2.3 do

Capítulo 2. Na seção a seguir, será apresentada uma implementação em Excel para aproximar

uma raíz de uma função f pelo Método das Secantes.

3.1.1 IMPLEMENTAÇÃO DO MÉTODO DAS SECANTES

O Método das Secantes, como já foi mostrado no Capítulo 2, é uma variação do Método

de Newton para o caso em que desejamos contornar a necessidade do cálculo da derivada da
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função f . Com isso, a programação desse método no Excel segue os moldes do que foi feito

para o Método de Newton.

Considere o problema de se determinar, utilizando o Método das Secantes, uma raíz real

da função f (x) = 4sin(x)− ex com erro de ε < 0,00001. Primeiro, veja que f é uma função

contínua (pois é a soma de uma função trigonométrica com uma função exponencial, que são

ambas contínuas) e f (0) =−1 < 0 < 4sin1− e = f (1). Logo, pelo Teorema de Bolzano, existe

pelo menos um x̄ ∈ [0,1], tal que, f (x̄) = 0. Por (2.20), o Método das Secantes é dado por

xn+1 =
xn−1 f (xn)− xn f (xn−1)

f (xn)− f (xn−1)
. (3.3)

Para aplicar o Método das Secantes precisamos de duas aproximações iniciais, denotadas

por x0 e x1. Neste caso, tomaremos as aproximações iniciais como sendo os extremos do intervalo

considerado, isto é, x0 = 0 e x1 = 1. Assim, a primeira iteração do método será dada por

x2 =
x0 f (x1)− x1 f (x0)

f (x1)− f (x0)
=

0 · f (1)−1 · f (0)
f (1)− f (0)

=
− f (0)

f (1)− f (0)
. (3.4)

Assim, contruiremos uma tabela em Excel, com três colunas, denominadas A, B e, C,

onde:

• A coluna A representa o número n de iterações do processo iterativo;

• A coluna B representa, para cada linha n, as aproximações xn da raíz exata de f dadas pela

equação (3.3)

• A coluna C representa os valores de f (xn).

Para este método, utilizaremos o critério de parada dada pela segunda condição da

Definição 2.2.5, ou seja, diremos que xn é uma raíz aproximada da raíz exata de f com uma

precisão suficientemente pequena ε dada, se | f (xn)|< ε .

Além disso, na linha 1, identificamos os elementos que desejamos calcular, a saber: as

iterações na coluna A, as aproximações xn na coluna B e os valores de f (xn) na coluna C.

Nas linhas 2 e 3 (iterações 0 e 1), começaremos a inserir dos dados para implementação

do método, adicionando as informações referentes às aproximações iniciais x0 = 0 e x1 =

1, respectivamente. Nas células C2 e C3, calculamos os valores de f nos pontos x0 e x1,

respectivamente, pelas fórmulas

= 4∗SEN(B2)−EXP(B2) e = 4∗SEN(B3)−EXP(B3).

Assim, as duas primeiras linhas do Método das Secantes em Excel estão apresentadas na

Figura 3.9:



3.1. IMPLEMENTAÇÃO DO MÉTODO DE NEWTON COM O EXCEL 47

Figura 3.9: Programação das primeiras linhas do Método das Secantes

Fonte: Print da tela do Excel

Note que, nessa primeira parte, apenas substituimos os valores de x0 e x1 na função f . Na

segunda parte, a programação da célula B4 é feita de forma a satisfazer a equação (3.3), ou seja,

=(B2∗C3−B3∗C2)/(C3−C2), e na célula C4 basta inserir a fórmula = 4∗SEN(B4)−EXP(B4).

Agora, para programação da linha 5 (iteração 3), usaremos a função =SE nas células da coluna B

a fim de determinar as aproximações xn e nas células da coluna C para determinar os valores de

f (xn). Depois, "arrastaremos" verticalmente a programação destas linhas para preenchimento

automático da programação das demais linhas da tabela até que a precisão desejada seja atingida

e o método seja interrompido. Para programação das células B5 e C5, utilizaremos o seguintes

algoritmos, respectivamente:

= SE(ABS(C4)< 0,00001; ”Para” ; (B3∗C4−B4∗C3)/(C4−C3)),

e

= SE(ABS(C4)< 0,00001; ”Para” ; 4∗SEN(B5)−EXP(B5)).

A Figura 3.10 a seguir apresenta a programação da terceira e quarta aproximações da

raiz de f no intervalo [0,1].

Figura 3.10: Programação das aproximações da raiz exata de f

Fonte: Print da tela do Excel
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Após "arrastar"as colunas B e C para preenchimento das demais linhas, temos a solução

aproximada da função f , conforme pode ser visto na Figura 3.11 a seguir.

Figura 3.11: Programação do Método das Secantes para f (x) = 4sin(x)− ex

Fonte: Print da tela do Excel

Note que o processo iterativo deverá ser interrompido na linha 11 onde ocorre pela

primeira vez a palavra "Para", isto significa que na linha anterior o erro foi menos que 0,00001.

Portanto, a raíz aproximada da função f é dada na linha anterior (linha 10, iteração 8), ou seja, a

raíz aproximada é x̄ = x8 = 0,370558098.

Na próxima seção, mostraremos como implementar o Método de Newton utilizando o

aplicativo Scilab.

3.2 IMPLEMENTAÇÃO DO MÉTODO DE NEWTON COM
O SCILAB

O Scilab é um software livre de código aberto destinado à computação científica e auto-

mação. Desenvolvido inicialmente pelo instituto de pesquisa francês INRIA (Institut National

de Recherche en Informatique et en Automatique), o programa fornece um ambiente de pro-

gramação de alto nível que possibilita a realização de cálculos numéricos, simulações, análises

estatísticas e processamento de sinais. É um programa gratuíto que pode ser encontrado para

download em seu endereço enletrônico oficial <https://www.scilab.org/> e está disponível sob

a licença GPL v2.0, o que permite ao usuário utilizar o software para qualquer finalidade e

alterar o software para que se adpate às suas necessidades. Entre suas principais funcionalidades

destacam-se métodos numéricos, otimização, modelagem de sistemas dinâmicos e a geração de

gráficos bidimensionais e tridimensionais. O programa também tem sua versão online disponível

em <https://cloud.scilab.in/>.

https://www.scilab.org/
https://cloud.scilab.in/
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Por ser distribuído sob licença livre, o Scilab constitui uma alternativa acessível a softwa-

res pagos como, por exemplo, o MATLAB, sendo amplamente empregado em contextos acadê-

micos e profissionais, devido à sua versatilidade, confiabilidade e capacidade de integração com

outras linguagens e bibliotecas. Para mais detalhes sobre funcionalidades ou como utililizar o

software sugerimos consultar os manuais disponíveis no site oficial do Software. Para o bom

desenvolvimento desta seção entende-se que o leitor conhece pelo menos a tela inicial do Scilab.

O objetivo desta seção é utilizar o Scilab para implementar um algorítimo para aproxima-

ção de uma raíz real de uma dada função f utilizando o Método de Newton como ferramenta.

Para isso, consideremos o problema de construir um algoritmo em Scilab para implemen-

tação do Método de Newton para aproximação de uma raíz real da função f (x) = 2x3 +3x2 −2

com precisão de ε < 0,001. Pelo que fizemos na seção anterior, sabemos que f tem pelo menos

uma raíz no intervalo [0,1] e que f ′ é positiva nesse intervalo, o que garante a unicidade da raíz

em [0,1]. Além disso, análogo ao que fizemos anteriormente, tomaremos como valor inicial

x0 = 0,5. Para começar, na área de trabalho do Scilab, definiremos a função f e sua derivada

conforme mostra a Figura 3.12 a seguir:

Figura 3.12: Área de trabalho do Scilab

Fonte: Print da tela do Scilab

Na Figura 3.12 acima, o comando mode(0) será usado para mostrar os resultados das

aproximações encontradas em cada iteração. Após definir essas funções, vamos definir o Método

de Newton e as variáveis que serão usadas para implementação do método, a saber: o valor de

x0, o erro, a tolerância (ou precisão) e o método iterativo dado pela equação (2.11). A Figura

3.13 mostra tais definições:99
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Figura 3.13: Programação do Método de Newton em Scilab

Fonte: Print da tela do Scilab

A seguir, utilizaremos o comando "while" com o objetivo de fazer o programa executar e

repetir o algoritmo até que a tolerância seja atingida. O comando "while" funciona como um

laço de repetição que executa uma condição enquanto ela for verdadeira. Veja a Figura 3.14:

Figura 3.14: Implementação do Método de Newton em Scilab

Fonte: Print da tela do Scilab
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Na Figura 3.14 acima, o comando "disp" é utilizando para que o programa retorne com

uma mensagem na área de trabalho com os valores das aproximações da raíz exata de f . Já o

comando "string" converte números, variáveis ou expressões em texto, tornando o programa

mais didático. Por fim, basta iniciar a programação feita clicando sobre o botão "Executar".

A Figura 3.15 a seguir apresenta o algoritmo programado para o método, bem como o

programa implementado com apresentação da solução do problema proposto.

Figura 3.15: Implementação do Método de Newton em Scilab para f (x) = 2x3 +3x2 −2

Fonte: Print da tela do Scilab

Note que, a cada iteração, o método apresenta o valor da raíz aproximada e o erro

cometido nessa iteração. Nesse caso, a raíz aproximada de f é x̄ = 0,6776507.

Para limpar o ambiente de trabalho caso ocorra erros ou para iniciar uma nova programa-

ção, basta inserir o comando "clear" na área de trabalho.

A seguir apresentamos o algoritmo utilizando para aproximar uma raíz real de f (x) =

2x3 +3x2 −2 com tolerância ε < 0,001.
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Algorítmo para Implementação do Método de Newton em Scilab
mode(0)

function y=f(x)

y = 2∗x3 +3∗x2 −2;
endfunction

function y=flinha(x)

y = 6∗x2 +6∗x;
endfunction

x0 =0.5;

xn = x0 - f(x0)/flinha(x0);

erro = abs(xn-x0);

tol = 1e-3;

n = 1

while (erro > tol)

xn = x0 - f(x0)/flinha(x0)

erro = abs(xn-x0)

x0 = xn;

n = n+1 end

disp("A raiz aproximada da função é x="+ string(xn))

disp("com erro de ε="+ string(erro))

Agora, considere o problema de construir um algoritmo em Scilab para implementar o

Método de Newton para aproximação de uma raíz real da função f (x) = cosx− x no intervalo

[0,1], com precisão ε < 0,001 e aproximação inicial dada por x0 = 0. A Figura 3.6 a seguir

mostra o algorítmo para aproximação da raíz de f .

Figura 3.16: Algoritmo do Método de Newton em Scilab para f (x) = cosx− x

Fonte: Print da tela do Scilab
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Agora, basta iniciar a programação clicando sobre o botão "Executar". A Figura 3.17 a

seguir apresenta a implementação do algoritmo e a solução do problema proposto.

Figura 3.17: Implementação do Método de Newton em Scilab para f (x) = cosx− x

Fonte: Print da tela do Scilab

Note novamente que, a cada iteração, o método apresenta a raíz aproximada e o erro

cometido nessa aproximação. Além disso, a raíz é mais próxima quanto menor for o erro

desejado. Neste caso, a raíz aproximada de f é x̄ = 0,7390851.

Note que o algoritmo construído para f (x) = cosx − x é o mesmo construído para

f (x) = 2x3 +3x2 −2, a menos dos valores das variáveis a serem inseridas, isto é, a menos dos

valores de x0, do erro, da função f e da derivada de f . Consequentemente, este algoritmo pode

ser utilizado para aproximação de qualquer da raíz real de qualquer função que satisfaça as

condições necessárias, bastando ao usuário trocar os valores das variáveis do problema a ser

resolvido.

No quadro a seguir, apresentamos o algoritmo utilizando para aproximar uma raíz real de

f (x) = cosx− x com tolerância ε < 0,001.
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Algorítmo para Implementação do Método de Newton em Scilab
mode(0)

function y=f(x)

y = cosx− x;
endfunction

function y=flinha(x)

y =−sin(x)−1;
endfunction

x0 =0;

xn = x0 - f(x0)/flinha(x0);

erro = abs(xn-x0);

tol = 1e-3;

n = 1

while (erro > tol)

xn = x0 - f(x0)/flinha(x0)

erro = abs(xn-x0)

x0 = xn;

n = n+1 end

disp("A raiz aproximada da função é x="+ string(xn))

disp("com erro de ε="+ string(erro))

Os mesmos algoritmos podem ser utilizados na versão em nuvem do Scilab disponível

em <https://cloud.scilab.in/>.

https://cloud.scilab.in/


CONSIDERAÇÕES FINAIS

Ao longo deste trabalho, desenvolvemos um estudo claro e estruturado sobre o Método

de Newton, abordando desde os fundamentos teóricos até sua aplicação prática em ambientes

computacionais. A análise inicial dos teoremas de Bolzano e do Valor Intermediário mostrou-se

essencial para compreender o processo de localização de raízes e para garantir que o método

seja aplicado de forma adequada. Em seguida, discutimos a formulação do Método de Newton,

suas condições de convergência, a importância da escolha do ponto inicial e sua relação com o

Método das Secantes, destacando semelhanças, diferenças e potenciais de cada abordagem.

A implementção dos métodos no Excel e no Scilab permitiu visualizar, de maneira

prática, o funcionamento dos algoritmos e comparar a eficiência das ferramentas utilizadas.

As ilustrações apresentadas contribuíram para tornar o processo mais acessível e facilitar a

compreensão das etapas envolvidas.

Portanto, entende-se que este trabalho pode contribuir para a disseminação do conhe-

cimento em Matemática e servirá como um material de pesquisa sobre cálculo numérico com

ênfase no Método de Newton, de modo a auxiliar os discentes dos cursos de graduação nos

estudos de Matemática e áreas afins.
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