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RESUMO

GONCALVES, M.F. Sobre Grafo Sanduiche. NOVEMBRO, 2025. 57 f. Monografia — (Curso
de Bacharel em Ciéncia da Computagao), Instituto Federal Goiano - Campus Rio Verde. Rio
Verde, GO.

Este trabalho apresenta uma revisdo bibliografica sobre o Problema do Grafo Sanduiche, des-
tacando sua formulacdo, principais aplicacdes e comportamento em diferentes cendrios de
complexidade computacional. Inicialmente, sdo abordados os conceitos fundamentais da Teoria
dos Grafos, da complexidade computacional e da parti¢do (k,l), que ocorre quando seu conjunto
de vértices pode ser dividido em £k conjuntos independentes e [ conjuntos que sdo cliques, que
servem de base para a andlise. Em seguida, sdo discutidas cinco variacdes do problema: split
(1,1), bipartido (2,0), parti¢do (2,1), parti¢do (2,2) e (k,l)A-Limitado. Os resultados mostram
que as variagdes split (1,1) e bipartido (2,0) sdo resolviveis em tempo polinomial. As parti-
¢des (2,1) e (2,2) sdo N P-completos, comprovadas por redugdes do 3-SAT. Para os casos do
(k,l) A-Limitado, verificou-se que o problema é polinomial quando £ < 2 ou A < 3, e torna-se
N P-completo quando k£ > 3 e A > 4, evidenciando como a estrutura e o grau maximo do grafo
impactam diretamente a complexidade. Conclui-se que a anélise por meio da parti¢ao (k,l) é
uma ferramenta eficaz para compreender os limites entre casos tratdveis e intratdveis, além de
destacar a relevancia tedrica e pratica desse problema em diferentes contextos.

Palavras-chave: grafo sanduiche, particao (k,l), grafo split, problema sanduiche.
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Ey C EC Ey; Condigao do Problema do Grafo Sanduiche: o grafo solucdo deve conter
todas as arestas de F; e estar contido em E».

Ex\ Ey Arestas que estdo em FEs mas ndo em Fj.
EyCFE Indica que todas as arestas obrigatdrias estdo no grafo solucao.
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(V,E1, E3)  Instincia do Problema do Grafo Sanduiche Generalizado.
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1 INTRODUCAO

A Teoria dos Grafos € um ramo da Matematica que estuda estruturas formadas por
vértices e arestas, permitindo representar e analisar relagdes entre elementos de um conjunto. Seu
surgimento remonta ao famoso Problema das Pontes de Konigsberg, proposto por Leonhard Euler
em 1736, considerado o marco inicial da drea. Desde entdo, a teoria evoluiu significativamente
e tornou-se uma ferramenta essencial na resolu¢do de problemas em diversas dreas, como
Computacdo, Engenharia, Biologia, Logistica e Ciéncias Sociais.

Entre os diversos problemas estudados nessa drea, destaca-se o Problema do Grafo
Sanduiche, que pode ser visto como uma generalizacdo dos problemas de reconhecimento
de classes de grafos. Nesse contexto, além das arestas obrigatérias, também € fornecido um
conjunto de arestas opcionais, permitindo verificar se existe um grafo intermedidrio que satisfaca
determinadas propriedades estruturais. Formalmente, um grafo G(V, E') é chamado de grafo
sanduiche dos grafos G1(V, E) e G5(V, Es) se, e somente se, seu conjunto de arestas satisfaz
E, C E C E,. Em outras palavras, GG possui 0 mesmo conjunto de vértices V' dos grafos GGy e
(5, contém obrigatoriamente todas as arestas de (; e pode incluir algumas arestas opcionais
de G5 que ndo pertencem a (. Além disso, é possivel considerar também um conjunto £ de
arestas proibidas, que nao podem estar presentes no grafo soluc¢do, tornando o problema ainda
mais geral e desafiador.

Dessa forma, a questao central do Problema do Grafo Sanduiche pode ser formulada
da seguinte maneira: dado um conjunto de vértices V', um conjunto de arestas obrigatdrias F; e
um conjunto de arestas proibidas Es5, pergunta-se se existe um grafo G(V, E) tal que £} C E' e
E N E3 = (), e que apresente uma propriedade bem definida que caracteriza a classe de grafos
desejada. Em outras palavras, busca-se construir um grafo intermedidrio que respeite todas as
restri¢des impostas e atenda ao critério estrutural estabelecido para a solucao.

Os problemas sanduiche surgiram a partir de aplicagdes préticas na Biologia Computa-
cional, sendo o mapeamento fisico de DNA uma das principais motivagdes para sua definicao
formal. Nesse processo, a molécula de DNA € dividida em fragmentos menores porque seu
comprimento original torna invidvel a andlise direta em laboratério. A fragmentacdo permite
que cada parte seja examinada com mais precisdo e que se identifiquem sobreposicoes entre
os fragmentos. A partir dessas informagdes, os pesquisadores tentam reconstruir a sequéncia
completa do DNA, organizando os fragmentos na ordem correta. No entanto, como os dados ex-
perimentais nem sempre sdo completos ou exatos, surgem incertezas sobre a relagdo entre alguns
fragmentos, o que leva a formulac¢ao do problema como um caso tipico de grafo sanduiche.

Nesse contexto, o problema pode ser representado como um grafo sanduiche, no
qual os vértices correspondem aos fragmentos de DNA e as arestas representam as relagdes
de sobreposicdo entre eles. As arestas obrigatorias indicam fragmentos que com certeza se

sobrepdem; as arestas proibidas representam fragmentos que nao podem se sobrepor; e as arestas
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incertas refletem situacdes em que os dados experimentais ndo permitem confirmar ou negar a
relacdo entre dois fragmentos. Por exemplo, se os fragmentos £} e F; se sobrepdem de forma
comprovada, essa ligacdo serd obrigatodria; se F5 e [y ndo se sobrepdem, serd proibida; e, se
nao houver dados confidveis entre F; e F3, a ligacdo permanecerd incerta. O desafio estd em
decidir quais dessas arestas incertas devem ser incluidas para que a estrutura final represente
corretamente a sequéncia original, evidenciando a importancia e a complexidade do Problema
do Grafo Sanduiche.

Outra aplicacdo importante do Problema do Grafo Sanduiche ocorre no raciocinio
temporal, que lida com a organizagdo l6gica de um conjunto de eventos e das relacdes existentes
entre eles ao longo do tempo. Para cada par de eventos, pode-se ter a informagdo de que sao
disjuntos (ndo ocorrem simultaneamente), que compartilham um ponto no tempo (um termina
exatamente quando o outro comeca) ou que ambas as situacdes sdo possiveis. Essas informacdes
podem ser modeladas por um grafo, em que cada evento € representado por um vértice e as
conexdes entre eles sdo determinadas pelas restri¢cdes temporais conhecidas.

Por exemplo, suponha trés eventos A, B e C. Se A e B devem ocorrer um apds o
outro, essa ligacdo serd uma aresta obrigatéria. Se A e C' ndo podem acontecer a0 mesmo tempo,
trata-se de uma aresta proibida. J4 se a relacdo entre B e C' ainda ndo € conhecida, teremos uma
aresta incerta. O desafio estd em decidir quais arestas incertas devem ser incluidas para que
seja possivel atribuir intervalos de tempo coerentes a todos os eventos, respeitando as restri¢oes
conhecidas. Assim como no mapeamento fisico de DNA, essa aplicagdao também se enquadra no
contexto do grafo sanduiche e evidencia a dificuldade de reconstruir estruturas consistentes a
partir de informacdes incompletas.

O estudo do Problema do Grafo Sanduiche é motivado pela necessidade de lidar com
situacdes em que as informagdes sobre as conexdes entre elementos sdo parciais ou incertas. Em
muitos cendrios reais, parte das relagdes é conhecida com precisdo, enquanto outras permanecem
indefinidas ou restritas por condi¢des especificas. Nesses casos, torna-se necessario completar ou
ajustar as informacdes disponiveis de forma a obter uma estrutura coerente, que respeite todas as
restricdes impostas e satisfaga as propriedades desejadas para a classe de grafos considerada.

Neste trabalho, a complexidade do Problema do Grafo Sanduiche foi revisada com base
na parti¢do (k,l), que permite dividir o conjunto de vértices em k conjuntos independentes e
cliques. A escolha dessa abordagem se justifica porque a parti¢ao (k,/) modela diferentes formas
de organizacdo dos vértices, tornando possivel representar estruturas simples e complexas dentro
de um mesmo quadro tedrico. Por exemplo, em um cenério de mapeamento de DNA, alguns
fragmentos podem estar fortemente conectados entre si (formando cliques), enquanto outros
permanecem isolados ou com poucas conexdes (formando conjuntos independentes). Ao variar k
e [, € possivel observar como essas estruturas influenciam diretamente a dificuldade de encontrar
uma solugao.

Quando £ e [ assumem valores baixos, como (1,1) ou (2,0), o problema pode ser resol-

vido em tempo polinomial, permitindo algoritmos eficientes. Por outro lado, quando os valores
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de k£ e [ aumentam, a estrutura do grafo torna-se mais complexa e o problema atinge a classe NV P-
completo, tornando-se dificil de resolver computacionalmente. Para casos (k,/) A—Limitado, o
problema € polinomial quando k£ < 2 ou A < 3 tornando-se N P-completo nos demais casos,
evidenciando o impacto direto do grau maximo na complexidade. Assim, a parti¢do (k,/) fornece
uma ferramenta tedrica poderosa para entender por que alguns casos do Problema do Grafo
Sanduiche sdo tratdveis e outros nao, além de delimitar fronteiras de complexidade.

Dentro desse contexto, o Capitulo 2 apresenta a fundamentagdo tedrica que sustenta o
desenvolvimento deste trabalho. Essa etapa € essencial para compreender os conceitos, proprie-
dades e estruturas que servirdo de base para a andlise da complexidade do Problema do Grafo
Sanduiche a partir da parti¢do (k,l), permitindo estabelecer a relac@o entre diferentes classes de
grafos e seus respectivos niveis de dificuldade computacional.

Na Secdo 2.1, sdo introduzidos os conceitos bédsicos da Teoria dos Grafos, abordando
defini¢des, propriedades e estruturas fundamentais que servem de suporte para os capitulos
seguintes. Em seguida, na Secdo 2.2, discute-se a complexidade computacional, destacando as
classes P e N P-completo, que permitem entender por que certos casos do problema sdo trataveis
enquanto outros se tornam computacionalmente dificeis.

Por fim, na Sec¢ado 2.3, apresenta-se o problema de particdo em grafos, que estd dire-
tamente relacionado a estratégia utilizada neste trabalho para analisar o Problema do Grafo
Sanduiche. Essa se¢do mostra como a particdo (k,l) permite organizar diferentes estruturas de
grafos e identificar fronteiras de complexidade. Assim, este capitulo fornece a base conceitual
necessdria para as discussoes e resultados apresentados nos capitulos seguintes.

No Capitulo 3, apresenta-se de forma detalhada o Problema do Grafo Sanduiche, abor-
dando sua formulagao, principais caracteristicas e variacdes relacionadas a complexidade com-
putacional. O objetivo deste capitulo € fornecer uma visao organizada do problema, destacando
como diferentes classes de grafos influenciam diretamente a dificuldade de resolucao.

Na Secdo 3.1, sdo apresentadas as defini¢des preliminares do problema, descrevendo
formalmente seus elementos e condi¢cdes. Em seguida, nas Secdes 3.2 a 3.5, sdo analisadas
quatro variagdes associadas a parti¢des especificas (k,l): grafos split (1,1), grafos bipartidos
(2,0), grafos com parti¢do (2,1) e grafos com parti¢do (2,2). Por fim, na Sec¢do 3.6, discute-se
o Problema do Grafo Sanduiche em (k,/) A-Limitado, que permite generalizar e investigar a
influéncia do grau méximo na complexidade do problema.

Por fim, no Capitulo 4, apresentam-se as consideracdes finais deste trabalho. Sao reto-
mados os principais conceitos e resultados discutidos ao longo do texto, destacando a importancia
do Problema do Grafo Sanduiche, suas aplica¢Oes préticas e a andlise da complexidade com base

na parti¢ao (k,l).



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, apresentam-se os conceitos e fundamentos tedricos que servem de base
para o desenvolvimento deste trabalho. Inicialmente, sdo abordados os principios da teoria dos
grafos, incluindo definicdes, propriedades e estruturas fundamentais. Em seguida, discute-se a
complexidade computacional, com énfase em problemas soluciondveis em tempo polinomial
(classe P) e problemas N P-completo, que permitem compreender a dificuldade associada a
resolucdo de determinados problemas computacionais. Além disso, aborda-se o problema de
particdo em grafos, tema relevante para a andlise e decomposicdo de estruturas complexas e para
diversas aplicacdes praticas. Essa fundamentagdo tedrica fornece os elementos necessarios para

o entendimento dos métodos e andlises que serdo desenvolvidos no capitulo a seguir.

2.1 Conceitos Basicos da Teoria de Grafos

Um grafo constitui uma estrutura matematica amplamente empregada para modelar
relagdes entre objetos, em que os objetos sdo representados por vértices (ou nds) e as relacdes
entre eles por arestas. Formalmente, um grafo é definido como um par ordenado G(V, E), em
que V representa o conjunto de vértices, V' = {vy,vs,...,v,}, e E corresponde ao conjunto
de arestas, formado por pares de vértices {u, v}, que indicam as conexdes existentes entre 0s
elementos (FEOFILOFF; KOHAYAKAWA; WAKABAYASHI, 2004).

Conforme exemplificado na Figura 1, apresenta-se a representacdo gréafica do grafo
G(V,E), em que o conjunto de vértices é V' = {1,2,3,4,5,6,7} e o conjunto de arestas é £ =
{(1.2),(1,3),(24),(3,4),(4,5),(5.6)}.

Figura 1 — Representacdo grifica do grafo G(V,E).

Fonte: Modificado de Feofiloff, Kohayakawa e Wakabayashi (2004).

Os grafos podem ser classificados, principalmente, em dois tipos: direcionados e nao
direcionados. Nos grafos direcionados, as arestas possuem uma orientacio especifica, geralmente
representada por setas que indicam o sentido da relacdo entre os vértices. Ja nos grafos nao
direcionados, as arestas nao apresentam orientacdo, sendo representadas apenas como linhas
entre os vértices. Cada tipo de grafo possui implicacdes distintas quanto a interpretagdo e ao
comportamento das relagcdes modeladas (RECUERO, 2014).
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Como mostrado na Figura 1, tem-se um grafo ndo direcionado. Ja a Figura 2 apresenta
um grafo direcionado G(V,E), em que o conjunto de vértices é V' = {1,2,3,4} e o conjunto de
arestas € [J = {<172)7(173)7(273)7(274)7(374>}

Figura 2 — Representacdo de um grafo G(V,E) direcionado.

Fonte: Modificado de Macambira et al. (2022).

Em um grafo ndo direcionado, um caminho € definido como uma sequéncia de vértices
(v1,va,...,v,), em que p representa a quantidade de vértices que compdem o caminho. Para cada
1 <7 < p, existe uma aresta que conecta v; a v; 1. Nesse caminho, ndo ha repeticdo de vértices.
O comprimento do caminho € dado por p — 1, que corresponde ao nimero de arestas percorridas.
Como os grafos nao direcionados nao possuem orientacdo, basta que exista uma aresta entre cada
par de vértices consecutivos na sequéncia, independentemente do sentido (FREITAG, 2025).

Um ciclo em um grafo corresponde a um caminho fechado no qual o primeiro € o
ultimo vértice coincidem (v; = v,), com p > 3, e todos os demais vértices sdo distintos entre si.
Em outras palavras, trata-se de uma sequéncia de vértices que retorna ao ponto de partida sem
repetir vértices, exceto o vértice inicial/final (FREITAG, 2025).

Conforme ilustrado na Figura 1, € possivel identificar um caminho entre os vértices 1
e 6, por exemplo: 1 — 2 — 4 — 5 — 6, com comprimento igual a 4. Além disso, o conjunto
(1,2,4,3,1) forma um ciclo, pois retorna ao vértice inicial e todos os vértices intermedidrios sdo
distintos entre si. Ja na Figura 2, na pagina 5, observa-se um caminho direcionadode 1 — 2 — 4,
com comprimento 2. Nao h4 ciclo neste grafo, uma vez que ndo existe uma sequéncia que retorne
ao vértice inicial seguindo a orientagdo das setas.

Considera-se um grafo rotulado aquele que possui valores (ou rétulos) atribuidos aos
seus vértices ou arestas. Esses rétulos podem ser nimeros ou, em algumas abordagens, cores.
Quando tanto os vértices quanto as arestas apresentam rétulos, o grafo € denominado totalmente
rotulado. A Figura 3 ilustra um exemplo desse tipo de grafo, no qual possuem rétulos numéricos
associados. (AIRES, 2015).

Denomina-se complemento de um grafo G(V, E), o grafo G(V, E), que possui o mesmo
conjunto de vértices V. Para todo par de vértices distintos {u, v}, a aresta {u, v} pertence a £
se, € somente se, essa aresta ndo pertence a ¥’ (MACAMBIRA et al., 2022).

Por exemplo, a Figura 4 ilustra essa relacdo: a Figura 4b apresenta o complemento do
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Figura 3 — Representac¢ao de um grafo rotulado.

Fonte: Modificado de Aires (2015).

grafo mostrado na Figura 4a.

Figura 4 — Representacdo de um grafo e de seu complemento.

(@G b) G

Fonte: Modificado de Macambira et al. (2022).

Quando uma aresta estd ligada a um vértice, diz-se que ela € incidente ou adjacente a
esse vértice. O nimero de arestas incidentes determina o grau do vértice, representado por d. Por
exemplo, no grafo da Figura 4a, o vértice 1 possui grau 2, ou seja, d = 2 (AIRES, 2015).

No estudo de grafos, destacam-se dois tipos importantes de grau: o grau minimo e o
grau maximo. O grau minimo de um grafo GG, denotado por 6(G), corresponde ao menor nimero
de arestas incidentes a qualquer vértice do grafo. Por sua vez, o grau méximo, representado por
A(G), é o maior nimero de arestas incidentes a algum vértice de GG. No grafo da Figura 4b,
observa-se que o vértice 8 ndo possui nenhuma aresta conectada, ou seja, seu grau € zero. Dessa
forma, o grau minimo do grafo G é 6(G) = 0. Por outro lado, o vértice 1 apresenta trés arestas
incidentes, sendo, portanto, o vértice de maior grau no grafo. Assim, o grau maximo de G é
A(G) = 3 (FEOFILOFF; KOHAYAKAWA; WAKABAYASHI, 2004).

Diz-se que G1(V}, Ey) é subgrafo de G(V, E) se, e somente se, V; C Ve E; C F.
Quando G; € um subconjunto préprio de G (isto €, G; # (), diz-se que (G; € um subgrafo
proprio, denotado por G; C G (FREIRE, 2024).
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Dado um subconjunto de vértices V; C V' de um grafo G(V, E), o subgrafo induzido
por Vi é o grafo G(V1, E1), cujo conjunto de arestas £; é formado por todas as arestas de
E que possuem ambos os extremos em V;. Formalmente, F; = {(u,w) € E | u,v € Vi}
(MACAMBIRA et al., 2022).

A Figura 5a ilustra o grafo original G e dois subgrafos derivados: G; e G. O grafo
(1, apresentado na Figura 5b, € um subgrafo induzido, pois contém um subconjunto de vértices
de G, neste caso, {2,3,4,5,6}, e todas as arestas do grafo original que conectam pares desses
vértices. Em outras palavras, nenhuma conexao entre os vértices selecionados foi omitida, o que
caracteriza um subgrafo induzido por vértices.

Por outro lado, o grafo (G5, mostrado na Figura Sc, € um subgrafo préprio de G, mas
ndo é um subgrafo induzido. Isso ocorre porque, por exemplo, os vértices 2 e 3 pertencem a G

e (2,3) é uma aresta de GG, mas ndo de Go.

Figura 5 — Exemplos de subgrafo induzido e subgrafo préprio.

(@) G (b) Gy (c) G2

Fonte: Modificado de Macambira et al. (2022).

Além disso, um subgrafo G1(V;, E;) é denominado subgrafo gerador de um grafo
G(V, E) se V1 =V, isto é, se contém todos os vértices de GG. Nessa configuracdo, o subgrafo
preserva a estrutura de vértices do grafo original, podendo, entretanto, apresentar um subconjunto
das arestas (FREIRE, 2024).

Na Figura 6, o grafo G mostrado na Figura 6a representa o grafo original, enquanto o
grafo (51, apresentado na Figura 6b, é um subgrafo gerador de G. Observa-se que G; contém
todos os vértices de (G, porém apenas um subconjunto das arestas, satisfazendo assim a definicao
de subgrafo gerador.

Denomina-se clique de um grafo G um subgrafo completo, ou seja, um conjunto de vér-
tices no qual todos os pares distintos de vértices estdo conectados por uma aresta. Formalmente,
um conjunto L, C V' é uma clique se o subgrafo induzido por L,,, denotado por G|[L,], é um
grafo ndo atribuido. Nesse contexto, a nota¢do L,, representa um grafo completo com n vértices,
ou seja, um subgrafo em que todos os vértices estio mutuamente conectados. O tamanho de uma

clique € definido pelo niimero de vértices que a compdem (MACAMBIRA et al., 2022).



Capitulo 2. FUNDAMENTACAO TEORICA 8

Figura 6 — Exemplo de subgrafo gerador.
(@G (®) G1

Fonte: Modificado de Freire (2024).

Uma clique maximal € uma clique que ndo pode ser expandida, isto é, ndo existe vértice
fora do conjunto que possa ser adicionado a ela sem que ela deixe de ser um subgrafo completo.
Em outras palavras, uma clique L,, ¢ maximal se ndo existe um conjunto estritamente maior que
contenha L,, e que também seja uma clique. Vale destacar que toda clique maximal € uma clique,
porém nem toda clique é maximal (LOZADA, 1996).

A clique maxima de um grafo GG € a clique de maior tamanho possivel em G. O tamanho
da clique méxima é denotado por w((G), que representa o maior nimero de vértices que formam
uma clique em G. E importante destacar que pode haver mais de uma clique maxima em um
grafo. Isso significa que podem existir diferentes conjuntos de vértices, cada um formando uma
clique com o tamanho maximo, porém compostos por vértices distintos. Em outras palavras, a
clique mdxima nao € necessariamente Unica, mas todas as cliques maximas possuem 0 mesmo
numero de vértices (LOZADA, 1996).

Conforme ilustrado na Figura 7, considera-se o grafo G(V, E), com V = {1,2,3/4,
5,6,7,8}. O conjunto {1,2,3} forma uma clique maximal de tamanho 3, pois ndo pode ser
expandida sem perder a completude. J4 o conjunto {4,5,6,7,8} é uma clique méxima, pois
possui 0 maior nimero de vértices conectados entre si. Portanto, neste grafo, a maior clique
identificada tem tamanho 5, definindo w(G) = 5. Dentro dessa clique maior, existem outras
cliques menores, uma vez que qualquer subconjunto de vértices adjacentes também constitui um
subgrafo completo. Esse exemplo demonstra que um grafo pode conter varias cliques maximais
e cliques de diferentes tamanhos.

Denomina-se conjunto independente (ou conjunto estavel) de um grafo G' qualquer
subconjunto de vértices S C V tal que ndo existam dois vértices adjacentes contidos em .S.
Em outras palavras, o subgrafo induzido por S é sem arestas. A cardinalidade de um conjunto
independente corresponde ao nimero de vértices que ele contém (MACAMBIRA et al., 2022).

Um conjunto independente maximal € um conjunto independente que ndo pode ser
ampliado pela inclusdo de outros vértices sem perder a propriedade de independéncia. Em outras
palavras, trata-se de um conjunto que ndo estd contido em nenhum outro conjunto independente
estritamente maior ISERNHAGEN; BARBOSA, 2006).
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Figura 7 — Um grafo que possui cliques de diferentes tamanhos.

Fonte: Modificado de Pinto e Silva (2021).

J4 um conjunto independente médximo, representado por «(G), é o conjunto indepen-
dente de maior cardinalidade entre todos os conjuntos independentes possiveis no grafo GG
(ISERNHAGEN; BARBOSA, 2006).

Conforme ilustrado na Figura 8, onde o conjunto de vértices é V' = {1,2,3,4,5,6} e
o conjunto de arestas é F = {(1,2),(2,3), (3,4), (4,5), (5,6), (6,1)}. Nesse grafo, o conjunto
{1,3,5} forma um conjunto independente maximo, pois contém o maior nimero de vértices nao
adjacentes entre si, definindo «(G) = 3. Outros conjuntos independentes também podem ser
identificados, como {2,4,6}. Além disso, pares como {1,4}, {2,5} e {3,6} sdo independentes

maximais.

Figura 8 — Um grafo com exemplos de conjuntos independentes.

©

Fonte: Modificado de Cordeiro (2015).

Alguns conceitos importantes em teoria dos grafos envolvem as nocdes de clique e
conjunto independente, destacando-se, nesse contexto, os grafos split e os grafos bipartidos. Um
grafo split € aquele cujos vértices podem ser particionados em dois conjuntos: um que forma
uma clique e outro que forma um conjunto independente (HAMMER; SIMEONE, 1981).

Conforme o grafo apresentado na Figura 9, € possivel identificar a divisdo entre os

dois subconjuntos de vértices. A esquerda, observa-se uma clique formada pelos vértices
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{1,2,3,4,5}, onde todos os vértices estdo conectados entre si. A direita, encontram-se 0s
vértices {6,7,8,9,10}, que formam um conjunto independente, ou seja, ndo hd arestas ligando

qualquer par desses vértices.

Figura 9 — Um grafo split.

Fonte: Modificado de Freire (2024).

Ja os grafos bipartidos sdo aqueles cujo conjunto de vértices pode ser particionado em
dois conjuntos independentes, de modo que ndo existam arestas entre vértices pertencentes ao
mesmo conjunto (FREIRE, 2024).

Na Figura 10, tem-se um exemplo de grafo bipartido. Os vértices estdo particionados
em dois grupos: o primeiro com os vértices {1,5} e o segundo com os vértices {2, 3,4,6}. As
arestas ocorrem apenas entre vértices de grupos distintos, sem conexdes internas em cada grupo,

0 que caracteriza a presenca de dois conjuntos independentes e a auséncia de cliques.

Figura 10 — Um grafo bipartido.

Fonte: Modificado de Aires (2015).

2.2 Complexidade Computacional

Nesta se¢do, sdo apresentados exemplos de problemas cuja complexidade computacional

€ conhecida, com énfase nas classes P e N P-completo, destacando casos representativos de
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problemas considerados tratdveis e intrataveis.

A complexidade computacional é o ramo da ciéncia da computacao que investiga as
razdes pelas quais certos problemas sao dificeis de serem resolvidos por computadores. Ela
classifica os problemas de acordo com o tempo necessario para sua solu¢do por algoritmos
deterministicos, isto €, algoritmos que, para uma mesma entrada, sempre produzem a mesma
saida e seguem uma sequéncia fixa de execucdo. A classe P engloba os problemas que podem
ser resolvidos em tempo polinomial, sendo, portanto, considerados tratdveis na préatica. Ja a
classe NV P retine problemas para os quais nao se conhece um algoritmo deterministico eficiente
de resolu¢do, mas cuja verificacdo de uma solucdo candidata pode ser feita em tempo polinomial.
A classe N P-completo abrange os problemas mais dificeis dentro de N P. Esses problemas t€ém
uma propriedade importante: a resolucio de qualquer um deles em tempo polinomial implicaria
a resolucdo de todos os problemas de /N P em tempo polinomial. Por essa razao, os problemas
N P-completo sao considerados os mais desafiadores da classe N P (AIRES, 2015).

2.2.1 Problemas de Complexidade Polinomial

Nesta secao, sdo apresentadas algumas classes de problemas pertencentes a classe P,
ou seja, problemas que podem ser solucionados por algoritmos deterministicos que executam em

tempo polinomial.

2.2.1.1 Busca em Largura (BFS)

A determinagdo das componentes conexas de um grafo pode ser realizada em tempo
polinomial. Para essa tarefa, emprega-se a Busca em Largura (BF'S), que percorre o grafo por
niveis, iniciando a exploracdo a partir de um vértice escolhido. A BF'S visita todos os vizinhos
imediatos antes de avancar para os vértices dos niveis seguintes, utilizando uma fila para manter
a ordem de exploracdo (FARIA, 2024).

A BF'S explora as arestas de forma sistematica até identificar todos os vértices alcanca-
veis a partir da fonte. O algoritmo determina a menor distancia, em nimero de arestas, da fonte
até cada vértice e constroi uma arvore de busca em largura enraizada nesse vértice inicial. Cada
vértice recebe uma cor para indicar seu estado de descoberta: branco para vértices ainda nao
descobertos, cinza para vértices descobertos que ainda possuem vizinhos a serem explorados e
preto para vértices totalmente explorados. A estrutura de fila € essencial para o funcionamento
do algoritmo e, garantindo que os vértices sejam processados por niveis. Durante a execugao,
todos os vértices a uma distancia d do vértice fonte sao explorados antes dos de distancia d + 1,
garantindo que o BF'S encontre o menor caminho em nimero de arestas a partir de um vértice
fixo. O algoritmo funciona em grafos direcionados ou nao direcionados e possui complexidade
O(n + m) (CORMEN et al., 2001).

O Algoritmo 1 apresenta o procedimento da BF'S para percorrer um grafo a partir de
um vértice fonte s, escolhido arbitrariamente entre os vértices de V. Na etapa de inicializacao, o

algoritmo percorre todos os vértices do grafo, marca cada um deles como branco, atribui a eles
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uma distancia infinita e seus predecessores nulos. Para o vértice escolhido como fonte, a cor é
alterada para cinza, a distancia € definida como zero e o predecessor é definido como nulo. Em
seguida, esse vértice € inserido na fila, dando inicio ao processo de exploracdo do grafo. Durante
a execugdo, a varidvel u representa o vértice que estd sendo processado no momento, ou seja,
aquele que acabou de ser removido da fila, enquanto a varidvel v representa cada vizinho de u
que serd analisado (CORMEN et al., 2001).

Em cada iteracdo, o primeiro elemento da fila é removido pela operagado DESENFI-
LEIRA e armazenado na varidvel u, que corresponde ao vértice atualmente em processamento.
Em seguida, sdo analisados todos os vértices v adjacentes a u. Se um vértice v estiver branco,
ele € marcado com cinza, sua distancia é atualizada para um nivel acima de u, e v € inserido no
final da fila por meio da operacao ENFILEIRA. Quando todos os vizinhos de u sdo processados,

u € marcado como preto, sinalizando que sua exploragdo foi concluida (CORMEN et al., 2001).

Algoritmo 1: Busca em Largura (BF'S)
Entrada: G(V,E), vértice fonte s € V
Saida: d e 7 a partir de s

1 inicio

2 parau € V,u # s faca

3 cor[u] + BRANCO

4 dlu] + oo

5 m[u] <~ NULL

6

7

8

9

fim

cor[s] < CINZA
d[s] + O

m[s] + NULL

10 Q<+ 0

1 | ENFILEIRA(Q, s)

12 | enquanto () # () faca

13 u <+ DESENFILEIRA(Q)
14 para v € Adjlu| faca

15 se cor[v] = BRANCO entao
16 cor[v] «+ CINZA
17 d[v] < dJu] +1

18 mv] < u

19 ENFILEIRA(Q, v)
20 fim

21 fim

22 cor[u] < PRETO

23 fim

24 retorna d, 7

25 fim

Conforme apresentado na Tabela 1, baseada na Figura 10, na pagina 10, a BF'S pode ser
exemplificada considerando o vértice 1 como fonte. Na primeira tabela, antes da seta, o vértice

1 € marcado como cinza, com distancia igual a zero e sem predecessor, enquanto os demais
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vértices permanecem brancos, com distancia infinita e predecessores nulos. Nesse momento, a
fila contém apenas o vértice 1. Durante a execug¢do, cada vértice é removido da fila, marcado
como preto e seus vizinhos brancos sdo descobertos, passando a ter cor cinza, distancia atualizada
e predecessor correspondente, sendo entdo enfileirados. Esse processo se repete até que todos
os vértices alcancaveis sejam explorados. Na segunda tabela, ao lado da primeira e apds a seta,
observa-se o estado final da execucdo. Ao final, todos os vértices apresentam cor preta, distancia

minima e predecessores definidos, e a fila encontra-se vazia.

Tabela 1 — Execucdo do BFS.

| cor [d] 7 | | cor [d| 7 |
1 CINZA 0 NULL 1 PRETO 0 NULL
2 BRANCO oo NULL 2 PRETO 3 5
3 BRANCO o~ NULL — 3 PRETO 1 1
4 BRANCO oo NULL 4 PRETO 1 1
5 BRANCO oo NULL 5 PRETO 2 3
6 BRANCO oo NULL 6 PRETO 3 5

o] 1 0] L3452

Fonte: Autoria prépria.

2.2.1.2 Busca em Profundidade (DFS)

Mais um exemplo de problema resolvido em tempo polinomial € a identificagdo das
componentes conexas de um grafo por meio da busca em profundidade (D F'S). Nesse método,
o algoritmo explora sistematicamente os vértices, avangando o maximo possivel a partir de cada
ponto antes de retroceder. Esse processo € implementado de forma natural por meio da recursao:
sempre que um vértice ndo possui mais arestas a serem percorridas, a execugdo retorna ao vértice
descoberto mais recentemente que ainda possui caminhos nao explorados.Dessa forma, todos
os vértices alcancdveis a partir de uma origem sao visitados, caracterizando uma componente
conexa (FREITAG, 2025).

Assim como na busca em largura, os vértices sao coloridos durante a busca para indicar
seu estado. Cada vértice € inicialmente branco, passa a cinza quando € descoberto e torna-se
preto quando sua lista de adjacéncias € totalmente examinada. Essa estratégia garante que cada
vértice tenha seu predecessor definido e que a ordem de exploragdo seja corretamente registrada.
Além disso, a busca em profundidade também registra o tempo de descoberta e finalizacao de
cada vértice. A complexidade desse algoritmo é O(n + m) (CORMEN et al., 2001).

O Algoritmo 2 percorre todos os vértices do grafo, inicializando cada um como branco e
com predecessor nulo. Em seguida, o tempo € zerado. Para cada vértice u, que representa o vértice
atualmente analisado no lago principal, verifica-se a sua cor. Caso u esteja branco, significa
que ainda ndo foi visitado, e entdo é chamado o procedimento DFS-VISITA (Algoritmo 3) para

iniciar a exploragao a partir desse vértice (CORMEN et al., 2001).
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Algoritmo 2: Busca de Profundidade (DFS)
Entrada: G(V,E)
Saida: 7, d, f
inicio

parau € V faca

cor[u] + BRANCO

7[u] < NULL

tempo < 0

parau € V faca

se cor[u] = BRANCO entao
| DFS-VISITA(u)

10 fim

11 fim

12 fim

1
2
3
4
5 fim
6
7
8
9

O Algoritmo 3, realiza a exploracao recursiva de um vértice. Inicialmente, ele marca
o vértice como cinza, atualiza o tempo e registra o instante de descoberta d[u|. Em seguida,
para cada vértice adjacente a u, verifica se ele ainda estd branco. Caso esteja, define © como
predecessor desse vértice e chama recursivamente o DFS-VISITA para continuar a exploragdo
a partir dele. Apds explorar todos os vizinhos brancos, o vértice v ¢ marcado como preto, o
tempo é novamente incrementado e o instante de finalizagdo f[u] é registrado. Dessa forma, cada
chamada do DFS-VISITA contribui para determinar a ordem de descoberta e finalizacido dos

vértices, bem como a relagdo de precedéncia entre eles (CORMEN et al., 2001).

Algoritmo 3: DFS-VISITA
Entrada: G(V,E), u
Saida: 7, d, f

1 inicio

2 tempo < tempo + 1

3 d[u] < tempo

4 cor[u] < CINZA

s | parav € Adj[u faca

6

7

8

9

se cor[v] = BRANCO entao
m[v] « u
DFS-VISITA(v)

fim

10 fim

1 cor[u] «+ PRETO

12 tempo < tempo + 1

13 flu] « tempo

14 fim

Conforme apresentado na Tabela 2 e ilustrado na Figura 10, na pigina 10, na primeira

tabela, antes da seta, no DF'S todos os vértices comecam brancos, com predecessores 7|u| =
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NULL e tempo inicial igual a zero. Qualquer vértice branco pode ser escolhido para iniciar a
busca; neste exemplo, foi selecionado o vértice 1. Durante a execugdo, cada vértice € visitado pela
procedimento DFS-VISITA, sendo marcando como cinza, registrando o tempo de descoberta
d[u] e explorando recursivamente seus adjacentes brancos. Na segunda tabela, ao lado da
primeira e apds a seta, observa-se o estado final da execucao. Ao final da exploragdo, o vértice €
marcado como preto, o tempo de finalizagdo f|u] é registrado e todos os predecessores 7[v] sdo
definidos. Quando a busca termina, todos os vértices apresentam cor preta, tempos de descoberta

e finalizagcdo determinados, além de predecessores atribuidos.

Tabela 2 — Execug¢do do DFS.

| cor [d[f] 7w | | cor [d]f] 7 |
1 BRANCO - - NULL 1 PRETO 1 12 NULL
2 BRANCO - - NULL 2 PRETO 4 5 5
3 BRANCO - - NULL — 3 PRETO 2 9 1
4 BRANCO - - NULL 4 PRETO 10 11 1
5 BRANCO - - NULL 5 PRETO 3 8 3
6 BRANCO - - NULL 6 PRETO 6 7 5
tempo =0 tempo = 12
Fonte: Autoria prépria.
2.2.1.3 2-SAT

Entre os problemas que podem ser resolvidos em tempo polinomial, destaca-se o 2-SAT,
que corresponde a uma restricdo do problema de Satisfatibilidade Booleana (SAT). O SAT ¢
um problema de decisdo no qual a instancia consiste em uma expressao booleana composta por
varidveis, parénteses e operadores 16gicos AND (A), OR (V) e NOT (7). O objetivo é determinar
se existe alguma atribui¢cdo de valores verdadeiros ou falsos para as varidveis de forma que toda
a expressao verdadeira (FREITAG, 2025).

No caso especifico do 2-SAT (ou 2-satisfatibilidade), cada cldusula da férmula contém
no maximo dois literais, isto €, duas varidveis ou negacOes dessas varidveis. Essa restri¢cao
estrutural possibilita a aplicacdo de algoritmos especializados capazes de resolver o problema
de forma eficiente. Como resultado, o 2-SAT pode ser solucionado em tempo polinomial, com
complexidade O(n + m) (FREITAG, 2025).

Uma abordagem eficiente para resolver o problema 2-SAT foi apresentada por Aspvall,
Plass e Tarjan (1979), utilizando o algoritmo de Tarjan. Esse algoritmo identifica componentes
fortemente conexas (SCCs) em grafos direcionados, permitindo detectar ciclos que indicam se a
férmula € satisfativel ou ndo. O método baseia-se na transformagao da expressao booleana em
um grafo de implicacdo, no qual cada varidvel e sua negacdo correspondem a vértices, enquanto
as clausulas sdo representadas por arestas direcionadas.

Para a resolucdao do problema 2-SAT, conforme apresentado por Aspvall, Plass e

Tarjan (1979), € necessario que a férmula esteja representada na forma 2-CNF (Forma Normal
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Conjuntiva, com cldusulas contendo até dois literais). Uma férmula estd na forma 2-CNF quando
¢ expressa como uma conjungao (operador l6gico AND) de cldusulas, em que cada cldusula
contém, no maximo, dois literais. Essa estrutura padronizada permite a aplicacdo direta do
método de construcdo do grafo de implicagdo, utilizado para determinar a satisfatibilidade da
férmula.

Formalmente, uma Férmula 2-CNF pode ser escrita como: (€1 V €3) A (3 V £y) A ...,

em que cada /,, representa um literal. Por exemplo, considere a Férmula C:
C = (l’l \/TQ) A (fl V {L‘Q) N (Tl \/TQ) A (ZEl \/fg).

Neste caso, cada cldusula contém exatamente dois literais, que podem ser varidveis booleanas ou
suas negacoes (ASPVALL; PLASS; TARJAN, 1979).

Para a resolucdo do problema 2-SAT, é fundamental transformar cada cldusula da
férmula em implicagdes 16gicas, conforme apresentado por Aspvall, Plass e Tarjan (1979). Dada
uma cldusula da forma ([; V l5), podem-se derivar duas implica¢des logicamente equivalentes:
Iy, > 1, e Iy —l. Assim, para cada clausula sdo geradas duas implicagdes. Na primeira,
o primeiro literal é considerado falso e o segundo permanece inalterado, resultando em uma
implicacdo em que o primeiro aparece negado. Na segunda, ocorre o inverso: o segundo literal é
considerado falso e o primeiro permanece inalterado, gerando uma implicacdo em que o segundo
aparece negado. Caso o literal original j4 esteja negado, o valor 16gico se inverte na implicagdo,
tornando-o positivo. Essa transformacgao bidirecional é o que permite representar cada cldusula
como duas implicagdes no grafo de implicagdo.

No exemplo da Férmula C, a Tabela 3 apresenta as implicagdes logicas geradas a
partir de cada cldusula, evidenciando como cada uma delas € convertida em duas implicagdes

direcionais no grafo de implicagdo.

Tabela 3 — Implicagdes do Problema 2-SAT.

| Cldusula | Implicagéo 1 | Implicagdo 2 |

(371 \/Tg) T1 — Ty To — T
(.’El V .2132) 1 — X9 Ty — X1
(fl \/TQ) X1 — To To — X1
(Il vV I3) 1 — T3 T3 — I

Fonte: Autoria propria.

Apo6s a transformacgdo das cldusulas em implicagdes ldgicas, o proximo passo na
resolucdo do problema 2-SAT consiste na constru¢do do grafo de implicacio. Nesse grafo, cada
literal e sua negacao correspondem a vértices distintos. Assim, para n varidveis booleanas, sdo
criados 2n vértices, representando Iy, l;, ls,ls, ..., I, 1,. As arestas direcionadas desse
grafo representam as implicacOes derivadas de cada cldusula. Especificamente, cada implicacdo
da forma [; — [, é representada por uma aresta que parte do vértice /; e aponta para o vértice [ .

Dessa forma, o grafo de implica¢do concentra todas as restricdes 16gicas da férmula, permitindo
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a andlise estrutural necessdria para determinar a satisfatibilidade (ASPVALL; PLASS; TARJAN,
1979).

No exemplo da Férmula C, a Figura 11 ilustra o grafo de implicagdes construido a
partir das cldusulas correspondentes. Nesse grafo, cada vértice representa um literal ou sua
negacao, enquanto cada aresta direcionada corresponde a uma implicacdo 16gica derivada da
transformacdo da féormula. Essa representacdo gréfica concentra todas as restricdes impostas

pelas cldusulas e constitui a base para a andlise de satisfatibilidade no problema 2-SAT.

Figura 11 — Grafo de implica¢des do problema 2-SAT.

Fonte: Autoria prépria.

Ap06s a construcao do grafo de implicacdes, € necessdrio identificar as componentes
fortemente conexas (SCCs), que correspondem a conjuntos de vértices nos quais cada vértice
pode alcancar todos os outros por meio de caminhos direcionados. Essa etapa permite analisar a
estrutura do grafo e verificar condi¢gdes de satisfatibilidade. A identificacdo das SCCs pode ser
realizada de forma eficiente por meio do algoritmo de Tarjan (ASPVALL; PLASS; TARJAN,
1979).

O algoritmo de Tarjan, proposto por Tarjan (1972), identifica as componentes fortemente
conexas (SCCs) de um grafo direcionado em uma unica busca em profundidade. A complexidade
do algoritmo é O(n +m). Cada vértice recebe um nimero de descoberta d[u]| e um valor minimo
low[u], que representa o menor ndmero de descoberta alcangével a partir dele. O algoritmo utiliza
uma pilha para armazenar os vértices que ainda ndo foram atribuidos a uma SCC, garantindo
que todos os vértices de um mesmo componente permanecam agrupados até sua identificacao.
Durante a execucdo, para cada vértice que ainda ndo foi visitado, a busca em profundidade
localiza todos os vértices que pertencem ao mesmo componente fortemente conexo. Quando
esse componente € completamente identificado, todos os seus vértices sdo removidos da pilha e
registrados como uma nova SCC.

O Algoritmo 4 apresenta esse procedimento. No inicio da execugdo, a varidvel que
representa o contador de vértices visitados € inicializada com zero e a pilha M € criada vazia e a
estrutura SCCs também comeca vazia. Para cada vértice u, o valor de d[u] e low[u] sdo definidos
como infinito, indicando que o vértice ndo foi descoberto. Além disso, a varidvel onStack recebe
falso para todos os vértices, mostrando que nenhum deles estd na pilha no inicio. Em seguida,

para cada vértice u no grafo, se d|u| seja igual a infinito, a fungdo TARJAN-VISITA, apresentada
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no Algoritmo 5, é chamada para iniciar a exploracao a partir desse vértice, passando também a
estrutura SCCs. A escolha do vértice inicial pode ser qualquer um, ja que o algoritmo garantira

que todos os vértices do grafo sejam visitados no final da execugao.

Algoritmo 4: Tarjan
Entrada: G(V,E)
Saida: SCCs

1 inicio

2 visitado < 0

3 M« 0

4 SCCs + 0

5 parau € V faca

6 dlu] + oo

7 low[u] <+ oo

8 onStack[u] + FALSO
9 fim

10 parau € V faca

1 se d[u] = oo entio

12 | TARJAN-VISITA(u, SCCs)
13 fim

14 fim

15 fim

O Algoritmo 5, correspondente a0 TARJAN-VISITA, inicia atribuindo ao vértice atual
o niimero armazenado em visitado. Tanto d[u] quanto low][u] recebem esse valor, e em seguida
visitado € incrementado em uma unidade. O vértice u € empilhado na pilha M e marcado como
ativo, com onStack[«] definido como verdadeiro. Em seguida, cada vértice adjacente v de u é
analisado. Quando d[v] estd infinito, a fungdo TARJAN-VISITA é chamada recursivamente para
v. Ao retornar da chamada, low[u], é atualizado com o menor valor entre low|[u| e low[v]. Caso
contrdrio, quando v ja foi visitado e ainda estd na pilha, low[u] é atualizado com o menor valor
entre low[u] e d[v]. Depois que todos os vértices adjacentes sdo processados, se d|u| e low|u]
tiverem o mesmo valor, significa que v € a raiz de uma componente fortemente conexa. Nesse
momento, € criada uma estrutura chamada componente, inicialmente vazia. Os vértices comegam
a ser removidos da pilha um por um e armazenados nessa estrutura, até que u seja desempilhado.
O conjunto resultante corresponde a uma SCC completa, que € entdo inserida na estrutura SCCs.
Esse procedimento se repete para todos os vértices do grafo, permitindo identificar todas as
componentes fortemente conexas (TARJAN, 1972).

Conforme apresentado na Tabela 4, a execucdo do algoritmo de Tarjan para o grafo
de implicacdo da Figura 11, na pagina 17. Na primeira tabela, antes da seta inicia-se com o
contador visitado igual a zero, a pilha M vazia, todos os vértices com d[u] = 0o, low|[u] = oo,
onStack definido como FALSO e a estrutura SCCs também vazia. A fungdo TARJAN-VISITA ¢é
entdo chamada para iniciar a exploracgao. O vértice x3 é escolhido como ponto inicial, recebendo

d[z3] = low[zs] = 0, sendo marcado com onStack igual a VERDADEIRO e empilhado em
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Algoritmo 5: TARJAN-VISITA
Entrada: G(V,FE), u, SCCs
Saida: d, low, SCCs
inicio

1

2 | d[u] + visitado

3 low[u] < visitado

4 visitado < visitado + 1

5 Empilha(M, )

6 onStack[u] <~ VERDADEIRO

7 | parav € Adj[u] faca

8 se d[v] = oo entdo

9 TARJAN-VISITA(v, SCCs)
10 low|u] <= min(low[u], low][v])
11 fim

12 senao se onStack[v] = VERDADEIRO entao
13 | low[u] < min(low[u], d[v])
14 fim

15 fim

16 | sed[u] =low[u] entdo

17 componente < ()

18 repita

19 w <— Desempilha(M)

20 onStack[w] + FALSO

21 Adiciona(componente, w)
22 até w = u;

23 Adiciona(SCCs, componente)
24 fim
25 fim

L. Durante a execucgao, a fungdo TARJAN-VISITA € chamada recursivamente para os vértices
adjacentes ainda ndo visitados (1, =2, T, T3 € T3), atualizando os valores de d[u| e low[ul,
marcando onStack como VERDADEIRO e empilhando cada vértice. Sempre que d[u] e low|u]
assumem o mesmo valor, ocorre o desempilhamento de vértices até alcancar o vértice atual,
formando assim uma nova componente fortemente conexa (SCC). Na segunda tabela, ao lado da
primeira e apds a seta, observa-se o estado final da execucao. Ao final da execucdo, a pilha M
estd novamente vazia, onStack retorna para FALSO em todos os vértices e sdo identificadas as
seguintes SCCs:{T3}, {71, T2 }.{x1, 22}, e {x3}.

A Figura 12 apresenta o grafo das componentes fortemente conexas (SCCs) apds a
execucdo do algoritmo de Tarjan. Dessa forma, o algoritmo identifica de maneira sistemédtica
todas as SCCs do grafo, permitindo a separacdo precisa dos vértices de acordo com suas
interdependéncias. Caso uma varidvel e sua negacao pertengam a mesma componente fortemente
conexa, a formula € considerada insatisfativel, pois isso representa uma contradi¢io lgica. Caso
contrario, a férmula € satisfativel, existindo ao menos uma atribui¢ao de valores que a torna
verdadeira (ASPVALL; PLASS; TARJAN, 1979).
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Tabela 4 — Execugdo do Tarjan.

| d [ low [ onStack | | d | low | onStack |
T1 oo oo FALSO T1 1 1  FALSO
To oo oo FALSO Ty 2 1  FALSO
T3 o oo FALSO — T3 0 0 FALSO
T oo oo FALSO T 3 3 FALSO
To oo oo FALSO Ts 5 3 FALSO
T3 oo oo FALSO T3 4 4 FALSO
visitado =0 visitado = 6

M:@ M= T3, X 72T, L3, L2
SCCs = (Z) SCCs = {f3 , {fl,fg},{l‘l, l’z}, e {153}

Fonte: Autoria propria.

Figura 12 — Ordenacao topoldgica das componentes fortemente conexas.

Fonte: Autoria prépria.

Uma vez identificadas as componentes, elas sdo organizadas em ordem topoldgica, ou
seja, em uma sequéncia na qual, se existir uma aresta de uma componente contendo /; para outra
contendo /o, entdo [; aparece antes de [, na ordenacdo. Essa ordenacdo pode ser obtida utilizando
o Algoritmo 2, na pdgina 14, aproveitando os tempos de finalizagdo f[u] que o préprio DF'S
calcula. Para isso, basta ordenar os vértices de acordo com o tempo de finalizagcdo, do maior para
o menor (ASPVALL; PLASS; TARJAN, 1979).

O Algoritmo 6 apresenta um exemplo de como realizar a ordenagao topoldgica. Primeiro,
executa-se 0 DF'S para obter os tempos de finalizacdo f[u| de cada vértice. Em seguida,
os vértices sdo inseridos em uma lista e ordenados em ordem decrescente com base nesses
tempos. Apds essa ordenagdo, obtém-se a sequéncia topoldgica dos vértices utilizando o DF'S
(ASPVALL; PLASS; TARJAN, 1979).

Com base na Férmula C' e em suas componentes fortemente conexas (SCCs), apresenta-
das no grafo da Figura 12, na pégina 20, foi determinada a seguinte ordem topoldgica: {73} = 4,
{71, T2} = 3{x1, 22} =2, e {23} = 1.

Por ultimo, para realizar a atribuicdo dos valores 16gicos as varidveis do 2-SAT, o

Algoritmo 7 compara a posi¢ao na ordenacao topoldgica da componente fortemente conexa
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Algoritmo 6: Ordenacdo Topoldgica.
Entrada: G(V,E)
Saida: Ordem topoldgica
1 inicio
2 | Executar DFS(G) para obter f|u] de cadau € V/;
3 Lista < V;
4 ordenar(Lista, por f[u] em ordem decrescente);
5
6

retorna Lista;
fim

associada a cada varidvel /,, com o niimero da componente correspondente 4 sua negacio /.
Relembrando que, caso uma varidvel e sua nega¢do pertencam a mesma componente fortemente
conexa, a férmula € considerada insatisfativel. A regra de atribuicao estabelece que, se a posi¢do
topoldgica de /,, é menor que a posicdo topolégica de [, a varidvel [,, recebe o valor falso; caso
contrario, [,, recebe o valor verdadeiro (ASPVALL; PLASS; TARJAN, 1979).

Algoritmo 7: Atribuicado de valores a [,,.

Entrada: Ordem Topoldgicas de [,, e Ordem Topoldgicas de [,

Saida: Valor 16gico atribuido a /,,

inicio

se Ordem Topoldgica de (1,,) < Ordem Topoldgica de (I,,) entdo
‘ l,, < Falso

fim

senao
‘ l,, + Verdadeiro

fim

® NN R W N =

fim

Com base na Férmula C' apresentada, os valores 16gicos das varidveis sdo determinados
comparando a componente fortemente conexa de cada literal com a de sua negac¢do. Para z,
x9 € x3, verifica-se que Ordem Topoldgica(z;) é menor que Ordem Topoldgica(z;), o que leva
a atribuicdo do valor Falso para todas elas. Substituindo esses valores na férmula original
e considerando que Falso = Verdadeiro, todas as cldusulas sdo satisfeitas. Assim, C' =
(Verdadeiro) A (Verdadeiro) A (Verdadeiro) A (Verdadeiro) = Verdadeiro, confirmando
que a atribui¢@o obtida satisfaz toda a férmula.

2.2.14 Grafo Split

Outra classe importante € a dos grafos split. Hammer e Simeone (1981) demonstram
que esses grafos podem ser reconhecidos em tempo polinomial, com complexidade O(n + m),
por meio de uma férmula baseada na sequéncia de graus dos vértices, utilizando o conceito de

splittance. A splittance indica o nimero minimo de arestas que precisam ser adicionadas ou
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removidas para transformar um grafo qualquer em um grafo split. Quando o grafo j4 pertence a
essa classe, o valor da splittance € igual a zero.

Hammer e Simeone (1981) propuseram que, dado um grafo G(V, E') com n vértices, o
indice m(d) pode ser definido a partir da sequéncia de graus d = (dy, ds, . . ., d,), ordenada do
maior para o menor grau. Cada dj, representa o grau do vértice na posi¢do k da sequéncia, com
k assumindo valores inteiros de 1 até n. Aqui, k£ é apenas um indice de posi¢do na sequéncia
de graus, e ndo estd relacionado a outros conceitos que também utilizam a letra £ mais adiante
neste trabalho. O operador maximo (max) seleciona o maior valor de k que satisfaz a condi¢do
dr > k — 1. Assim, m(d) corresponde ao maior indice k cujo grau dj. € pelo menos k — 1,
determinando o tamanho da clique maxima que pode ser formada no grafo split derivado do

grafo original. A férmula é dada por:
m(d) = max{k | d > k — 1}.

Dada a Figura 9, na pagina 10, que ilustra um grafo candidato a classe dos grafos
split, aplica-se o Teorema de Hammer e Simeone (1981) para verificar se ele pertence a essa
classe, utilizando o cdlculo da splittance. Primeiramente, extrai-se a sequéncia de graus dos
vértices: d = (5,5,4,6,8,3,1,2,1,1). Apés ordenar em ordem decrescente, obtém-se: d =
(8,6,5,5,4,3,2,1,1,1). Em seguida, calcula-se m(d), que corresponde ao maior valor de k -
lembrando que aqui & € apenas o indice de posi¢ao na sequéncia de graus - que satisfaz d, > k—1.
Esse valor de k indica quantos vértices iniciais possuem grau suficiente para formar a clique

maxima do grafo split.
=820, dy=6>1, dy=5>2 di=5>3, ds=4>4, dg=3%5

A desigualdade deixa de ser satisfeita a partir de dg. Assim, conclui-se que m(d) = 5. Isso
significa que os cinco primeiros vértices da sequéncia tém grau suficiente para formar a clique
maxima do grafo split derivado.

Depois de determinar m(d), Hammer e Simeone (1981) mostram que é possivel calcular
a splittance o(G), que representa o nimero minimo de arestas que precisam ser adicionadas ou

removidas para transformar o grafo G em um grafo split. A férmula é dada por:

dl-).

A férmula é composta por duas partes complementam. A primeira parte, m(d)(m(d) —

m(d)

(@) = 5 ((m@on(@ ~1) = 3 ) + Z+

1

1) — Zm(d d;, indica o déficit de arestas entre os vértices que deveriam formar a clique. Esse
termo mostra quantas arestas faltam dentro da clique e também quantas dessas arestas acabam
aparecendo ligadas aos vértices que deveriam pertencer ao conjunto independente. Por esse
motivo, esse valor costuma ser negativo, pois representa exatamente o excesso de ligagcdes
inadequadas dos vértices da clique com o restante do grafo. A segunda parte da expressao,

i=m(d)+1 d corresponde as arestas incidentes nos vértices que deveriam compor o COIl_]uIltO
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independente. Todas as arestas desses vértices sdo somadas, incluindo aquelas entre eles e
também aquelas que os conectam aos vértices da clique. Isso produz um valor positivo, pois
representa o total de arestas que precisam ser removidas para que esses vértices se tornem
realmente independentes. Como a soma dos graus conta cada aresta duas vezes quando ambas
as extremidades estdo nesse subconjunto, esse valor tende naturalmente a ser maior. O fator %
corrige essa contagem dupla e garante que o resultado final represente exatamente o nimero
minimo de operacdes necessdrias para transformar o grafo em um grafo split. Quando o grafo ja
¢ split, a parte negativa e a parte positiva da expressido se compensam, resultando em o(G) = 0
o que significa que nenhuma modificagdo € necessaria (HAMMER; SIMEONE, 1981).

Com base no exemplo da Figura 9, na pagina 10, em que foi determinado que m(d) = 5,

calcula-se a splittance:

1 5 10

(@) = 2((5(5 —1)-3d) + ;di)

i=1

Primeiro, calcula-se o nimero de arestas necessarias para a clique maxima: 5(5 — 1) = 20. Em
seguida, a soma dos graus dos cinco primeiros vértices: >0, d; = 8 +6 +5 + 5+ 4 = 28,
Depois, a soma dos graus dos vértices restantes: 22-126 d;=3+2+14+ 1+ 1= 8. Substituindo
esses valores na férmula da splittance, tem-se: o(G) = %(20 —28) + 8 = 0. Como ¢(G) =0,
conclui-se que a splittance do grafo € nula. Isso significa que ndo sdo necessarias adi¢des ou
remog0es de arestas para que o grafo satisfaca as condi¢des de um grafo split. Assim, confirma-se
que o grafo representado na Figura 9, na pagina 10, pertence a classe dos grafos split, conforme
estabelecido pelo Teorema de Hammer e Simeone (1981).

Considerando o grafo apresentado na Figura 1, na péagina 4, cuja sequéncia de graus é
d=(3,2,2,2,2,1,0), temos m(d) = 3. Assim, o cdlculo da splittance fica:

a(G):;((3(3—1)—§:(3+2+2)+§7:(2+2+2+1+0)>

i=1 =4

Portanto, o(G) = 2. Esse resultado mostra que o grafo ndo pertence a classe dos grafos split.
Para que ele satisfaca as condi¢des dessa classe, sdo necessarias exatamente duas modifica¢des
na sua estrutura. No caso em andlise, ao remover as arestas {1,2} e {1,3} o grafo passa a atender

as propriedades de um grafo split.

2.2.1.5 Grafo Bipartido

Pode-se citar ainda o grafo bipartido, cuja verificacdo pode ser feita em tempo polino-
mial por meio do Algoritmo 1, na pagina 12, que corresponde ao algoritmo de busca em largura.
Durante a execugao, para cada aresta entre dois vértices, verifica-se se a distancia de um vértice
¢ diferente da distancia do seu adjacente. Se todas as arestas respeitarem essa condi¢do, o grafo
€ bipartido. Caso algum par de vértices adjacentes apresente a mesma distancia, o grafo ndo é
bipartido. A complexidade temporal do BF'S é O(n + m) (CORMEN et al., 2001).
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O Algoritmo 8 exemplifica esse procedimento. Inicialmente, todos os vértices recebem
distancia infinita. Em seguida, para cada vértice escolhido como fonte, caso sua distancia seja
infinita, o BF'S é chamado para iniciar a exploragdo a partir dele. Depois disso, para cada
aresta (u, v) do grafo, verifica-se se a distincia de u € igual a distancia de v. Se essa condic@o
ocorrer em alguma aresta, o algoritmo retorna falso, indicando que o grafo nio € bipartido. Caso

contrério, se nenhuma aresta violar a condicao, o grafo é considerado bipartido.

Algoritmo 8: Biparti¢do.
Entrada: G(V,E)
Saida: VERDADEIRO ou FALSO
1 inicio
2 parau € V faca
3 | du] + oo
4 fim
5 para s € V faca
6
7
8
9

se d[s] = oo entdo

| BFS(s)
fim

fim
10 para cada aresta (u,v) € E faca
1 se d[u] = d[v] entdo
12 | retorna FALSO
13 fim
14 fim
15 retorna VERDADEIRO
16 fim

Considerando a Figura 10, na pagina 10, que ilustra um grafo bipartido, aplica-se o
algoritmo para verificar a biparticdo. O vértice 1 foi escolhido como vértice fonte, resultando nas
seguintes distancias: d[1] = 0, d[2] = 3, d[3] = 1, d[4] = 1, d[5] = 2 e d[6] = 3.

No exemplo da Figura 7, na pagina 9, foi aplicada a verificagdo da biparti¢io iniciando
pelo vértice 1 como fonte. As distincias obtidas foram d[1] = 0, d[2] = 1, d[3] = 1, d[4] = 2,
d[5] = 2, d[6] = 3, d[7] = 3 e d[8] = 3. Na andlise do vértice 1 com seus adjacentes (vértices 2
e 3), observou-se que as distancias sdo diferentes, ndo havendo conflito. No entanto, ao verificar
o vértice 2 com seu adjacente, que € o vértice 3, constatou-se que ambos t€ém a mesma distancia.

Isso ja € suficiente para concluir que o grafo nao € bipartido.

2.2.2 Problemas de Complexidade NP-Completo

Nesta secdo, sdo apresentadas os problemas N P-Completo, que representam alguns dos
maiores desafios da ciéncia da computacdo. Esses problemas nao possuem algoritmos conhecidos
que os resolvam de forma eficiente e, por isso, sdo fundamentais para o estudo da complexidade

computacional.
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2.2.2.1 SAT

O problema SAT (Satisfatibilidade Booleana) tem importancia histérica por ter sido o
primeiro problema identificado como /N P-completo, conforme demonstrado por Cook (1971).
Diferentemente do 2-SAT, citado na Subse¢do 2.2.1.3, na pagina 15, em que cada cldusula possui
no maximo dois literais permitindo a constru¢iao de um grafo de implicacdes em que a presenca
de uma variavel e sua negacdo na mesma SCC indica insatisfatibilidade e garante resolu¢do em
tempo polinomial, o SAT geral admite clausulas com trés ou mais literais. Essa caracteristica
impede uma transformacdo simples para grafo de implica¢des, fazendo com que a quantidade de
combinacdes cresca rapidamente, o que torna o problema N P-completo.

O SAT pertence a classe N P, ou seja, € um problema para o qual, dada uma possivel
solucdo, € possivel verificar sua correcao em tempo polinomial. No caso do SAT, isso significa
que, ao receber uma atribui¢do de valores para as varidveis, pode-se verificar rapidamente se a
férmula € satisfeita. Por exemplo, considere a férmula C' = (21 Vxo Vas3) A (T Vay) A (22 VT3),
com a atribuicdo x1 = F, o = V, 23 = F e vy, = F'. Todas as cldusulas sao satisfeitas,
confirmando que a férmula é verdadeira para essa atribuicao. Isso mostra que, uma vez fornecida
uma solug¢do, sua validade pode ser verificada de forma eficiente, o que caracteriza os problemas
pertencentes a classe VP (COOK, 1971).

O problema SAT também € considerado N P-dificil. Isso significa que ele é pelo
menos tdo dificil quanto qualquer outro problema pertencente a classe N P. Essa propriedade
foi demonstrada por Cook (1971), que provou que qualquer problema da classe N P pode ser
transformado em uma instancia de SAT em tempo polinomial, ou seja, de forma eficiente.

Em termos mais praticos, Cook (1971) mostrou que € possivel construir uma expressao
booleana que simula o comportamento de qualquer mdquina de Turing nao deterministica, um
modelo tedrico de computador capaz de executar todos os cdlculos computdveis, considerando
todas as possibilidades de execu¢do ao mesmo tempo. A férmula resultante € satisfativel se, e
somente se, a miquina aceitar a entrada. Essa transformacao € feita de modo eficiente, em tempo
polinomial.

Portanto, se alguém encontrasse um algoritmo capaz de resolver o SAT em tempo
polinomial, todos os problemas da classe NP também poderiam ser resolvidos em tempo
polinomial. Por essa razdo, o SAT € simultaneamente N P (pois € possivel verificar uma solug¢ao
em tempo polinomial) e /N P-dificil (porque todos os problemas de N P podem ser reduzidos a
ele), sendo assim classificado como N P-completo (COOK, 1971).

Como consequéncia, o SAT serve como problema de referéncia: muitos outros proble-
mas sdo reduzidos a ele, o que permite demonstrar que esses problemas também pertencem a
classe N P-completos (COOK, 1971).
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2.2.2.2 3-SAT

Entre os problemas resolvidos em tempo ndo deterministico e pertencentes a classe dos
N P-completos, destaca-se 0 3-SAT. Assim como o 2-SAT, apresentado na Subsec¢do 2.2.1.3, na
pégina 15, o 3-SAT € uma variacao do problema SAT geral. O problema SAT geral citado na
Subsec¢do 2.2.2.1, na pagina 25, recebe como entrada qualquer férmula booleana expressa em
forma normal conjuntiva (CNF), isto €, uma conjuncdo de clausulas, onde cada cldusula € uma
disjuncao de literais (OLIVEIRA, 2004).

A diferenca entre eles estd na quantidade de literais por cldusula: no 2-SAT, cada cldusula
contém duas literais, enquanto no 3-SAT, cada clausula contém trés literais. Essa diferenca é
fundamental, pois permite que o 2-SAT seja resolvido em tempo polinomial, enquanto o 3-SAT
¢ N P-completo, ou seja, ndo existe algoritmo conhecido capaz de resolvé-lo de forma eficiente
em tempo polinomial (OLIVEIRA, 2004).

Formalmente, uma férmula em 3-CNF pode ser escrita como (¢ V €3 V €3) A (€4 V U5V
ls) A ... em que cada ¢, representa uma literal, isto é, uma varidvel booleana ou a negacéo de
uma variavel. (OLIVEIRA, 2004).

Karp (1972) demonstrou que o problema 3-SAT também € N P-completo.Para isso,
mostrou que qualquer instancia do problema SAT geral pode ser transformada, em tempo
polinomial, em uma instancia equivalente do 3-SAT, isto €, uma férmula em que cada cldusula
contém exatamente trés literais.

O processo consiste em ajustar as cldusulas do SAT para que todas tenham exatamente
trés literais. Quando uma cldusula possui mais de trés literais, ela € dividida em varias cldusulas
de trés literais por meio da introducdo de varidveis auxiliares. Ja as clausulas com menos de trés
literais sdo completadas com literais repetidos ou auxiliares até atingirem o formato necessario
(KARP, 1972).

Por exemplo, a cldusula (z1 V 25 V x3 V x4) pode ser transformada em duas cldusulas
de trés literais: (z1 V 3 Vy) A (T V 3 V x4), em que y é uma varidvel auxiliar. A nova férmula
em 3-SAT € satisfativel se, e somente se, a férmula original também € satisfativel. A varidvel
auxiliar y ndo altera a l6gica da expressdo, servindo apenas para permitir a divisdo de cldusulas
maiores em partes com trés literais (KARP, 1972).

Uma atribui¢do de valores pode ilustrar essa equivaléncia. Quando 1, = F, x5 = F,
r3 =V exy =V, acldusula original é verdadeira, e na versdao 3-SAT ela também pode ser
satisfeitacom y = V. Jadquando xy = F, vy = F, x3 = F e x4 = F', a cldusula original é falsa
e a versao 3-SAT também permanece insatisfativel, independentemente do valor atribuido a y.
Dessa forma, a transformacao mantém a l6gica da férmula e mostra que resolver o 3-SAT tem a
mesma dificuldade que resolver o SAT geral, confirmando que o 3-SAT é N P-completo (KARP,
1972).
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2.2.2.3 Problema do Clique

Outro problema considerado N P-completo € o Clique. Ele pertence a classe NP
porque, dado um grafo G' e um nimero ¢, é possivel verificar em tempo polinomial se existe uma
clique de tamanho ¢ em G. Isso significa que, ao receber uma solucio candidata, ou seja, um
conjunto de vértices, € possivel verificar rapidamente se todos os vértices desse conjunto sao
mutuamente adjacentes, formando uma clique. Essa capacidade de verificacdo eficiente € o que
caracteriza o problema como pertencente a classe N P (SZWARCFITER, 2018).

Para provar que o problema Clique é N P-completo, considera-se uma reducio do
problema SAT, citado na Subsecdo 2.2.2.1, na pagina 25, para o problema da Clique. Parte-se
de uma instancia de SAT, composta por uma expressao booleana em forma normal conjuntiva
(CNF) com p cldusulas, sendo p o nimero total de cldusulas da férmula. Como exemplo, pode-se
usar a formula C' = (z1 VT3) A (T1 VT3 V x3) A (T1 V 22 V T3) (SZWARCFITER, 2018).

A ideia da reducdo consiste em construir, a partir da expressao booleana, um grafo G de
modo que G possua uma clique de tamanho p se, e somente se, a férmula original € satisfativel.
Cada cldusula da férmula é representada por um conjunto de vértices, e cada literal, que pode
ser uma varidvel ou sua negac¢do, corresponde a um vértice no grafo. Os vértices pertencentes a
clausulas diferentes sdo conectados sempre que seus literais ndo forem contraditérios, isto €, ndo
representarem simultaneamente uma varidvel e a sua negacdo (SZWARCFITER, 2018).

Na Figura 13, cada vértice representa um literal de uma cldusula da férmula apresentada
como exemplo. As arestas conectam literais que podem coexistir em uma mesma solu¢ao
satisfatéria. Assim, identificar uma clique de tamanho p no grafo equivale a selecionar um literal
de cada cldusula de forma que todas sejam satisfeitas a0 mesmo tempo, mostrando visualmente
como a férmula SAT € convertida em um problema de clique.

Assim, uma clique de tamanho p no grafo construido representa a escolha de um literal
de cada cldusula que pode ser verdadeiro ao mesmo tempo, satisfazendo toda a férmula booleana.
No exemplo da Figura 13, a férmula possui trés clausulas, logo p = 3. Cada vértice do grafo
corresponde a uma literal, e as arestas conectam literais que nao se contradizem, isto €, que nao
representam simultaneamente uma varidvel e a sua negacdo (SZWARCFITER, 2018).

No exemplo apresentado, ao atribuir x1 =V, 29 = V e x3 = V, todas as cldusulas da
formula sdo satisfeitas. Essa atribui¢@o corresponde a uma clique de tamanho ¢ = 3, que coincide
com o nimero de cldusulas p. Isso confirma que € possivel selecionar um literal de cada cldusula
de forma que nao haja contradi¢des, garantindo assim a satisfatibilidade da férmula original
(SZWARCFITER, 2018).

Dessa forma, a constru¢do mostra que qualquer instancia do SAT pode ser transformada,
em tempo polinomial, em uma instancia do problema Clique. Isso comprova que o Clique é
N P-dificil. Como j4 foi demonstrado que o Clique pertence a classe NV P, conclui-se que ele é
N P-completo (SZWARCFITER, 2018).
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Figura 13 — Grafo da reduc¢ao SAT-Clique.

Fonte: Modificado de Szwarcfiter (2018).

2.2.24 Problema Conjunto Independente

Ainda dentro dos problemas /N P-completos, encontra-se o problema do conjunto
independente. A prova de que esse problema é N P-completo pode ser feita a partir do Problema
do Clique, citado na Subsecdo 2.2.2.3, na pigina 27, utilizando uma reducao baseada no grafo
complementar G (SZWARCFITER, 2018).

Seja G(V,E) uma instancia do Problema do Clique, em que ¢ representa o tamanho
da clique. Constréi-se o grafo complementar G(V, E), no qual cada aresta presente em G é
removida e cada par de vértices que ndo possuia aresta passa a estar conectado. Dessa forma,
existe uma clique de tamanho ¢ em G se, e somente se, existe um conjunto independente de
tamanho ¢ em G. Isso ocorre porque um conjunto de t vértices totalmente conectados em G
torna-se um conjunto de ¢ vértices sem conexdes entre si no grafo complementar, satisfazendo
exatamente a defini¢do de conjunto independente (SZWARCFITER, 2018).

Considere a Figura 14. A Figura 14a apresenta um grafo G com uma clique de tamanho
t = 3. Ao construir o grafo complementar G, apresentado na Figura 14b, com base no grafo da
Figura 14a, os mesmos trés vértices deixam de estar conectados entre si, formando um conjunto
independente de tamanho 3. Como essa construgdo € realizada em tempo polinomial, a reducao
¢ valida. Dessa forma, como o problema Clique ¢ N P-Completo, conclui-se que o problema
Conjunto Independente também € N P-Completo (SZWARCFITER, 2018).
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Figura 14 — Reducao de clique para conjunto independente.

(a) Clique de tamanho 3. (b) Conjunto independente de tamanho 3.

©

© ©

Fonte: Autoria propria.

2.3 Problema de Particao em Grafo

Nesta secdo, € abordado o problema de particdo em grafos, definido a partir de um
grafo G(V, ), no qual busca dividir G em componentes menores que satisfagam determinadas

propriedades. Em especial, sera tratado o problema de parti¢do (&, ).

2.3.1 Grafos (k,])

Um problema cldssico na teoria dos grafos é o problema de particdo (k, 7). Um grafo
G € dito possuir uma parti¢do (k,[) quando seu conjunto de vértices pode ser dividido em &
conjuntos independentes e [ cliques (COUTO, 2016).

Na parti¢do (k, ), cada vértice do grafo pertence exclusivamente a um tnico conjunto:
ou integra uma clique ou faz parte de um conjunto independente, nunca ambos a0 mesmo tempo.
O objetivo € dividir todos os vértices do grafo em blocos bem definidos e sem sobreposig¢do,
buscando a menor combinagao possivel de £ e [ que represente a estrutura do grafo (COUTO,
2016).

Um bom exemplo dessa ideia aparece na Figura 7, na pagina 9. Nesse grafo, existem
varias cliques de tamanhos diferentes, permitindo diferentes formas de particionamento. Uma
possibilidade é selecionar duas cliques, uma de tamanho 3 e outra de tamanho 5, resultando
em uma parti¢do (0, 2).Nesse caso, todos os vértices sdo alocados nessas duas cliques, sem
conjuntos independentes. Outra forma possivel de particionar o mesmo grafo seria escolher os
vértices (1,4) para formar um conjunto independente, agrupar (2,3) em uma clique de tamanho
2 e (5,6,7,8) em uma clique de tamanho 4. Esse tipo de andlise é mais complexo, pois exige
encontrar combinagdes que cubram todos os vértices sem sobreposicao e, a0 mesmo tempo,
minimizem a quantidade total de parti¢oes.

Um exemplo classico de grafo que se enquadra no modelo de parti¢do (k, 1) é o grafo
split, ilustrado na Figura 9, na pagina 10. Esse grafo representa uma parti¢do (1, 1), pois seus
vértices podem ser divididos em uma unica clique e um tnico conjunto independente, ou seja,
k = 1el = 1. Essa configuracao torna o grafo split um caso particular e muito utilizado para
ilustrar o conceito de particdo (k,[), por apresentar simultaneamente uma estrutura totalmente

conectada e outra completamente desconectada. (FREIRE, 2024).
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Outra configuragdo possivel dentro do modelo de parti¢do (k, ) é o grafo bipartido,
ilustrado na Figura 10, na pagina 10. Esse tipo de grafo representa uma parti¢do (2, 0), pois seu
conjunto de vértices € dividido em dois conjuntos independentes e nao hé presenca de cliques,
ou seja, k = 2 el = 0 (FREIRE, 2024).

Conforme apresentado por Brandstadt (1996), os grafos split e bipartidos ja sdo conhe-
cidos por permitirem reconhecimento em tempo polinomial.

Outro exemplo de particdo € a (1,0), ilustrado na Figura 15, em que o grafo apre-
senta apenas um conjunto independente e nenhuma clique. Nesse caso, todos os vértices estao
desconectados entre si, sem a presenca de arestas internas. Essa estrutura representa um grafo
totalmente disperso, no qual £ = 1 indica a existéncia de um tnico conjunto independente e

= 0 confirma a auséncia de cliques.

Figura 15 — Grafo parti¢go (1,0).

ONO
ONO

Fonte: Modificado de Alves (2019).

Também é possivel observar outra configuragdo do modelo de particdo (k,!) na Fi-
gura 16. Nesse tipo de grafo, todos os vértices estdo conectados entre si, formando uma tnica
clique, sem conjuntos independentes. Essa configurag¢do na relagdo de particao (k, [) representa
um caso em que k = 0 indica auséncia de vértices isolados e [ = 1 representa a existéncia de

apenas uma clique que retine todos os vértices.

Figura 16 — Grafo parti¢do (0,1).

Fonte: Modificado de Szwarcfiter (2018).

Na Figura 17, observa-se um exemplo de parti¢do (2, 1). Nesse caso, o conjunto de
vértices estd dividido em dois conjuntos independentes e uma clique. Os vértices 1 e 5 formam
o primeiro conjunto independente, enquanto os vértices 4 € 8 compdem o segundo conjunto
independente. Ja os vértices 2, 3, 6 e 7 estdo agrupados em uma clique de tamanho 4 no qual

todos estdo conectados entre si. Essa configuragdo mostra de forma clara como a particdo (k, 1)



Capitulo 2. FUNDAMENTACAO TEORICA 31

organiza a estrutura do grafo combinando regides desconectadas internamente com uma regiao

totalmente conectada.

Figura 17 — Grafo parti¢do (2,1).

Fonte: Autoria propria.

Jd na Figura 18, tem-se um exemplo de parti¢do (1, 2). Nesse caso, o grafo apresenta
um conjunto independente e duas cliques. Os vértices 1 e 8 formam o conjunto independente,
sem arestas entre si. A primeira clique € composta pelos vértices 2, 3 e 6, resultando em uma
clique de tamanho 3, enquanto a segunda clique retne os vértices 4, 5 e 7, também de tamanho
3. Essa configuragdo evidencia como uma unica regido independente pode coexistir com duas

regides densamente conectadas, caracterizando a parti¢do (1, 2).

Figura 18 — Grafo partigdo (1,2).

Fonte: Autoria prépria.

Observa-se na Figura 19 um exemplo de particdo (2, 2). Nesse caso, o grafo apresenta
duas cliques e dois conjuntos independentes. A primeira clique € formada pelos vértices 1, 2 e
8, com tamanho 3. A segunda clique retne os vértices 4, 5 e 7, também com tamanho 3. Além
disso, ha dois conjuntos independentes: o primeiro formado pelos vértices 9 e 6, e o segundo
pelos vértices 3 e 10.

Brandstiddt (1996) estudou que o reconhecimento de grafos que admitem parti¢des
(1,2), (2,1) e (2,2) pode ser realizado em tempo polinomial. Isso significa que hé algoritmos

deterministicos e eficientes capazes de identificar se um grafo pertence a essas classes de parti¢do.
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Figura 19 — Grafo parti¢do (2,2).

Fonte: Autoria propria.

Por dltimo, a Figura 20 apresenta uma parti¢do (3, 3), que representa uma estrutura
mais complexa e mais dificil de ser analisada. Nesse tipo de grafo, também seria possivel
encontrar outras combinagdes de particdo com valores menores de (k, ), porém, a divisdo em
trés cliques e trés conjuntos independentes foi escolhida para demonstrar a viabilidade dessa
configuracdo. As trés cliques sdo formadas da seguinte forma: os vértices 1 e 2 compdem a
primeira clique de tamanho 2, os vértices 3 e 12 formam a segunda clique de tamanho 2 e os
vértices 9 e 4 constituem a terceira clique, também de tamanho 2. J4 os conjuntos independentes
sd@o compostos pelos vértices 11 e 10 no primeiro conjunto, 6 € 7 no segundo e 8§ e 5 no terceiro.
Essa configuracdo evidencia a flexibilidade da parti¢do (k, ), mostrando que um mesmo grafo
pode ser dividido de diferentes formas, e que a representacdo adotada comprova a possibilidade

de obter exatamente trés cliques e trés conjuntos independentes.

Figura 20 — Grafo parti¢do (3,3).

O—®

Fonte: Autoria propria.

A complexidade da particdo (&, [) também foi apresentada por Brandstidt (1996), que
mostrou que, para valores de £ > 3, o problema de reconhecimento ja é considerado N P-
Completo. Para os demais valores de k e [, o problema € polinomial. Isso inclui os casos simples,
como (0,1), apresentado na Figura 16, e (1,0), ilustrado na Figura 15, além dos exemplos
classicos: grafo split (1,1) e grafo bipartido (2,0), assim como (0,2), (1,2), (2,1) e (2,2). No
caso da Figura 20, que representa uma particéo (3,3), observa-se uma estrutura mais complexa



Capitulo 2. FUNDAMENTACAO TEORICA 33

e dificil de ser analisada, confirmando a elevacao da dificuldade computacional. Dessa forma,

conforme estabelecido, quando £ > 3, o problema é N P-Completo.
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3 O PROBLEMA SANDUICHE

Neste capitulo, sdo apresentadas as defini¢des preliminares do Problema Sanduiche,
explicando sua formulacao e principais caracteristicas. Também sdo descritas cinco variagdes
do problema relacionadas a sua complexidade computacional, considerando parti¢des ((k,l)
nos casos split (1,1), bipartido (2,0), (2,1), (2,2) e (k,!) A-Limitado. Duas dessas variagdes
podem ser resolvidas em tempo polinomial, enquanto as outras trés sdo classificadas como

N P-completo.

3.1 Definicoes Preliminares do Problema

Um grafo G(V, E) é dito ser grafo-sanduiche dos grafos G1(V, E1) e G5(V, Es) se,
e somente se, fy C ' C E5. Em outras palavras, trata-se de um grafo que possui 0 mesmo
conjunto de vértices V' dos grafos G; e 5. Além disso, tanto G quanto G; podem ser vistos
como subgrafos geradores de (G5, pois compartilham o mesmo conjunto de vértices e possuem
conjuntos de arestas contidos em £. O conjunto de arestas £ inclui obrigatoriamente todas
as arestas de (G; e pode incluir algumas ou todas as arestas presentes em (G2 representadas por
Ey \ E; (COUTO, 2016).

Na Figura 21 sdo apresentados trés grafos: GGy, G e G. O grafo (G; representa as
arestas obrigatdrias que devem estar presentes em qualquer solucdo do problema. O grafo Gy
corresponde ao conjunto total de arestas possiveis que podem ser utilizadas. O grafo G é um
exemplo de solu¢do do problema sanduiche, pois contém todas as arestas obrigatérias de GGy
adicionais presentes em (5. Neste caso, GG inclui, além das arestas de (1, apenas a aresta (4,6)
de Gs.

Figura 21 — Problema do Grafo Sanduiche.
(@) G1 b G (c) G2

o © O ONNNG ©

Fonte: Modificado de Cerioli et al. (1998).
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Para simplificar a notagdo, adota-se a seguinte definicao: £3 representa o conjunto de
arestas que nao podem ser incluidas em nenhuma solucao valida para o problema sanduiche.
Dessa forma, um grafo sanduiche G para o par GG; e GG, deve satisfazer as condi¢des £y C E
e E N E3 = (). Nesse contexto, F; corresponde ao conjunto de arestas obrigatérias, Fy \
L) representa as arestas opcionais € 3 indica o conjunto de arestas proibidas (DANTAS;
FIGUEIREDO; FARIA, 2002).

Com o objetivo de complementar a explica¢do da instancia ilustrada na Figura 21, na
pagina 34, foi incluida a Figura 22, que apresenta o grafo GG3, destacando as arestas proibidas.
Ela tem a finalidade de tornar mais clara a compreensao das restricdes impostas na construcao
de solugdes validas para o problema sanduiche. O grafo (G5 retine todas as arestas que nao

pertencem ao conjunto (55, isto €, aquelas que ndo podem ser incluidas em G.

Figura 22 — Grafo de arestas proibidas.

Fonte: Autoria propria.

Esse conceito faz com que o grafo sanduiche seja uma versao intermedidria entre GG; e
(5, garantindo que ele contenha todas as arestas de (G; e, opcionalmente, algumas arestas de Go.
Além disso, nenhuma aresta pertencente a G3, que representa as conexdes do grafo completo
que ndo estdo em G, pode ser incluida (DANTAS; FIGUEIREDO; FARIA, 2002).

O Problema do Grafo Sanduiche consiste em determinar se existe um grafo G, com
conjunto de vértices V' e conjunto de arestas F, que esteja entre G; e (G2, € que respeite a
propriedade especificada. Nesse contexto, essa propriedade é denominada genericamente de
Propriedade 1II.

Conforme definido por Golumbic, Kaplan e Shamir (1995), o PROBLEMA GRAFO
SANDUICHE PARA A PROPRIEDADE II é formalmente apresentado da seguinte maneira:

PROBLEMA GRAFO SANDUICHE PARA A PROPRIEDADE II

Instancia: Conjunto de vértices V, conjunto de arestas obrigatérias £, conjunto de

arestas proibidas Fjs.

Questdo: Existe um grafo G(V, E) tal que £y C E'e EN E3 = () que satisfaz a
propriedade 11?7
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Para responder a essa questdo, as se¢des seguintes apresentardo diferentes propriedades
que podem ser exploradas no Problema Grafo Sanduiche. Entre essas propriedades, destacam-se
aquelas baseadas na parti¢do (k,[). A utilizagdo dessa parti¢do ndo € arbitraria, pois ela define
estruturalmente a propriedade a ser verificada no grafo solu¢do. Como o Problema do Grafo
Sanduiche consiste em determinar se existe um grafo GG, com E; C E C F,, que satisfaca uma
determinada propriedade, a adog¢do de (k,/) permite expressar essa propriedade em termos de
particdes estruturais, ou seja, dividindo os vértices em k conjuntos independentes e [ cliques.

Além disso, ha uma relacdo direta entre as parti¢des (k,l) e (I,k), pois trocar a ordem
desses parametros apenas inverte os papéis de cliques e conjuntos independentes, preservando a
estrutura central do problema e, consequentemente, sua complexidade.

Essa abordagem também possibilita uma classificagdo mais clara da complexidade
computacional, uma vez que determinados valores de k e [ levam a problemas polinomiais,
enquanto outros resultam em problemas /N P-Completo, estabelecendo a fronteira entre casos
trataveis e intratdveis no Problema do Grafo Sanduiche.

Na Sec¢@o 3.2 é apresentado o caso (1,1), que corresponde ao grafo split. Nessa se¢@o
sdo discutidas as principais caracteristicas desse tipo de grafo, bem como sua relacdo com o
Problema Grafo Sanduiche e a forma como a parti¢do (1,1) pode ser utilizada para verificar a
existéncia de uma solugdo.

Na Segdo 3.3 é abordado o caso (2,0), correspondente aos grafos bipartidos. Essa se¢éo
apresenta as propriedades estruturais dos grafos bipartidos e destaca os resultados conhecidos
sobre a complexidade do problema nesse tipo de particao.

As Segdes 3.4 e 3.5 tratam, respectivamente, dos casos (2,1) e (2,2), que representam
outras combinacdes entre conjuntos independentes e cliques. Nessas se¢des sao discutidas as
particularidades dessas parti¢cdes e como elas impactam na andlise do Problema Grafo Sanduiche.

Por fim, na Secéo 3.6 é analisada a propriedade A(k, [)-limitada, a qual impde restri¢cdes
adicionais ao grau dos vértices. Essa se¢cdo complementa a discuss@o, mostrando como limitacdes

no grau podem influenciar diretamente na tratabilidade do problema.

3.2 Problema do Grafo Sanduiche em Grafos Split (1,1)

Nesta secdo € analisada a complexidade do Problema Grafo Sanduiche para grafos
split, tomando como base os resultados cldssicos apresentados por Golumbic, Kaplan e Shamir
(1995). Toda a andlise desenvolvida aqui segue diretamente esse trabalho fundamental; por isso,
as defini¢des, propriedades e caracterizacdes discutidas a seguir sdo extraidas e adaptadas de sua
formulacao original.

Um grafo split é definido por uma particao do conjunto de vértices V = K U L, em
que K forma um conjunto independente e L forma uma clique, ndo existindo vértices fora
dessa divisdo. No contexto do Problema Grafo Sanduiche, essa particdo deve ser compativel
com os grafos limites: o conjunto K precisa ser independente ja em (7, enquanto o conjunto

L deve constituir uma clique ja em G,. Essas restricdes garantem que o grafo solucido GG, com



Capitulo 3. O PROBLEMA SANDUICHE 37

Ly C E C E5 possa respeitar a estrutura imposta pela classe dos grafos split.

Dada uma entrada (V, E, E3) do Problema Grafo Sanduiche Split, o objetivo é determi-
nar, para cada vértice, se ele deve pertencer ao conjunto independente K ou a clique L, de modo
que a estrutura resultante satisfaca as restricdes impostas pelos conjuntos de arestas obrigatorias

e proibidas.

PROBLEMA GRAFO SANDUICHE PARA GRAFO SPLIT (1,1)

Instancia: Conjunto de vértices V', conjunto de arestas obrigatdrias F/1, conjunto de

arestas proibidas Fjs.

Questdo: Existe um grafo G(V, F) talque £y C Fe EN E3 =), e G é um grafo
split (1,1)?

A resolucgdo pode ser alcangada por meio da formulagdo de um sistema de restri¢des
booleanas que modela as condi¢des impostas pelas arestas obrigatoria £; e pelas arestas proi-
bidas Ej5. Esse sistema corresponde a uma instancia do problema de 2-SAT, apresentado na
Secdo 2.2.1.3, na pagina 15, que pode ser solucionado em tempo polinomial. Dessa forma, o
Problema Grafo Sanduiche para grafos split pode ser resolvido de maneira eficiente por meio da
construgdo e solugdo dessa instincia de 2-SAT.

As restrigOes associadas ao Problema Grafo Sanduiche Split decorrem diretamente
da defini¢do de grafo split e das propriedades dos conjuntos K e L. Nesta etapa do trabalho,
serd utilizada a notac@o [z,y] para representar uma aresta entre os vértices = e y (GOLUMBIC;
KAPLAN; SHAMIR, 1995).

Para as arestas obrigatérias (F7) se uma aresta [z,y] pertence a Ej, significa que ela
deve necessariamente estar presente no grafo solucdo. Como o conjunto A é um conjunto
independente, ndo € permitido que ambos os vértices = e y pertencam simultaneamente a /&, pois
isso violaria essa propriedade estrutural. Em termos 16gicos, essa restricdo € representada pela
clausula (X V Y'), uma vez que, se ambos os valores fossem falsos (isto &, se x e y estivessem
em K'), a cldusula ndo seria satisfeita. Assim, pelo menos um dos vértices deve necessariamente
pertencer ao conjunto L.

Para as arestas proibidas (F3), se uma aresta [x,y| pertence a Ej, significa que ela ndo
pode aparecer no grafo solucao. Como, em um grafo split o conjunto L forma uma clique, todos
os seus vértices devem estar conectados entre si. Portanto, ndo € permitido que ambos os vértices
x e y sejam alocados em L, pois isso implicaria na presenga da aresta proibida, violando a
restricdo imposta. Essa condigdo é modelada pela cldusula (X V Y'), uma vez que, se ambos
fossem verdadeiros (isto é, se x e y estivessem em L), a cldusula ndo seria satisfeita. Assim, pelo
menos um dos vértices deve pertencer ao conjunto /.

Para formalizar, associa-se a cada vértice x € V' uma variavel booleana X, definida da
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seguinte forma:

Verdadeiro, se z € L (clique)
X =

Falso, se x € K (conjunto independente)

Essa representacdo possibilita a aplicacdo de algoritmos de 2-SAT para verificar a existéncia de
uma atribui¢do de valores que satisfaca todas as cldusulas geradas. Em outras palavras, permite
determinar de forma eficiente se existe uma parti¢do dos vértices entre K e L que satisfaca as
restricdes impostas pelo problema.

Considere que exista um grafo sanduiche split valido. Nesse caso, o conjunto de vértices
V' pode ser particionado em dois subconjuntos K e L, onde K € um conjunto independente e
L forma uma clique. A partir dessa particao, define-se uma atribuicao de verdade ¢ para cada
varidvel booleana X associada a um vértice z, de modo que ¢(X) = VERDADEIRO se, e
somente se, x € L.

Essa atribuicdo garante que todas as cldusulas do sistema sejam satisfeitas, pois, para
cada aresta obrigatéria [x,y] € E7, pelo menos um dos vértices pertence a L, o que assegura a
veracidade da cldusula (X V Y'). Além disso, para cada aresta proibida [z,y] € Es, pelo menos
um dos vértices pertence a K, tornando verdadeira a cldusula (X VVY'). Dessa forma, a existéncia
de um sanduiche split implica que o sistema de equagdes booleanas é consistente.

Por outro lado, suponha que o sistema de equacdes booleanas seja consistente, isto &,
que exista uma atribuicao de verdade ¢ que satisfaca todas as cldusulas. A partir dessa atribuicao,
define-se a parti¢io dos vértices de modo que um vértice x pertence ao conjunto L se, € somente
se, t(X) = VERDADEIRO, e ao conjunto K caso contrrio.

Com essa defini¢ao, constrdi-se o grafo sanduiche G(V, E), incluindo todas as arestas
que formam a clique em L, nenhuma aresta entre vértices de /&, todas as arestas obrigatérias de
F e, opcionalmente, qualquer subconjunto de arestas de F/; que ndo viole as restricdes impostas.

E necessdrio verificar que essa construcio ndo viola as restri¢des originais do problema.
Se houvesse uma aresta proibida [x,y] € E3 com ambos os extremos em L, terfamos ¢(X ) =
t(Y) = VERDADEIRO, o que tornaria a cldusula (X \V'Y) falsa, entrando em contradi¢do com a
hipétese de consisténcia. De forma andloga, se houvesse uma aresta obrigatéria [z,y] € E; com
ambos os vértices em K, teriamos ¢(X) = ¢(Y) = FALSO, o que violaria a clausula (X VY).

Dessa forma, para que a construcao seja vélida, todas as condi¢des devem ser satisfeitas,
garantindo que a particao obtida define um grafo sanduiche split véalido.

Com isso, considere um exemplo do Problema Grafo Sanduiche para o caso split. Na
Figura 23, tem-se o grafo (G;, mostrado na Figura 23a, que contém as arestas obrigatorias, e o
grafo (53, apresentando na Figura 23b, que contém as arestas proibidas. A partir dessa entrada,
deseja-se determinar se existe um grafo sanduiche que seja um grafo split (1,1).

Para cada uma dessas arestas, representamos a condi¢do correspondente por meio de
cldusulas com dois literais. Assim, para a aresta obrigatéria {1,2} , obtemos a cldusula (1 V 2);

para a aresta {2,5} , a cldusula (2 V 5); e, para a aresta obrigatdria {3,4} , a cldusula (3 V 4).
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Figura 23 — Exemplo do caso Problema Split.
(a) Gl- (b) Gg.

OJORNN©O

Fonte: Autoria prépria.

Para as arestas proibidas, procedemos de forma andloga, mas representando a condicao de
ndo-adjacéncia. Assim, para a aresta proibida {1,3}, obtemos a cldusula (1 V 3), e para a aresta
proibida {2,3}, a cldusula (2 V 3). Assim, a Férmula C correspondente a este caso é dada por:
C=(1V2IANR2VE)IANBVAHAAVI)A2VI).

Para cada cldusula, a Tabela 5 apresenta as implicacdes correspondentes para este caso.
A partir dessas implicacdes, constrdi-se o grafo de implicacdes, e, em seguida, realiza-se a

ordenacdo topoldgica para verificar a consisténcia das atribui¢des.

Tabela 5 — Implicacdes do Problema Split.

’ Clausula \ Implicacdo 1 | Implicacao 2

(1v2) 1—2 21
(2v5h) 2—=5 5—2
(3v4) 34 4—3
(Iv3) 1—3 3—>1
2v3) 23 3—2

Fonte: Autoria prépria.

Ap6s a ordenagdo topoldgica, € possivel determinar quais vértices recebem os valores F
ou V. A Tabela 6 apresenta o resultado final desse caso, indicando a atribui¢do correspondente
para cada vértice.

Tabela 6 — Valor 16gico Problema Split.

] V \ Valor 16gico \

1 F
2 v
3 F
4 \Y%
5 \Y%

Fonte: Autoria propria.
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Ja conhecendo os valores 16gicos, substituimos diretamente na Férmula C, assim
obtemos: C' = (FVV)A(VVV)A(FVV)AN(FVF)AN(VVF). Sabendo que F =V e
V = F,aexpressdo torna-se: C = VAV AV AV AV = V. Como a Férmula C é satisfeita,
conclui-se que, nesse exemplo, existe um grafo sanduiche que é um grafo split.

Quem recebe valor V' € atribuido ao grupo da clique L, enquanto os vértices com valor
[ sao destinados ao conjunto independente K. Nesse exemplo, como os vértices 1 e 3 possuem
valor F', eles formam um conjunto independente K, e os vértices 2, 4 e 5, com valor V', compdem
a clique L.

Para construir o grafo sanduiche split, partimos do grafo contendo apenas as arestas
obrigatdrias e, em seguida, acrescentamos, se necessario, as arestas faltantes para que os vértices
de L formem uma clique. Nesse caso, foi preciso adicionar as arestas {2,4} e {4,5}. A Figura 24
destaca em vermelho as arestas acrescentadas e permite observar que nenhuma aresta proibida foi

incluida. Dessa forma, obtem-se um grafo sanduiche que ¢ split para as entradas consideradas.

Figura 24 — Grafo Sanduiche Split.

Fonte: Autoria propria.

Conclui-se que o Problema Grafo Sanduiche Split pode ser resolvido de maneira
eficiente. A transformacao inicial das restrigdes do grafo em um sistema de equacdes booleanas
é realizada em tempo linear em rela¢do ao tamanho da entrada, isto é, em O(|E1| + | F3|). Uma
vez formulado o sistema, sua resolu¢do corresponde a verificacdo da satisfatibilidade de uma
férmula 2-SAT. Como o problema 2-SAT admite algoritmos polinomiais baseados na constru¢do
do grafo de implicacgdes e na identificagdo das componentes fortemente conexas, a complexidade
total permanece linear em relagdo ao nimero de vértices e ao nimero de restri¢des, resultando

em uma solug¢do com complexidade O(|V'| + |E;| + | Es)).

3.3 Problema do Grafo Sanduiche em Grafos Bipartido (2,0)

Nesta secdo € revisada a complexidade do Problema Grafo Sanduiche aplicado a grafos
bipartidos, conforme descrito por Souza (2002). Um grafo bipartido é definido como aquele

cujo conjunto de vértices pode ser particionado em dois subconjuntos disjuntos, denominados
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particdes independentes, de modo que ndo existam arestas conectando vértices pertencentes a
um mesmo subconjunto.

O problema de reconhecimento de grafos bipartidos consiste em determinar se alguma
particdo € possivel. Na Secao 2.2.1.5, na pagina 23, € apresentada a complexidade associada a
esse tipo de grafo, além de ser descrito como € possivel verificar, de forma prética, se um grafo é
bipartido. O algoritmo percorre os vértices do grafo a partir de uma busca em largura BE'S, que
também foi apresentada na Secdo 2.2.1.1, na pagina 11. Durante a execugao, para cada aresta
[u,v], verifica-se se os vértices u e v pertencem a niveis diferentes da busca. Se, em alguma
aresta, d[u] = d[v], significa que u e v estdo no mesmo nivel, o que caracteriza a presenga de
um ciclo impar, impossibilitando a biparticao e indicando que o grafo nao é bipartido. Caso
contrdrio, se nenhuma aresta violar essa condi¢do, o grafo € considerado bipartido (FEOFILOFF;
KOHAYAKAWA; WAKABAYASHI, 2004).

Por se tratar de um problema soluciondvel em tempo polinomial, o Problema Grafo
Sanduiche considerando a propriedade bipartida, também denominada (2,0), tem como objetivo
verificar, dada uma instancia formada por um conjunto de vértices, arestas obrigatdrias e arestas

proibidas, se existe algum grafo sanduiche que satisfaca essa propriedade (SOUZA, 2002).

PROBLEMA GRAFO SANDUICHE PARA GRAFO BIPARTIDO (2,0)

Instancia: Conjunto de vértices V', conjunto de arestas obrigatérias £, conjunto de

arestas proibidas Fs.

Questdo: Existe um grafo G(V, E) talque £y C Ee EN E3 = (), e G é um grafo
bipartido (2,0)?

Conforme apresentado por Souza (2002), quando a Propriedade II € hereditaria, existe
um grafo sanduiche para a instincia (V, E;, E») que satisfaz essa propriedade se, e somente se,
o grafo G1(V, E; ), formado apenas pelas arestas obrigatérias, ja possui tal caracteristica. Em
outras palavras, no caso de propriedades hereditdrias, ndo € necessario explorar todas as possiveis
adicOes de arestas permitidas: a verificagc@o se restringe a avaliar o grafo obrigatério G.

A propriedade de ser bipartido € hereditdria. Assim, no Problema Grafo Sanduiche
(2,0), basta verificar se (G; jd é bipartido. Caso essa condi¢@o seja satisfeita, existe pelo menos
um grafo sanduiche que mantém a propriedade bipartida, desde que as arestas proibidas nao
sejam incluidas. Em outras palavras, ndo € necessdrio adicionar novas arestas para garantir a
biparti¢do: o proprio grafo obrigatorio assegura essa caracteristica. Essa propriedade simplifica
significativamente a resolu¢do do problema (SOUZA, 2002).

A verificagdo da biparti¢do no grafo G; pode ser realizada utilizando o Algoritmo 8, na
pégina 24, que possui complexidade linear, isto é, O(n + m). Dessa forma, o Problema Grafo
Sanduiche para grafos bipartidos (2,0) é solucionado em tempo polinomial, garantindo eficiéncia

computacional mesmo em instancias de grande porte (SOUZA, 2002).
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3.4 Problema do Grafo Sanduiche em Grafos com Particdo (2,1)

Nesta secao € analisada a complexidade computacional do Problema Grafo Sanduiche
quando aplicado a classe de grafos com parti¢do (2,1), conforme apresentado por Souza (2002).
Toda a andlise desenvolvida aqui segue diretamente esse trabalho fundamental; por esse motivo,
as definicdes, propriedades e caracterizacdes discutidas a seguir sdo extraidas e adaptadas de sua
formulag@o original. Um grafo com parti¢do (2,1) é definido como aquele cujos vértices podem
ser divididos em dois conjuntos independentes € um conjunto que forma uma clique.

O Problema do Grafo Sanduiche com parti¢cdo (2,1) é N P-completo, por meio de
uma reducdo a partir do Problema da 3-SAT, apresentado na Secdo 2.2.2.2, na pédgina 26,
reconhecidamente /N P-completo. Para isso, a autora definiu formalmente cada um dos problemas

da seguinte maneira:

3-SATISFATIBILIDADE (3 — SAT)

Instincia: Conjunto X = {x,...,z,} de varidveis, cole¢io C' = {cy,..., ¢, } de

clausulas sobre X tal que cada cldusula ¢ € C tem |c| = 3 literais.

Questdo: Existe uma atribuicdo verdade para X tal que cada clausula em C' tem ao

menos um literal verdadeiro?

PROBLEMA GRAFO SANDUICHE (2,1)

Instancia: Conjunto de vértices V', conjunto de arestas obrigatérias £, conjunto de

arestas proibidas Fs.

Questdo: Existe um grafo G(V, E),talque £y C Ee ENE3=0,e Gé(2,1)?

A partir dessas definicdes, considera-se a constru¢do que transforma uma instancia arbi-
traria de 3-SAT em uma instincia equivalente do Problema Grafo Sanduiche (2,1), demonstrando,
assim, sua NV P-completude. Para isso, a autora construiu uma instincia especifica (V, £, E3)
do Problema Grafo Sanduiche (2,1) a partir de uma instancia genérica (X, C') de 3-SAT, de
modo que C' ¢ satisfativel se, e somente se, (V, F1, F3) admite um grafo sanduiche G(V, E)
pertencente a classe (2,1).

Nessa constru¢do, sdao definidos o conjunto de vértices, as arestas obrigatdrias e as
arestas proibidas, de modo que cada componente represente adequadamente as varidveis, 0s
literais e as cldusulas da instancia de 3-SAT. Essa correspondéncia garante que a férmula seja
satisfativel se, e somente se, o grafo resultante admitir uma particao (2,1).

O conjunto de vértices V' € formado por trés grupos distintos. O primeiro grupo consiste
em um conjunto auxiliar de vértices: {l,ls, $11, S12, S21, S22}. Nesta construgdo os vértices
identificados pela letra s correspondem ao conjunto independente. O segundo grupo corresponde
as varidveis da instancia de 3-SAT: para cada varidvel x;, com 1 < ¢ < n, s@o definidos dois
vértices que representam os literais z; e 7;, além de um vértice adicional p,. Por fim, o terceiro

grupo estd relacionado as clausulas: para cada cldusula ¢; = (6{ V&V ﬁg), com 1 < 7 < m,sdo
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introduzidos trés vértices ¢, £}, t}, Cada um correspondente a um literal da cldusula, onde cada
li‘; representa um literal da forma x; ou 7;.

O conjunto de arestas obrigatérias F; € definido em trés grupos principais. Nesta
construcdo os vértices s ao conjunto independente, seguindo a convencao adotada nesta se¢do. O

primeiro grupo contempla as arestas entre os vértices auxiliares:
{l1l2, l1511, 1812, S11512, 2521, (2592, 521522}~
O segundo grupo refere-se as varidveis: para cada varidvel z;, considera-se o conjunto
{wss11, Tys1a, Tipi, Tipi}-
O terceiro grupo corresponde as cldusulas: para cada cldusula c;, define-se o conjunto de arestas
{818}, t1t], 314}

O conjunto de arestas proibidas F3 também € dividido em trés grupos principais. Nesta
construcdo os vértices s correspondem ao conjunto independente, mantendo a mesma convengao
adotada nesta secdo. O primeiro grupo abrange as arestas entre os vértices auxiliares:

{51521, [1822, l2511, l2512, S11521, S11522, S12521, 512822}.
O segundo grupo refere-se as varidveis: para cada varidvel z;, inclui-se o conjunto
{2, pila}-
O terceiro grupo estd associado as cldusulas: para cada clausula ¢; = (Ejl VNV 6%), considera-se
0 conjunto
{#4, 86, 54},

Conforme ilustrado na Figura 25, apresenta-se o grafo base com as arestas obrigatodrias,
representadas por linhas sélidas. As arestas proibidas, por sua vez, sdo indicadas por linhas
pontilhadas.

A Figura 26 apresenta a estrutura associada a uma varidvel, evidenciando as arestas
obrigatdrias e proibidas correspondentes.

A Figura 27 apresenta a estrutura correspondente a uma clausula, mostrando como
os vértices ¢!, t}, e t} cada um associado a um literal da cldusula, sdo conectados por arestas
obrigatdrias que formam um triangulo. Essa constru¢do garante que, em qualquer solugdo valida,

pelo menos um dos literais da cldusula seja satisfeito.

Figura 27 — Cldusula no grafo (2,1).

Fonte: Modificado de Souza (2002).
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Figura 25 — Grafo base (2,1).

Fonte: Modificado de Souza (2002).

Figura 26 — Varidvel no grafo (2,1).

Fonte: Modificado de Souza (2002).

Considere a instancia I = (X, C), em que X = {x1, 29,23} ¢
C=(TVraVT3) A (1 VI VI3) A (21 V 29 V 23),

uma instancia do problema 3-SAT. A Figura 28 apresenta a construcdo da instancia particular
(V, E, E3) do Problema Grafo Sanduiche (2,1) gerada a partir de /.

Considera-se dois lemas fundamentais para a comprovacao da /N P -completude do Pro-
blema Grafo Sanduiche (2,1). Esses lemas estabelecem a equivaléncia entre a satisfatibilidade da
instancia original de 3-SAT e a existéncia de um grafo que contenha todas as arestas obrigatdrias,
exclua as arestas proibidas e admita uma parti¢do (2,1).

O Lema 1 a seguinte afirmacdo: se a instincia particular (V, F, F3) do Problema Grafo
Sanduiche (2,1), construida conforme descrito, admite um grafo G(V, E) tal que £y, C E e
E N E3 = () e G possui uma parti¢do (2,1), entdo existe uma atribui¢do de valores de verdade
que satisfaz a instancia (X, C') do Problema da 3-SAT.

A prova é conduzida assumindo a existéncia de um grafo sanduiche (2,1), denotado por
G(V, E), em que (51, S2, L) constitui uma parti¢do (2,1). Nessa parti¢éio, os conjuntos Sy € So
sao conjuntos independentes, enquanto L forma uma clique. Para a demonstracio deste lema, a
autora estabeleceu trés afirmac¢des que descrevem propriedades fundamentais dessa parti¢ao e

sua relagdo com os vértices e arestas definidos na constru¢@o da instincia.
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Figura 28 — Construgdo da instincia (2,1).

Fonte: Modificado de Souza (2002).

Afirmacdo 1: [y,ly € L e s11, S12, S21, S92 € S1 U Ss.

Essa afirmacao estabelece que os vértices auxiliares /; e [, pertencem necessariamente
ao conjunto L, que corresponde a clique da parti¢ao. J4 os vértices si1, Si2, S21 € Soo devem
estar alocados em um dos conjuntos independentes S; ou Ss. Essa distingdo € fundamental, pois
garante que a estrutura do grafo preserve as propriedades impostas pela parti¢do (2,1), evitando
que esses vértices formem novas cliques ou gerem adjacéncias indevidas que possam violar as
restri¢des de independéncia.

A prova da Afirmacdo 1 demonstra que, como S; U S5 induz um subgrafo bipartido
em G, qualquer tridingulo presente no grafo formado pelas arestas obrigatdrias, denominado G,

deve conter pelo menos um vértice pertencente a L. Isso ocorre porque os conjuntos S; € S5 sdo
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independentes, ou seja, ndo podem conter pares de vértices conectados por arestas. Assim, se
existir um tridngulo, isto é, trés vértices com todas as trés conexdes entre eles presentes em £,
pelo menos um desses vértices precisa estar em L, que € a Unica parte da particdo que admite
conexdes completas entre seus vértices.

Além disso, cada vértice do conjunto {s11, S12, S21, S22} estd conectado, por meio de
arestas proibidas (Fj3), a trés vértices que formam um tridngulo em G7. Isso significa que cada
um desses vértices possui conexdes proibidas com um conjunto de trés vértices fortemente
conectados entre si pelas arestas obrigatdrias. Caso algum vértice s;; fosse colocado no conjunto
L, para que o triangulo fosse mantido como clique, os demais vértices também precisariam
pertencer a L. Como existem arestas proibidas ligando s;; a esses vértices, essa condi¢do violaria
a restricao de que nenhuma aresta de £'3 pode estar presente em L. Assim, os vértices s11, S12, S21
€ S99 ndo podem pertencer ao conjunto L. Consequentemente, os vértices auxiliares restantes [y
e [, devem necessariamente pertencer a L.

Os pares de vértices {s11, S12} € {21, S22} induzem arestas no grafo G, o que implica
que, para cada i = 1, 2, pelo menos um vértice do par {s;1, s;2} deve pertencer a cada um dos
conjuntos independentes S; e So. Dessa forma, pode-se assumir, sem perda de generalidade, que
S11 € So1 pertencem ao conjunto Sp, enquanto Sy5 € Sgo pertencem ao conjunto Ss.

Observe que, para a instancia (V, F, E3) que admite um grafo sanduiche (2,1), qualquer
particdo (L, S, S>) dessa instancia satisfaz L # (), S; # () e Sy # (). Ou seja, nenhum dos
conjuntos da parti¢do € vazio. Isso ocorre porque L deve conter os vértices que formam a clique,
enquanto S; e Sy correspondem aos conjuntos independentes que particionam os demais vértices.
Tal condig¢do € essencial para assegurar a correta estrutura da particao exigida pelo problema.

Afirmagdo 2: Paracada i € {1,...,n}, o vértice p; pertence ao conjunto S; U S, 0
vértice x; pertence ao conjunto L U S, e o vértice T; pertence ao conjunto L U 5.

A Afirmacao 2 estabelece a distribui¢do dos vértices associados a cada varidvel z;
na parti¢do (L, S1, S2). O vértice auxiliar p; deve necessariamente estar em um dos conjuntos
independentes S; ou S,. J4 os vértices correspondentes aos literais x; e T; podem pertencer
tanto ao conjunto da clique L quanto a um dos conjuntos independentes, porém de forma
complementar: x; estd em L ou em Sy, enquanto T; estd em L ou em .S;. Essa organizacdo é
fundamental para garantir que a estrutura da parti¢ao (2,1) reflita corretamente a relagio de
complementaridade entre os literais da varidvel z;.

A prova da Afirmagdo 2 fundamenta-se nas restricdes impostas pelas arestas obrigatorias
E e proibidas E3, bem como na posicao dos vértices ja estabelecida na particdo. Como a aresta
proibida p;ls € Es5 existe e sabe-se que [y € L, o vértice p; ndo pode pertencer ao conjunto L,
pois isso violaria a condi¢do de que nenhuma aresta proibida pode estar presente dentro da clique.
Assim, conclui-se que p; deve estar em .S; ou Ss.

Além disso, as arestas obrigatdrias z;51; € E; e T;s12 € E; indicam que o vértice x;
estd conectado a s;; € S7 e que T; estd conectado a s15 € S;. Como S e S5 sdo conjuntos

independentes, o vértice conectado a um deles deve pertencer ao conjunto oposto ou a clique L.
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Assim, conclui-se que x; € LU Sy ex; € LU S.

Por fim, considerando que z;p; € F; e x;7; € Es, tem-se duas situacdes possiveis.
Se x; € L, entdo T; ndo pode estar em L devido a aresta proibida, de modo que Z; € Sp, o
que implica que p; deve pertencer em S, para manter as conexdes corretas. Caso contrario, se
x; € So, para preservar a estrutura sem arestas proibidas, p; deve estar em S; e T; em L. Essas
relagdes garantem que os vértices associados a cada varidvel estejam corretamente distribuidos
na particéo (2,1), conforme as restri¢des do problema.

Afirmagdo 3: Para cada j € {1,...,m}, ao menos um dos vértices {t},t},}} deve
pertencer ao conjunto L.

A Afirmacdo 3 estabelece que, para cada cldusula j, representada pelos vértices
{t{, th, t?);}, pelo menos um desses vértices deve pertencer ao conjunto L.

Como S; U S5 induz um subgrafo bipartido em G, ndo € possivel que todos os vértices
de um tridingulo perten¢am exclusivamente a S; ou a Sy. Para cada j € {1,...,m}, os vértices
{t{, th, t;l)} formam um tridngulo em G, pois estdo conectados por arestas obrigatdrias. Assim,
para que a particdo (2,1) seja valida, pelo menos um desses vértices deve estar no conjunto L,
que admite a formacao de cliques.

Define-se a atribuicao de verdade para o conjunto X da seguinte forma: para cada
variavel z;, ela é considerada falsa se, e somente se, o vértice correspondente x; pertencer ao
conjunto L. Caso contrdrio, se x; estiver em S ou So, a varidvel € considerada verdadeira.

Agora, suponha que exista uma cldusula ¢; = (8{ VN E%) que seja falsa sob essa
atribui¢do. Pela construc¢do da instancia (V, Fy, E3), cada literal E{; estd conectado por uma aresta
proibida ao vértice ti. Se o literal Ei seja falso, entdo o vértice correspondente estd em L, o que
impede que o vértice t{; também esteja em L.

Assim, caso todos os literais da cldusula sejam falsos, entdo todos os vértices {t{, t, tfq,}
estariam em S7 U S5. No entanto, esses trés vértices formam um tridngulo em G, e, pela definicao
da parti¢do (2,1), ndo é permitido que um tridngulo esteja inteiramente contido em S; U Ss. Isso
gera uma contradicdo.

Portanto, a hip6tese de que a cldusula seja falsa leva a uma contradi¢do, o que implica
que a atribuicdo de verdade definida satisfaz todas as cldusulas do conjunto C. Com isso,
conclui-se a prova do Lema 1.

Define-se o Lema 2 da seguinte forma: se existe uma atribui¢do de verdade que satisfaz
(X, (), entdo a instancia particular (V, E, E3) do Problema Grafo Sanduiche (2,1), construida
anteriormente, admite um grafo G(V, E) talque F; C E, ENE3 =0 e G é (2,1), isto é, seus
vértices podem ser particionados em dois conjuntos independentes e uma clique.

Em outras palavras, caso a formula booleana original seja satisfativel, entdo é possivel
construir um grafo sanduiche que satisfaca todas as restricdes de arestas obrigatorias e proibidas
e que, além disso, apresente a estrutura de particdo exigida pelo problema.

A prova deste lema inicia-se com a suposi¢do de que exista uma atribui¢do de verdade

que satisfaga a instincia (X, C') de 3-SAT. O objetivo é construir uma parti¢do do conjunto V'
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nos subconjuntos S, Sy e L, de modo a definir um grafo G(V, F) que satisfaca as condi¢des
da instancia (V, Ey, E5) do Problema Grafo Sanduiche (2,1). Em outras palavras, é necessario
garantir que todas as arestas obrigatdrias estejam em [, que nenhuma das arestas proibidas
pertenga a F, e que a partigdo (.S7, Se, L) seja tal que G seja um grafo com parti¢do (2,1), ou
seja, com S e Sy formando conjuntos independentes e L formando uma clique.

Os vértices auxiliares sdo posicionados da seguinte forma: /; e [ pertencem ao conjunto
L; s11 € so1 pertencem ao conjunto Sp; € s12 € Spo pertencem ao conjunto S,. Para cada i €
{1,...,n}, caso a varidvel z; seja falsa na atribuicdo de verdade considerada, entdo posiciona-se
x;em L, T; em S; e p; em S,. Caso contrdrio, se z; seja verdadeira, posiciona-se x; em S, T;
em L ep;em Sy.

Para cada j € {1,...,m}, seja ¢; = (£} V £, V £}) uma cléusula da instincia de
3-SAT. Os vértices correspondentes t{, t‘é, tg devem ser posicionados da seguinte forma: para
cada k € {1,2,3}, caso o literal £ seja falso na atribuicdo de verdade considerada, entio t, é
colocado em S U Sy; caso contrério, se o literal seja verdadeiro, ti € posicionado em L. Como
a atribuicdo satisfaz todas as cldusulas de (X, C'), a0 menos uma literal em cada clausula é
verdadeiro, o que garante que, para cada 7, no maximo dois vértices ti estardo em Sy U Ss.
Nesses casos, se dois vértices estiverem em S; U Sy, eles devem ser distribuidos alternadamente,
ou seja, um em S; e o outro em Sy, para preservar a independéncia dentro de cada conjunto.

Para demonstrar que o grafo G(V, E) construido é, de fato, um grafo sanduiche (2,1),
€ necessdrio verificar que as seguintes condi¢des s@o satisfeitas: ndo existe nenhuma aresta
obrigatéria em F; cujos dois extremos pertencam simultaneamente ao conjunto S7; ndo existe
nenhuma aresta obrigatdria cujos dois extremos pertencam ambos ao conjunto Ss; € nao existe
nenhuma aresta proibida em FEj5 cujos dois extremos pertengam ao conjunto L.

Considerando o posicionamento dos vértices, tem-se que s;; € So; pertencem a Sy,
assim como os vértices 7;, ti e p; podem estar em S;. As Unicas arestas obrigatdrias possiveis
entre esses vértices sao T;p; € t{;t{l' (com k£ # ). No entanto, nenhuma dessas arestas possui
ambos os extremos em 57, 0 que garante que ndo existam arestas de F; totalmente contidas em
Sl.

De forma andloga, s € s92 pertencem ao conjunto S,, assim como os vértices x;, t{;
e p; podem estar em S,. As arestas obrigatdrias entre esses vértices, como x;p; € t{;té, também
ndo possuem ambos 0s extremos em Sy, 0 que garante que ndo existam arestas de F; totalmente
contidas em .55.

Por fim, no conjunto L, que contém os vértices [y, [, € 0s vértices x;, T; € t{;, as dnicas
arestas proibidas possiveis sdo T;z; € as que conectam x; ou T; a ti. Entretanto, nenhuma dessas
arestas possui ambos os extremos em L, em razdo do posicionamento definido dos vértices.
Dessa forma, garante-se que nao existam arestas de F3 totalmente contidas em L.

Assim, conclui-se que a particdo (L, Sy, S3) satisfaz todas as restricdes impostas pelo
Problema Grafo Sanduiche (2,1), garantindo a inexisténcia de arestas obrigatdrias inteiramente

contidas em S ou Sy, bem como a auséncia de arestas proibidas totalmente contidas em L.
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Conforme a férmula apresentada anteriormente, foram atribuidos valores de verdade
as varidveis de modo que toda a expressao seja satisfeita. Assim, definiu-se x; = Falso, x5 =
Verdadeiro e x3 = Falso. Cabe ressaltar que, de acordo com a 16gica proposicional cldssica, a
negacao inverte o valor 16gico da varidvel: se a varidvel possui valor Falso, sua negagcdo assume
valor Verdadeiro; de modo analogo, se a variavel possui valor Verdadeiro, sua negacdo assume
valor Falso. Substituindo esses valores na férmula, obtém-se:

(T1 V 22 V T3) = (Verdadeiro V Verdadeiro V Verdadeiro) = Verdadeiro,

(x1 V Ty V T3) = (Falso V Falso V Verdadeiro) = Verdadeiro,

(x1 V 23 V x3) = (Falso V Verdadeiro V Falso) = Verdadeiro.

Portanto, toda a férmula € satisfeita com essa atribui¢do de valores, resultando em uma avaliagdo
verdadeira para a expressao completa.

Como demonstrado, a férmula € satisfeita com a atribuicao de valores definida. A seguir,
foi analisada a forma como essa atribuicdo se reflete na parti¢ao dos vértices do grafo.

Sabe-se que os vértices auxiliares /; e I pertencem ao conjunto L, que representa
a clique do grafo. Os vértices s1; e s9; sdo posicionados no conjunto S, enquanto Si5 € Soo
pertencem ao conjunto Ss. Dessa forma, compdem a base estrutural da parti¢do (2,1), servindo
como referéncia para a distribuicdo dos demais vértices do grafo.

Para as variaveis, aplica-se a seguinte regra: se uma variavel z; € avaliada como falsa,
o vértice correspondente xz; € alocado no conjunto L; o vértice negado T; € posicionado no
conjunto S7; e o vértice auxiliar p; é colocado no conjunto Ss. Por outro lado, quando a varidvel
x; é verdadeira, o vértice x; € posicionado em S, o vértice T; em L e o vértice p; em S7. Essa
regra assegura que a distribui¢do dos vértices respeite as restri¢des impostas pela parti¢do (2,1).

No exemplo considerado, como z; = Falso, o vértice x; é alocado em L, Z; em S e p;
em S5. Como x5y = Verdadeiro, x5 € posicionado em Sy, To em L e p; em S;. Finalmente, como
r3 = Falso, tem-se x3 em L, T3 em S; € p3 em Ss. Dessa forma, os vértices estido distribuidos
entre os conjuntos L, S e S5 de acordo com a atribuicdo de valores de verdade que satisfaz a
férmula.

Na cldusula 1, (Z; V 22 V T3), todos os literais assumem valor Verdadeiro com a
atribuicdo adotada: 7; € verdadeiro, pois x; = Falso, x5 € verdadeiro e T3 também ¢é verdadeiro,
uma vez que 3 = Falso. Dessa forma, os vértices 1, t% e t%, que representam esses literais, sdo
todos posicionados no conjunto L.

Na cldusula 2, (z; V Ty V T3), apenas o literal T3 assume valor Verdadeiro, pois
x1 = Falso, 7o = Falso, uma vez que ro = Verdadeiro e T3 = Verdadeiro. Dessa forma,
o vértice t3, correspondente ao T3, é colocado em L, enquanto os vértices restantes dessa cldusula
sdo posicionados nos conjuntos S; ou Sy, respeitando a estrutura da partigdo (2,1).

Na cldusula 3, (z; V 23 V x3), apenas o literal z, assume valor Verdadeiro, pois

x, = Falso, 7o = Verdadeiro e x5 = Falso. Dessa forma, o vértice t3, correspondente ao literal
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T2, € alocado no conjunto L, enquanto os vértices restantes dessa cldusula sdo posicionados nos
conjuntos S ou Sy, conforme as restricdes da particdo (2,1).

Dessa forma, para cada cldusula, pelo menos um vértice t{; € alocado no conjunto L,
garantindo que cada cldusula seja satisfeita e que essa satisfatibilidade esteja refletida diretamente
na particdo do grafo.

A Tabela 7 mostra essa configura¢do, evidenciando a distribuicao dos vértices entre os
conjuntos L, S e Ss, conforme os valores de verdade atribuidos as varidveis e a forma como

cada cldusula € satisfeita no exemplo apresentado.

Tabela 7 — Parti¢@o (2,1) nos conjuntos L, S e Ss.
EAENEN

Ly s11 512
ly 591 S92
1 T1 X2
T3 Tz P1

Fonte: Autoria propria.

O Problema Grafo Sanduiche (2,1) é N P-completo, conforme demonstrado por Souza
(2002), que apresentou uma reducdo do Problema 3-SAT, reconhecidamente /N P-completo,
para o problema em questdo. A reducdo consiste na constru¢do de uma instancia particular
(V, E1, E3) do Problema Grafo Sanduiche a partir de uma instancia arbitraria (X, C) de 3-
SAT, de modo que a existéncia de uma atribui¢éo de verdade que satisfaz (X, C') corresponde
exatamente 2 existéncia de um grafo G(V, F) que contém todas as arestas obrigatdrias, exclui
as arestas proibidas e admite uma parti¢éo (2,1). Como hd equivaléncia entre as solugdes das
duas instancias e o 3-SAT é N P-completo, conclui-se que o Problema Grafo Sanduiche (2,1)

também é N P-completo.

3.5 Problema do Grafo Sanduiche em Grafos com Particio (2,2)

Nesta secao, revisa-se a complexidade computacional do Problema Grafo Sanduiche
para a classe de grafos com parti¢do (2,2), conforme apresentado por Souza (2002). Toda a
andlise desenvolvida aqui segue diretamente esse trabalho fundamental; por esse motivo, as
defini¢des, propriedades e caracterizagdes discutidas a seguir sdo extraidas e adaptadas de sua
formulac@o original. Um grafo com parti¢do (2,2) é definido como aquele cujos vértices podem
ser particionados em dois conjuntos independentes e duas cliques, respeitando as restricoes

impostas por essa estrutura.
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O Problema Grafo Sanduiche com parti¢do (2,2) é N P-completo por meio de uma
redugdo a partir do Problema 3-SAT, reconhecido por sua N P-completude. De forma analoga
ao caso (2,1) apresentado na Secdo 3.4, na pagina 42, a construgdo para o Problema Grafo

Sanduiche (2,2) é apresentada a seguir.

PROBLEMA GRAFO SANDUICHE (2,2)

Instancia: Conjunto de vértices V', conjunto de arestas obrigatérias £, conjunto de

arestas proibidas Fs.

Questdo: Existe um grafo G(V, E),talque Ey C Ee ENE3=0,e G é(2,2)?

A construcgdo apresenta forte semelhanca com o caso (2,1), descrito na Secdo 3.4,

na pagina 42. O conjunto de vértices V' € formado por dois conjuntos auxiliares: B; =
{11, l3, 811, 812, Sa1, 522} e By = {13, ly, 831, 832, Sa41, 542}-

Para cada varidvel z;, s@o adicionados os vértices correspondentes aos literais z;, 7,
além de um vértice auxiliar p;. Para cada clausula c; = (Ejl Vv E% Vv Ef;) sdo incluidos trés vértices
8, té cada um associado a um literal da cldusula.

O conjunto de arestas obrigatdrias £/; foi definido contemplando trés grupos principais.

Primeiramente, inclui as arestas entre os vértices auxiliares:
{l1l2, l3la, 11511, 1512, 12521, l2592, 13831, 3532, 14541, 14542, S11512, 521522, 531532, 541842}~
Em seguida, para cada varidvel x;, considera-se o conjunto;
{Zis11, Tis12, Tips, Tpi }-
Por fim, para cada cldusula c;, define-se o conjunto:
{13, 1185, 53}

O conjunto de arestas proibidas Fs5 foi definido considerando quatro grupos principais.

Primeiramente, inclui as arestas entre os vértices auxiliares do conjunto B;:
{l18217 1592, 12511, 12512, $11521, 511522, S12521, 812822},
e entre os vértices auxiliares do conjunto Bs:
{l3541, l3542, 14831, 14832, $31541, 531542, S32541, 532342}-
Em seguida, incluem-se as arestas proibidas entre vértices de B, e Bs:
{uv :u € Byev € By},
e entre vértices de By € 0s vértices fora de B;:

{uv:u € ByeveV\ B}
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Além disso, para cada varidvel z;, com 1 < ¢ < n, considera-se o conjunto:
{2:%i, pila }
Por fim, para cada cldusula c¢;, com 1 < j < m, o conjunto de arestas proibidas €:
{tt] 156, 1441 }.

Conforme ilustrado na Figura 29, apresenta-se o grafo base com as arestas obrigatorias

definidas para a constru¢do da instincia do Problema Grafo Sanduiche (2,2).

Figura 29 — Grafo base (2,2).

Fonte: Modificado de Souza (2002)

Da mesma forma que no caso (2,1), hd dois tipos de estruturas: a Estrutura Varidvel,
apresentada na Figura 26, na pdgina 44, e a Estrutura Clausula, ilustrada na Figura 27, na
pagina 43.

Embora a ideia geral seja semelhante ao caso (2,1), a construgdo para o Problema Grafo
Sanduiche (2,2) apresenta diferencas especificas na estrutura da particao dos vértices. Quando a
instancia especial (V, E, F3) admite um grafo sanduiche (2,2), ou seja, um grafo G(V,E) com
particdo (L1, Lo, S1,.S2), todos os quatro conjuntos da parti¢do sdo ndo vazios.

Os vértices auxiliares sdo organizados da seguinte forma: os vértices [y e [, pertencem
ao conjunto L4, os vértices [ e [, pertencem ao conjunto Lo, 0s vértices s11, S21, S31 € S41 SA0

posicionados em S, € S12, S92, S32 € S49 pertencem a Ss.
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Essa divisdo garante que o grafo satisfaca as regras do problema (2,2), no qual L; e Ly
formam duas cliques disjuntas, e S; e So constituem dois conjuntos independentes.

Assim como o Problema Grafo Sanduiche com parti¢do (2,1) foi demonstrado ser
N P-completo, o Problema Grafo Sanduiche com parti¢do (2,2) também é N P-completo. Isso
se deve ao fato de que, embora a estrutura da particdo seja mais elaborada, envolvendo dois
conjuntos que formam cliques e dois conjuntos independentes, a dificuldade computacional do
problema permanece equivalente. A prova da N P-completude do caso (2,2) é estabelecida por
meio de uma reducdo a partir do Problema 3-SAT, evidenciando que encontrar uma parti¢do (2,2)

vélida para o grafo € tio dificil quanto resolver um problema cléssico de alta complexidade.

3.6 Problema do Grafo Sanduiche em (%, /) A-Limitado

Nesta secao, revisa-se a complexidade computacional do Problema Grafo Sanduiche
para a classe de grafos em (k, /) A-Limitado, considerando instincias em que o grau maximo dos
vértices € limitado em (G5, conforme apresentado por Souza (2002). Toda a andlise desenvolvida
aqui segue diretamente esse trabalho fundamental; por esse motivo, as defini¢des, propriedades e

caracterizacOes discutidas a seguir sdo extraidas e adaptadas de sua formulagao original.

PROBLEMA GRAFO SANDUICHE (k,l)A-LIMITADO

Instancia: Conjunto de vértices V', conjunto de arestas obrigatorias F;, conjunto de

arestas proibidas F3, onde G5 € um grafo com grau maximo A.

Questdo: Existe um grafo G(V, E), talque F; C F e EN E3 = (), o qual é um grafo
(k,01)?

A classificacdo completa do Problema Grafo Sanduiche limitado por grau maximo,
demonstrando que ele pode ser resolvido em tempo polinomial quando £ < 2 ou A < 3, e que é
N P-completo nos demais casos. Para sustentar essa classificacdo, a autora formulou dois lemas
que comprovam essas afirmagoes.

O primeiro lema estabelece que, se o Problema Grafo Sanduiche (k,/) A-Limitado pode
ser resolvido em tempo polinomial, entdo o Problema Grafo Sanduiche (k,l 4+ 1) A-Limitado
também € soluciondvel em tempo polinomial.

Para resolver o Problema Grafo Sanduiche (k,/+1) A-Limitado, parte-se do pressuposto
de que ja existe um algoritmo polinomial para o caso (k,/)A-Limitado. A ideia central baseia-se
no fato de que, se existir um grafo sanduiche com [ + 1 cliques, entdao pelo menos uma dessas
cliques também estd contida em G's. Isso ocorre porque, por defini¢do do problema, o grafo final
G deve satisfazer £y C E C E,, em que F; representa o conjunto de arestas obrigatérias e Fs 0
conjunto de arestas permitidas. Assim, todas as arestas que compdem uma clique em G também
estdo presentes em Go.

Nesse contexto, o conjunto S representa um subconjunto de vértices de G5 que é

candidato a ser a nova clique adicionada ao grafo final G. Como o grau maximo de G5 é A,
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o tamanho méximo de uma clique em G5 € A + 1. Dessa forma, o algoritmo analisa todos os
subconjuntos .S de tamanho menor ou igual a A + 1. Para cada subconjunto S, verifica-se em
(G, se ele constitui uma clique, isto é, se todos os seus vértices estio mutuamente conectados.
Caso S ndo forme uma clique, ele € descartado. Caso contrario, S é considerado como uma nova
clique potencial para compor a solucao.

Em seguida, remove-se .S do conjunto de vértices V, restando V' \ S, e aplica-se o
algoritmo jd existente para o caso (k,l) sobre os vértices remanescentes. Se o algoritmo encontrar
uma solugdo, isso indica que existe um grafo sanduiche que utiliza S como clique adicional,
combinada com a solucao obtida para os demais vértices. Dessa forma, obtém-se um grafo
sanduiche com [ 4 1 cliques.

Esse procedimento € eficiente porque o pardmetro A € fixo, o que limita o tamanho dos
conjuntos S e, consequentemente, reduz a quantidade de subconjuntos que precisam ser testados.
Com isso, o nimero de verificacdes seja polinomial, garantindo que a execugao do algoritmo
para [ + 1 cliques também ocorra em tempo polinomial.

O segundo lema estabelece que, se k£ < 2, entdo o Problema Grafo Sanduiche (k,l)A-
Limitado pode ser resolvido em tempo polinomial.

Conforme apresentado na Secao 3.3, na pagina 40, o Problema Grafo Sanduiche para
grafos bipartidos (2,0) é solucionado em tempo polinomial. Como a propriedade de ser bipartido
¢ hereditdria e pode ser verificada diretamente sobre o grafo obrigatério (G1, conclui-se que o
caso (1,0) segue a mesma légica, pois representa uma estrutura ainda mais restrita. Assim, ambos
os casos podem ser resolvido em tempo polinomial. Dessa forma, para & < 2 o Problema Grafo
Sanduiche A-Limitado também € soluciondvel em tempo polinomial.

Para k < 2 el > 0, o Problema do Grafo Sanduiche (k,l)A-Limitado é polinomial.
Esse resultado decorre diretamente do lema apresentado anteriormente, que estabelece que, se
o problema ¢é solucionado em tempo polinomial para (k,/) A-Limitado, entdo também o sera
para (k,l + 1) A-Limitado. Como para k& < 2 o problema é polinomial no caso base, a aplica¢do
iterativa do lema garante que ele permanece polinomial para qualquer valor de [ > 0.

O Problema Grafo Sanduiche é polinomial nos casos em que £k < 2ou A < 3 e
torna-se /N P-completo quando k£ > 3 e A > 4. Isso ocorre porque, em grafos com vértices
altamente conectados, o processo de reconhecimento e particio em conjuntos independentes
e cliques torna-se computacionalmente mais complexo, ndo havendo algoritmos eficientes
conhecidos para resolvé-lo em todos os casos. Dessa forma, a complexidade do problema
aumenta consideravelmente quando o grau maximo ultrapassa 3, tornando sua solucao pratica

invidvel em grande parte das situacgoes.
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi apresentada uma revisao bibliografica sobre o Problema do Grafo
Sanduiche, destacando sua formulagdo, aplicagdes préticas e comportamento em diferentes
cendrios de complexidade. Inicialmente, foram abordados os conceitos fundamentais da Teoria
dos Grafos, da complexidade computacional e do problema de particdo (k,l), que serviram como
base tedrica para a andlise.

Ap0és a apresentacdo dos conceitos tedricos fundamentais, foi discutido o Problema
do Grafo Sanduiche, incluindo sua defini¢do formal e principais caracteristicas. Em seguida,
analisaram-se cinco variagdes desse problema: split (1,1), bipartido (2,0), partigdo (2,1), parti¢do
(2,2) e (k,l)A-Limitado. Cada uma dessas varia¢des permitiu observar como a estrutura do grafo
influencia diretamente a complexidade computacional associada a sua resolucao.

Em relacéo aos resultados obtidos para cada variagdo, verificou-se que o caso split (1,1)
€ polinomial, sendo possivel comprovar esse resultado por meio da reducao para o problema 2-
SAT. Para o caso bipartido (2,0), observou-se que se trata de uma classe hereditéria, o que também
permite uma solu¢do em tempo polinomial. Ja as parti¢des (2,1) e (2,2) foram classificadas
como N P-completo, com comprovacao realizada através da reducio para o problema 3-SAT,
evidenciando o aumento da complexidade computacional. Por fim, no caso (k,/)A-Limitado,
constatou-se que o Problema do Grafo Sanduiche € polinomial quando £ < 2ou A < 3 e
torna-se N P-completo quando £ > 3 e A > 4, mostrando como o grau maximo dos vértices
impacta diretamente a dificuldade do problema.

Os resultados discutidos ao longo deste trabalho reforcam a importancia da anélise de
complexidade como ferramenta para compreender os limites entre casos trataveis e intrataveis.
Além de seu valor tedrico, o Problema do Grafo Sanduiche apresenta aplicacdes praticas em areas
como biologia computacional e raciocinio temporal, evidenciando sua relevancia interdisciplinar.
Assim, este estudo contribui para uma compreensao mais clara das fronteiras de complexidade
relacionadas a estrutura dos grafos e ao impacto de parametros como k,l e A na dificuldade de
resolucao do problema.

Como resultado adicional, este texto foi apresentado nos eventos integrados do IF
Goiano: VII Integra IF Goiano, 15° Semindrio de Avaliacdo dos Programas de Pds-graduacdo, 14°
Congresso de Pesquisa e Pos-graduacdo, 7* Maratona de Inovagao da Diretoria de Extensao e 2*
Semana de Integracdo Académica, realizados no Campus Rio Verde, reforcando sua contribui¢do
académica e cientifica no contexto institucional.

Como trabalhos futuros, pretende-se investigar novas classes de grafos (k,l) para o
Problema do Grafo Sanduiche, com o objetivo de identificar novos casos pertencentes as classes
P e N P-completo, ampliando o entendimento sobre as fronteiras de complexidade e as condicdes

estruturais que tornam o problema tratdvel ou intrativel.



56

Referéncias

AIRES, V. P. S. Grafos Rotulados, Grafos Graciosos e Problemas de Coloracdo Especiais.
Manaus, AM, 2015. Orientadora: Rosiane de Freitas Rodrigues, D.Sc. Citado 4 vezes nas
paginas 5,6, 10 e 11.

ALVES, S. R. Estudo da complexidade de grafos bem cobertos-(1, 1): reconhecimento, problemas
sanduiche e probe. Tese (Doutorado) — Universidade Federal do Rio de Janeiro, COPPE, Rio
de Janeiro, RJ, Dezembro 2019. Orientadores: Sulamita Klein, Luerbio Faria e Fernanda Vieira
Dias Couto. Citado na pagina 30.

ASPVALL, B.; PLASS, M. F.; TARJAN, R. E. A linear-time algorithm for testing the truth
of certain quantified boolean formulas. Information processing letters, Elsevier, v. 8, n. 3, p.
121-123, 1979. Citado 6 vezes nas paginas 15, 16, 17, 19,20 e 21.

BRANDSTADT, A. Partitions of graphs into one or two independent sets and cliques. Discrete
Mathematics, Elsevier, v. 152, n. 1-3, p. 47-54, 1996. Citado 3 vezes nas pdginas 30, 31 e 32.

CERIOLI, M. R. et al. The homogeneous set sandwich problem. Information Processing Letters,
Elsevier, v. 67, n. 1, p. 31-35, 1998. Citado na pagina 34.

COOK, S. A. The complexity of theorem-proving procedures. In: Proceedings of the Third
Annual ACM Symposium on Theory of Computing. New York, NY, USA: ACM, 1971. p.
151-158. Citado na pédgina 25.

CORDEIRO, A. V. V. Grafos Perfeitos, Cliques e Coloracdes. Manaus, AM, 2015. Orientadora:
Rosiane de Freitas Rodrigues, D.Sc.; Organizado pela Fundacdao de Amparo a Pesquisa do
Estado do Amazonas. Citado na pagina 9.

CORMEN, T. H. et al. Introduction to Algorithms. 2nd. ed. Cambridge, Massachusetts; Boston,
MA: The MIT Press and McGraw-Hill Book Company, 2001. First edition 1990. ISBN
0-262-03293-7. Citado 5 vezes nas paginas 11, 12, 13, 14 e 23.

COUTO, E. V. D. Complexidade dos problemas sanduiche e probe para subclasses de grafos-(k,
[). Tese (Doutorado) — PhD thesis, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, RJ,
2016. Citado 2 vezes nas paginas 29 e 34.

DANTAS, S.; FIGUEIREDO, C. M. D.; FARIA, L. On the complexity of (k, 1)-graph sandwich
problems. In: SPRINGER. Graph-Theoretic Concepts in Computer Science: 28th International
Workshop, WG 2002 Cv‘esky Krumlov, Czech Republic, June 13—15, 2002 Revised Papers 28.
[S.L], 2002. p. 92-101. Citado na pagina 35.

FARIA, M. V. M. Rotulagem automdtica de imagens da Web com busca em largura: um
estudo de caso na competicdo Dog Breed Identification. Serra, ES, 2024. Orientador: Prof. Dr.
Francisco de Assis Boldt. Citado na pagina 11.

FEOFILOFF, P.; KOHAYAKAWA, Y.; WAKABAYASHI, Y. Uma Introdugdo Sucinta a Teoria
dos Grafos. 2004. Material de minicurso na II Bienal da SBM. Acesso em: 2025-07-07.
Disponivel em: <http://www.ime.usp.br/~pf/teoriadosgrafos/>. Citado 3 vezes nas paginas 4, 6
e4dl.



Referéncias 57

FREIRE, Y. K. E. Um survey sobre resultados recentes em coloracdo backbone. Crateus, CE,
2024. Orientador: Prof. Dr. Rennan Ferreira Dantas. Citado 6 vezes nas péginas 6, 7, 8, 10, 29
e 30.

FREITAG, F. R. d. S. Estudo do problema 2-SAT: algoritmos eficientes e suas aplicacoes
na programacdo competitiva. Quixada, CE, 2025. Orientador: Prof. Dr. Atilio Gomes Luiz;
Coorientador: Prof. Dr. Paulo de Tarso Guerra Oliveira. Citado 3 vezes nas piginas 5, 13 e 15.

GOLUMBIC, M. C.; KAPLAN, H.; SHAMIR, R. Graph sandwich problems. Journal of
Algorithms, Elsevier, v. 19, n. 3, p. 449-473, 1995. Citado 3 vezes nas paginas 35, 36 e 37.

HAMMER, P. L.; SIMEONE, B. The splittance of a graph. Combinatorica, Springer, v. 1, p.
275-284, 1981. Citado 4 vezes nas paginas 9, 21, 22 e 23.

ISERNHAGEN, M.; BARBOSA, R. M. Conjuntos independentes maximais em grafos: As
classes m(t) e i(t). In: SOCIEDADE BRASILEIRA DE PESQUISA OPERACIONAL. Anais do
XXXVIII Simpdésio Brasileiro de Pesquisa Operacional (SBPO). Goiania, GO, 2006. p. 970-979.
Citado 2 vezes nas paginas 8 e 9.

KARP, R. M. Reducibility among combinatorial problems. Complexity of Computer
Computations, Springer, p. 85-103, 1972. Citado na pagina 26.

LOZADA, L. A. P. Topicos na classe dos grafos clique. Dissertagdo (Mestrado) — Instituto
de Matematica, Estatistica e Ciéncia da Computacdao, UNICAMP, Campinas, SP, Abril 1996.
Orientadora: Profa. Célia Picinin de Mello. Citado na pagina 8.

MACAMBIRA, A. F. U. et al. Tépicos em otimizacao inteira. UFRJ, 2022. Citado 4 vezes nas
paginas 5,6, 7 ¢ 8.

OLIVEIRA, M. P. M. S. de. Teias matemdticas: frentes na ciéncia e na sociedade. [S.1.]:
Imprensa da Universidade de Coimbra/Coimbra University Press, 2004. Citado na pagina 26.

PINTO, G. P; SILVA, L. d. A. da. Algoritmos de clique méximo em redes complexas. Anais do
Congresso da Sociedade Brasileira de Computagdo (CSBC), Curitiba, Brasil, 2021. Citado na
pagina 9.

RECUERO, R. Contribui¢des da andlise de redes sociais para o estudo das redes sociais na
internet: o caso da hashtag# tamojuntodilma e# calaabocadilma. Revista Fronteiras, v. 16, n. 2,
2014. Citado na pégina 4.

SOUZA, S. D. de. Particoes em Grafos: Caracterizacoes, Algoritmos e Complexidade. V111,
78 p. Tese (Tese de Doutorado) — Universidade Federal do Rio de Janeiro, COPPE, Rio de
Janeiro, RJ - Brasil, junho 2002. Programa: Engenharia de Sistemas e Computagdo. Citado 9
vezes nas paginas 40, 41, 42, 43, 44, 45, 50, 52 e 53.

SZWARCEFITER, J. L. Teoria Computacional de Grafos: Os Algoritmos. 1. ed. Rio de Janeiro,
RJ: Elsevier Editora Ltda., 2018. Com programas em Python por Fabiano S. Oliveira e Paulo E.
D. Pinto. Série SBC — Sociedade Brasileira de Computacao. ISBN 978-85-352-8884-1. Citado
3 vezes nas paginas 27, 28 e 30.

TARJAN, R. Depth-first search and linear graph algorithms. SIAM Journal on Computing, v. 1,
n. 2, p. 146-160, June 1972. Citado 2 vezes nas paginas 17 e 18.



