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RESUMO 

 

NUNES, A.R. Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia Goiano – Campus Rio 

Verde – GO, 2022. Estudo do deslocamento de uma laje contínua utilizando o Método dos 

Elementos Finitos via analogia de grelha. 

Orientador: Prof. Doutor Michell Macedo  

Coorientador: Prof. Dr. Marcel Willian Sales 

 

Com os avanços das tecnologias de construção, tornou-se viável a criação de estruturas com  

nível de complexidade cada vez maiores, e nesse sentido, a realização do cálculo dessas 

estruturas, por meio dos métodos de equações analíticas clássicas, tornou-se inviável, visto que 

ela está pautada em geometrias simples e já conhecidas, e que, infelizmente, não se aplica a 

grande parte das estruturas que existem atualmente, e que estão se construindo de acordo com 

a criatividade de arquitetos e engenheiros. De modo que, com isso os calculistas estruturais, se 

inclinaram a estudar estruturas com grau de complexidade maior, por meio de método 

aproximados. Nesse sentido, o Método dos Elementos Finitos (MEF), tornou uma alternativa 

para calcular os esforços que tais estruturas sofrem, ao se aplicar cargas sobre as tais. Assim, o 

MEF neste trabalho será utilizado para verificar, o quanto o deslocamento de uma laje contínua 

se altera ao ser submetida a cargas pontuais, e verificar o que ocorre com esse valor cada vez 

que a mesma for refinada, e assim comparar tais resultados quando calculados pela equação 

Analítica. É importante ressaltar que, com essa metodologia, se pode calcular com base nos 

deslocamentos obtidos pelo código, a economia de material para confecção de estruturas de 

laje, em comparação com os resultados baseados nos cálculos clássicos, de modo a minorar os 

desperdícios, mau dimensionamento dessas estruturas, ou mesmo risco de colapso dessas 

estruturas, ao dimensionar e projetar de maneira incorreta. 

 

 

 

 

Palavras-chave: Deslocamento. Refinamento. MEF. Laje. Equação Analítica. 
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ABSTRACT 

 

NUNES, A.R. Federal Institute of Education, Science and Technology Goiano – Campus Rio 

Verde – GO, 2022. Study of the displacement of continuous slabs using the Finite Element 

Method via grid analogy. 

Advisor: Michell Macedo 

 

With the advances in construction technologies, it has become feasible to create structures with 

increasing levels of complexity, and in this sense, carrying out the calculation of these 

structures, through the methods of classical analytical equations, has become unfeasible, since 

it is based on simple and already known geometries, and which, unfortunately, does not to most 

of the structures that currently exist, and that are being built according to the creativity of 

architects and engineers. So that, with that, structural calculators tended to study structures with 

a higher degree of complexity, through approximate methods. In this sense, the Finite Element 

Method (FEM) has become an alternative to calculate the efforts that such structures undergo 

when loads are applied to them. Thus, the FEM in this work will be used to verify how much 

the displacement of a continuous slab changes when subjected to specific loads, and to verify 

what happens to this value each time it is refined, and thus compare such results when calculated 

by the analytical equation. 

 

Keywords: Displacement. Refinement. FEM. Analytical Equation. 
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1 INTRODUÇÃO  

A Engenharia estrutural começou a ser conhecida como tal em meados do século XVII, 

quando os engenheiros começaram a ver a necessidade de se utilizar dos conhecimentos da 

mecânica, ou seja, matemática e ciência para se projetar estruturas. Anterior a isso, toda 

construção arquitetônica era feita por tentativa e erro com base em experiencias anteriores. De 

tal modo, pode-se definir a engenharia estrutural é o ramo da engenharia que possibilita o estudo 

do comportamento de estruturas mediante a aplicação de uma carga prescrita ou ação externa 

(KASSIMALI, 2016 p.23). 

Nesse sentido, a engenharia estrutural tornou-se uma ciência consolidada, com inúmeras 

postulações para prever soluções para estruturas quando submetidas a cargas de diferentes 

grandezas. Com o avanço nas novas tecnologias de construção, foi criada ao longo do tempo, 

estruturas com nível de complexidade cada vez maiores. Com isso, a dificuldade em se prever 

com exatidão as reações que uma construção pode se sofrer ao ser submetida a diferentes 

grandezas de força, se tornou cada vez maior. 

Posto isto, os métodos analíticos clássicos, estão embasados em equações que 

possibilitam obter resultados exatos de questões como deslocamento, deformação e tensões, em 

seus infinitos pontos, porém isso só era possível para algumas geometrias conhecidas, de acordo 

com que se aumentava o grau de complexidade, tais equações não podiam ser aplicadas 

(ALVES FILHO, 2018).  

Nesse viés, o Método dos Elementos Finitos (MEF), era conhecido, como ferramenta 

de análise estrutural, porém não tinha ferramentas avançadas o suficiente para que pudesse ser 

implementado antes do lançamento dos computadores em 1950. Assim, o MEF tem por objetivo 

determinar o estado de tensão e deformação de um sólido, de geometria arbitraria, quando 

submetido a ações exteriores. Antes do MEF os esforços que as estruturas sofriam eram 

determinados meio dos métodos tradicionais clássicos, pelo sistema de equações de derivadas 

parciais, com as condições de fronteiras, de modo que devido a complexidade estes 

procedimentos só eram aplicáveis para meios contínuos homogêneos e de geometria conhecidas 

(AZEVEDO, 2003. p.11).  

Em vias do exposto, a principal função do MEF, é a discretização de uma estrutura, 

compartimentando-a ao máximo, mantendo suas propriedades originais. Assim há uma divisão 

de uma geometria em elementos finitos para obtenção de uma solução de deslocamento 

aproximada que está em função de dos deslocamentos nodais sofridos pela estrutura 

(SORIANO, 2003 p.10). 
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De tal modo, para aplicação do MEF faz-se necessário a implementação de software e 

código de programação, que aliado a esse conceito é capaz de trazer resultados aproximados da 

estrutura complexa a serem analisada. 

 

1.1 Método dos Elementos Finitos 

A aplicabilidade do MEF se dá em inúmeras áreas, isso porque ele consegue mensurar, 

com uma ideia simplificada, os esforços que uma estrutura está submetida, análises que pode 

ser feita até mesmo em pequenos elementos. Por exemplo, na área da odontologia o MEF pode 

ser utilizado para mensurar as cargas aplicadas na estrutura dentária. 

 

Figura 1: Malha do canino e osso alveolar desenvolvida, ilustração dos elementos 

finitos na da forma de triangulação conectados por nós.  

Fonte: (LOTTI, 2006) 

Por meio do MEF qualquer estrutura dento-maxilo-facial pode ser calculada, e se obter 

os deslocamentos na direção x,y,z e também os valores de tensão após a aplicação de uma força. 

(LOTTI, 2006). 

Para tanto, a ideia do MEF, é subdividir os sistemas, ou estruturas, em seus componentes 

individuais, ou elementos, e partir do estudo desses elementos individuais, entender o que 

ocorre ao longo de toda a estrutura, esses elementos são interligados entre si formando os nós. 

De modo que, se pode calcular através de modelos analíticos, o comportamento de alguns nós 

ao longo da estrutura, pode-se representar de forma aproximada o que ocorre na estrutura 

(ALVES FILHO, 2018). 

Na Figura 2, pode-se compreender como se dá o processo de criação da análise de 

sistemas discretos. 
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Figura 2: Análises de Sistemas Discretos 

Fonte: ALVES FILHO, 2018 

Para a Engenharia Civil, é importante compreender que o MEF pode ser aplicado de 

muitas formas, porem para se ter uma correta análise dos dados obtidos através do método é 

preciso que o calculista tenha mínimos conhecimentos do procedimento de cálculo, para obter 

uma correta interpretação dos resultados e fenômenos físicos envolvidos. Isso faz com que se 

tenha hipóteses simplificadas e assertiva, e minorar os custos computacionais e evitando 

equívocos na execução do projeto. (TILLMANN, 2015, p.64) 

A nível de conhecimento o MEF na construção civil possui diversas aplicações, devido a ideia 

de se obter os esforços que uma estrutura está submetida, mesmo não tendo geometria 

parametrizada. Na parte estrutural pode-se citar o Museu das Artes do Rio (Figura 3), que a 

ideia arquitetônica de construção era que a estrutura parecesse flutuante, ou seja, em formato 

de ondas, e foi somente com a utilização do MEF que foi possível prever os esforços, que a 

estrutura submetida, principalmente no encontro de lajes com pilar. Outrossim, a ponte D. Luiz 

I em Porto, em Portugal (Figura 4) é um claro exemplo da utilização do MEF, visto que algumas 

peças da mesma, com o tempo, sofreu um desgaste e precisariam de uma análise aprofundada 

das tensões e cargas, para ser feito o reparo e possível reforço que estava submetida e isso só 

foi possível com a utilização do MEF (MORAES-ADEMIR). 
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Figura 3:  Museu das Artes do Rio 

Fonte: MORAES-ADEMIR 

 

  

Figura 4: Ponte D. Luiz I. 

Fonte: MORAES-ADEMIR  

 

Nesse sentido o método dos elementos finitos consiste na divisão de uma geometria, em 

finitas partes formando uma malha com inúmeros elementos interligados por nós. Assim, 

quanto maior a quantidade de elementos em uma malha, maior a precisão dos resultados que 

serão encontrados. Nesse viés visualiza-se que para estruturas como lajes contínuas de concreto 

armado é importando o estudo do comportamento dessas quando se aplica cargas sobre as 

mesmas. 

 

1.1.1 Lajes contínuas 

As lajes são classificadas como elementos bidimensionais, isso porque duas dimensões 

(x,y) são muito maiores (largura e comprimento) que a terceira dimensão. Assim elas se 

destinam a maior parte das cargas acidentais como móveis, pessoas, pisos dentre outros, além 

disso essas cargas são na maioria das vezes, aplicadas na perpendicular ao plano bidimensional, 

e posteriormente, aplicadas aos pilares que as apoia (BASTOS, 2015). 
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Nesse sentido, as lajes contínuas são lajes que possuem continuidade nas bordas, assim 

além de apoios são lajes adjacentes, ou seja, possuem outras lajes em seus bordos laterais assim 

como na Figura 5 (NOLASCO, 2014). 

 

Figura 5: Lajes contínuas 

Fonte: Mais Engenharia. 

 

1.2 Analogia de Grelha 

Segundo De Figueredo Filho (1990) o método de analogia de grelha aplicado a lajes se 

mostra muito precisos, mas não muito difundido entre os projetistas, mesmo sendo de fácil 

compreensão e aplicação, necessitando de poucos recursos para aplicação. Outrossim, para 

Coelho é aceitável a utilização do método de analogia de grelha, tendo em vista que o 

pressuposto que nas aplicações práticas da engenharia civil sempre se utiliza de um grau de 

imprecisão, visto que até mesmo uma solução exata se usa soluções de contorno, cargas 

aproximadas e geometrias que é uma aproximação da solução real. Assim, a analogia de grelha 

torna-se um método válido para análise das cargas de lajes de concreto armado. 

Nesse viés, pode-se definir que as lajes em analogia de grelha, se assemelha a pórticos 

planos em que todas as barras e nós estão em um mesmo plano, e análise das barras é feito por 

meio do sistema de coordenadas, em que o elemento pode ser orientado em qualquer direção 

x,y (Figura 6). Em que os deslocamentos (graus de liberdade) que ocorrem nos nós são 

basicamente três translações e três rotação (COELHO, 2000). 
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Figura 6: Graus de Liberdade dos elementos de uma grelha 

Fonte: Coelho, 2000 

 

1.3 Deslocamento  

O deslocamento de uma laje pode ser obtido pelo método dos elementos finitos por meio 

da discretização de uma geometria arbitrária, através de um código de programação que 

transforma os diferentes pontos na malha criada em coordenadas. De modo que, o MEF pode 

se basear no método dos deslocamentos, métodos de equilíbrio, métodos híbridos e mistos. 

Porém o mais simples de se aplicar é o método do deslocamento. Os principais conceitos que 

se precisa ter conhecimento para se aplicar o método são: condições de apoio, força 

generalizada, equilíbrio de forças, tipo de estrutura (reticulares, laminares ou sólidas) e noções 

de grau de liberdade e vetores. (AZEVEDO, 2003 p. 13). 

Para se ter uma noção do deslocamento real que uma estrutura possui, comparando com 

o resultado de deslocamento obtido pela equação analítica utiliza-se a relação de erro absoluto. 

De modo, que a premissa é quanto maior a quantidade de nós em uma malha mais aproximado 

este deslocamento estará do que o ocorre no real. Assim a diferença entre o resultado do maior 

refinamento da malha, com o resultado obtido da equação analítica, mostra a diferença de 

aproximação dos MEF com a formulação. Azevedo (2003) mostra uma malha (Figura 7) com 

92 elementos sendo submetido a uma força e como ela se deforma, e posteriormente se obtém 

os deslocamentos no campo vertical. 
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Figura 7: Malha refinada. 

Fonte: Azevedo,2003 

 

1.4 Equação Analítica 

A análise do MEF é feito a partir de códigos e linguagens de programação, que 

possuem uma entrada de dados e condições de contorno que por fim resultarão e soluções 

aproximadas, tem-se como premissa as seguintes etapas para o método. (ALVES FILHO, 

2000, p.18) 

 

Figura 8: Código computacional. 

Fonte: (Alves, Filho 2000, p. 23). 

 

Em vias do exposto, a lei que rege tais códigos se dá na relação entre a matriz de 

rigidez local do elemento e os deslocamentos nodais dos mesmos. (Carneiro, 2022). Para 

obter-se a matriz de rigidez do sistema, ou seja, de cada elemento, é necessário sobrepor 

os coeficientes dos elementos que compartilham o mesmo nó (COL DEBELLA, 2015). 

                                                      [K].[δ]= {F} – {Fo}                                             Eq. 1 

Em que, 

{F} = matriz coluna das ações externas atuantes na estrutura;  
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{Fo} = matriz coluna das ações atuantes na estrutura;  

[K] = matriz de rigidez da estrutura;  

[δ] = matriz coluna dos deslocamentos. 

Outrora pode ser escrita:  

                                                    {𝐹} = [𝐾] × {𝑈}                                              Eq. 2 

Em que, {F} = Vetor com as cargas nodais; [K] = Matriz rigidez global; {U} = Vetor com 

os deslocamentos nodais. 

Nesse sentido a Matriz de rigidez do elemento de grelha pode ser descrita na 

matriz da Figura 9 abaixo. De modo que a partir que o elemento recebe os corretos dados 

de entrada em um código de programação ou software, eles têm por função transformar 

essas coordenadas locais do elemento em coordenadas globais. Posteriormente, é 

realizado a transformação da matriz de rigidez do elemento em coordenadas locais, e por 

conseguinte, transforma essa matriz, em coordenadas globais (AVANCINI, 2015). 

                                                              

Figura 9: Matriz de rigidez do elemento em coordenadas locais 

Fonte: Avancini, 2015. 

2 OBJETIVOS 

2.1 Geral 

Fazer a análise comparativa do deslocamento de uma laje contínua via analogia de 

grelha 

2.2 Específicos 

• Analisar o refinamento da laje contínua. 

• Obter o deslocamento da laje via código de programação em linguagem Python; 

• Obter os resultados da laje via equação analítica; 

• Verificar a diferença dos deslocamentos obtidos via equação analítica e do programa 

pyton utilizando o Método dos Elementos Finitos; 

• Verificar se houve a convergência nos valores obtidos via equação e o código Python. 
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Estudo do deslocamento de uma laje contínua utilizando o Método dos Elementos 

Finitos via analogia de grelha. 

Study of the positioning of continuous slabs using the Finite Element Method via grid 

analogy. 

Resumo 

Este artigo teve como objetivo principal demonstrar o refinamento de uma laje, transformando-

a em uma malha através do método dos elementos finitos (MEF) utilizando-se da analogia da 

grelha para tal. Nesse sentido, foi utilizado o código de programação em linguagem pyton, via 

Método dos Elementos finitos adquirindo valores de deslocamento com êxito. Assim foi 

aplicado ao código de programação, as características de uma laje contínua. Posteriormente, 

refinou-se a malha gradativamente e assim foi-se obtendo o valor do deslocamento pelo MEF 

e comparado com a equação analítica. Desse modo foi obtido valores de deslocamento para 

quatro refinamentos, foi observado que quanto mais refinada a laje fosse mais deslocamento 

obtido se aproxima do real. Em vias do exposto, pretende-se com o MEF refinar a malha ao 

máximo para diminuir a percentagem de erro devido a aproximação do método com o que 

ocorre na laje em condições real de operação. 

 

Palavras-chave: Deslocamento. Refinamento. Malha. 

 

Abstract 

This article had as main objective to demonstrate the refinement of a slab, transforming it into 

a mesh through the finite element method (FEM) using the analogy of the grid for this. In this 

sense, the programming code in pyton language was used, via the Finite Element Method, 

successfully acquiring displacement values. Thus, the characteristics of a continuous slab were 

applied to the programming code. Subsequently, the mesh was gradually refined and thus the 

displacement value was obtained by MEF and compared with the analytical equation. In this 

way, displacement values were obtained for four refinements, it was observed that the more 

refined the slab was, the more displacement obtained was closer to the real one. In line with the 

above, the FEM is intended to refine the mesh as much as possible to reduce the percentage of 

error due to the approximation of the method to what occurs on the slab in real operating 

conditions. 

 

Keywords: Displacement. Refinement. Mesh 

 

 

 

 

 

1 INTRODUÇÃO  
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Constantemente engenheiros que trabalham com estruturas complexas se deparam com 

situações que precisam otimizar ao máximo custos na concepção de tais estruturas, assim 

precisam calcular de forma mais assertiva possível os esforços que estas estarão submetidas 

quando estiverem em operação. Nesse sentido, obter esses resultados nem sempre pode ser 

obtido de uma forma manual com auxílio das clássicas equações. 

Nesse viés, atualmente para solucionar os problemas enfrentados na concepção de 

projetos estruturais é de suma importância que o projetista tenha conhecimento em múltiplas 

áreas, ou seja, além de noções da engenharia, matemática e física, tenha conhecimentos em 

otimização de processos, softwares e códigos de programação que facilitam a realização de 

cálculos estruturais, e que se obtenha isso de maneira mais próxima ao real. Dentre os principais 

softwares utilizados temos o SAAP 2000 que possui um vasto conjunto de possibilidades em 

análises de estrutura 3D. Outro bastante conhecido, é o ROBOT da Autodesk para análises de 

estruturas e processos BIM. Além destes tem-se o Eberick que  

possui múltiplas funções modelagem, análise e dimensionamento (SANTOS, 2011). 

Com base neste, pode-se pensar em fazer uma análise de estrutura por meio de 

linguagem de programação utilizando o princípio dos métodos dos elementos finitos. Visto que 

o MEF pode ser utilizado para qualquer domínio, ou seja, diferentes tipos de geometrias, 

possibilitando o tratamento de casos não lineares. Nesse sentido, o MEF transforma um domínio 

contínuo num domínio discreto em que a solução é conhecida para pontos discretos, ou seja, os 

nós da malha formada pela subdivisão de uma estrutura complexas (NEPOMUCENO, 2015). 

Sendo assim o nó está na intersecção entre dois elementos, deste modo, o elemento é ligação 

entre um nó e outro. E a malha é a discretização do elemento em análise formada por números 

finitos de elemento e nós. Na Figura 1, e pode verificar como é modelado uma malha pelo MEF, 

com seus finitos elementos e nós. 

 

NÓS 

ELEMENTOS 

https://blog.ipog.edu.br/engenharia-e-arquitetura/livro-gestao-e-modelagem-de-projetos/
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Figura 1: Malha MEF 

Fonte: Nepomuceno, 2015. 

 

 

Nesse sentido é válido observar que tendo em vista o refinamento de uma malha, pode-

se obter os valores de deslocamento de uma malha em um valor próximo ao que ocorre na 

realidade. 

 

Equação Analítica 

É importante observar que, para o cálculo do deslocamento de uma laje via equação, 

faz-se necessário analise das condições de vinculação de uma laje, ou seja, a maneira em que 

está apoiada ou não em outras lajes, posteriormente, redimensionasse-se a mesma, e calcula as 

cargas atuantes nela, por fim calcula-se a flecha máxima sobre a estrutura de cada laje 

individualmente segundo suas características. 

                                                               𝑑 =  
𝑝.𝑙𝑥

4

𝐸.ℎ3 .
𝛼

100
                                                          Eq. 3 

em que,    

p: carga distribuída  

lx: menor vão da laje  

E: módulo de elasticidade  

h: altura da laje  

α= tabelado  

 

 

2 REFERENCIAL TEÓRICO  

 
2.1 Método Dos Deslocamentos  

A grelha é um elemento plano e reticulado composto por membros contínuos que se 

interceptam, e os esforços sobre essa estrutura pode ser calculado pelo método dos esforços ou 

pelo método dos deslocamentos. O método do deslocamento se utiliza da rigidez dos elementos 

para formar um sistema de equações, determinando os deslocamentos em que está exposta. 

Assim, fixam graus de liberdade na estrutura e impõe a estas, equações de equilíbrio em torno 

dessas fixações e as incógnitas são os deslocamentos, deste modo, o número de equações será 

igual ao número de graus de liberdade da mesma, no caso das grelhas são três equações para 

cada nó. (STRAMANDINOLI, 2003). 
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Figura 2: Esforços no elemento de laje e elementos de grelha 

Fonte: CASTRO (2000). 

 

2.2 Modelação De Uma Laje Via Analogia De Grelha  

A utilização da analogia de grelha para modelar lajes contínuas, é um método que pode 

ser eficaz para se obter os comportamentos destas estruturas, porém, segundo CASTRO (2000), 

nunca se conseguirá obter resultados exatos, mesmo considerando elementos muito pequenos. 

Isso porque, a laje é um elemento que possui comportamentos bidirecionais, e o elemento grelha 

são formas lineares como mostra a Figura 3, com comportamentos unidirecionais. Nesse 

sentido, para se obter resultados mais próximos da realidade, é importante que o refinamento 

seja feito de forma mais corretiva, isso quer dizer que, a discretização da laje, mostrará a posição 

que o elemento está. Em vias disso, deve-se pensar em atribuir a cada barra do elemento de 

grelha as propriedades reais da laje naquele ponto, ou seja, características como rigidez a torção, 

rigidez a flexão, inercia do elemento, tipos de apoio, tipo de engastamento de cada laje, 

carregamentos, dentre outros fatores. 

 
Figura 3: Modelação de uma laje retangular  

Fonte: CASTRO (2000) 
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2.3 Softwares De Refinamento 

Para refinar uma estrutura pode-se usar diferentes softwares, ALMEIDA 2023, avaliou 

o deslocamento de três lajes, através de software Análise de Grelhas Equivalentes. Neste, as 

lajes foram tratadas como malhas e foram discretizadas por seis vezes, para avaliar a precisão 

dos resultados de deslocamentos obtidos pelo software, tendo como base uma máxima precisão 

de 15% de erro, em comparação com as equações analíticas clássicas. Nesse sentido o autor 

concluiu que, a medida em que a malha era refinada o deslocamento variava de maneira 

significativa, e que o tipo de refinamento escolhido interferia diretamente nos resultados. Nesse 

viés ressalta-se que, o programa utilizado conseguiu entregar valores satisfatórios com erro 

inferior a 15%, porem precisaria melhorar a precisão da entrada de dados, para que assim, 

aproxime-se ainda mais da estrutura real. E como citado pelo autor, o programa precisaria 

melhorar a identificação de qual apoio utilizar para cada estrutura. 

O MEF pode ser utilizado como parâmetro para validar métodos de analises de diversas 

estruturas. No caso das lajes, para obter resultados que expressem os esforços solicitantes que 

está submetida, se dá de forma muito complexa, assim Araújo 2008, observa que para obter 

resultados válidos, mesmo se utilizando do método não-linear, não pode se dizer que é a 

“solução exata” do problema. Em vias disso, o autor se utilizou do MEF como referência para 

dar validade ou não para os demais métodos utilizados em sua pesquisa. Assim, ele considerou 

no primeiro método de análise, o piso de um edifício composto por quatro lajes de mesmo 

tamanho, calculando os esforços com o cálculo tradicional por meio de tabelas. Neste o 

percentual da flecha obtida pelo MEF foi de 63% maior, em comparação com o método 

tradicional de tabelas.  

É feito mais duas análises, uma considerando o mesmo pavimento, porém com lajes 

desiguais, nesse exemplo, o autor utilizou o método de tabelas pela teoria das placas, e obteve 

um resultado 90% do valor do momento fletor avaliado pelo MEF, e concluiu que mesmo para 

lajes simplesmente apoiadas, deve-se ter uma folga, devido as deformações nas vigas de apoio. 

O autor também, fez a comprovação do sistema em equilíbrio, e o cálculo alternativo pelo 

modelo de vigas equivalentes, em que se calcula as reações de apoio, resolve as vigas para obter 

seus esforços, divide o pavimento em faixas, de acordo com as direções ortogonais, calcula-se 

o momento total em cada faixa. Desse modo, a diferença dos momentos em cada faixa e os 

momentos nas vigas são distribuídos dentro das faixas. Assim, Araújo 2008 concluiu que o 

método mais compatível com o MEF é o das lajes simplesmente apoiadas, visto que, o valor do 

momento negativo entre duas lajes foi considerado igual ao maior momento positivo das lajes 

vizinhas. 



30 
 

 

2 MÉTODOS 

 

O presente escrito analisará o deslocamento de uma laje continua composta por três lajes 

dispostas segundo o modelo da Figura 4. Nesse sentido, se avaliará a diferença dos valores de 

flecha, obtidos pela equação analítica e pelo código de programação em linguagem pyton, que 

será apresentado adiante na Figura 5.  

 

 

 

 
Figura 4: Laje Contínua 

Fonte: De autoria própria. 
  

Inicialmente considera-se os seguintes valores para a característica da laje. Vale 

ressaltar que, elas se diferem segundo os tipos de engastamento apresentado no Apêndice A no 

final deste documento.   

Tabela 1:Dados da Laje. 
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Dados para Laje maciça Cargas permanente 

Contrapiso = 2 cm Peso Próprio (g1) = 0,16*25= 4 KN/m² 

Piso plástico com regularização= 0,2 KN/m² Contrapiso (g2)= 0,02*25= 0,36KN/m² 

Classe de Agressividade ambiental iguala II= 2,5 

mm Piso (g3) = 0,2 KN/m² 

Largura da viga= 12 cm Total= g1+g2+g3= 4,56 KN/m² 

Fck= 20 Mpa Carga acidental 

CA50 Escritório (NBR 6120) (q)= 2 KN/m² 

L1 = L2 Tipo 4  

L3 Tipo 3  

Fonte: De autoria própria. 

 

A força aplicada nos nós para cada laje está apresentado na Tabela 2 abaixo, essa força 

aplicada está em função da soma da carga distribuída permanente com a carga acidental, 

dividido pela área de cada laje.  

Tabela 2: Força concentrada 

Laje Area  

Carga distribuída 

(KN/m²) 

Força Concentrada 

(KN) 

Laje 1 36 6,56 0,182 

Laje 2 24 6,56 0,273 

Laje 3 50 6,56 0,131 

Fonte: De autoria própria. 

 

Outrossim, para o código utilizará a seguinte entrada de dados para cada laje refinada. 

O que irá diferir de um refinamento para o outro, será a quantidade de nós carregados. Os nós 

que terão força aplicada será o nó 6,13,17,22. Portanto na malha de 9, os apenas o nó 6, terá 

força aplicada. Na malha de 15 nós haverá força aplicada no nós 6 e13. Na malha de 25 nós, 

terá força aplicada nos nós 6,13,17 e 22, que possui força concentrada aplicada, o número de 

seções transversais para cada refinamento, o número de nós, visto que a medida em que a malha 

é refinada aumenta a quantidade de nós, que é a inercia que cada elemento da malha.  
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Figura 5: Entrada de Dados no código de programação. 

Fonte: De autoria própria. 

 

 

3.1 Refinamentos 

Nesse sentido, a discretização se disporá de 4 refinamentos das Lajes L1, L2, L3. 

 

 
Figura 6: Malha 9 nós 

Fonte: De autoria própria. 
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Figura 7: Malha de 15 nós. 

Fonte: De autoria própria. 
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Figura 8: Malha 25 nós  

Fonte: De autoria própria. 
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Figura 9: Malha 81 nós. 

Fonte: De autoria própria. 

 

No programa cada elemento será lançado com base em dois nós, e tais nós, dispõem de 

coordenadas com base em sua posição em x e y, assim por exemplo, o nó 1, da malha de 9 nós, 

possui as coordenadas (0.0, 0.0), o nó 2 possui as coordenadas (6.0, 0.0), e assim por diante. 

Para a malha com 9 nós as coordenadas foram expressas como mostra a figura 10. 

 

 
Figura 10: Coordenadas malha 9 nós 

Fonte: De autoria própria. 
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Nesse sentido, é importante pontuar que os elementos se formam a partir de um nó 

inicial (no1) e um no final (no2), portanto, na linha de cada elemento. Portanto, na entrada de 

dados do código, cada linha, corresponderá a um elemento, sendo assim, o primeiro número, 

da primeira coluna será o nó inicial que forma o elemento, e a segunda coluna da linha, será o 

segundo nó que forma o elemento, já a terceira coluna corresponde ao material que forma cada 

barra da grelha, neste caso, se considera que a laje é composta por um único material o CA50, 

com fck igual 20 Mpa, desta forma os elementos são descritos como mostra a Figura 11. 

 

 
Figura 11: Elementos malha 9 nós 

Fonte: De autoria própria. 

 

Para a malha com 15 nós as coordenadas foram expressas como mostra a Figura 12 e os 

elementos foram descritos como na Figura 13. 

 

 
Figura 12: Coordenadas malha 15 nós 

Fonte: De autoria própria. 
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Figura 13: Elementos malha 15 nós 

Fonte: De autoria própria. 
 

Para a malha com 25 nós as coordenadas foram expressas como mostra a Figura 14 e os 

elementos foram descritos como na Figura 15. 

 
Figura 14: Coordenadas malha 25 nós 

Fonte: De autoria própria. 
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Figura 15: Elementos malha 25 nós 

Fonte: De autoria própria. 

 

Para a malha com 81 nós as coordenadas foram expressas como mostra a figura 16 e os 

elementos foram descritos como na figura 17. 
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Figura 16: Coordenadas malha 81 nós 

Fonte: De autoria própria. 
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Figura 17: Elementos malha 81 nós 

Fonte: De autoria própria. 
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Além disso como cada elemento possui uma disposição diferente, ora está em cima da 

viga, ora está sobre uma das lajes (L1, L2, L3), para cada caso há uma inercia diferente. Nesse 

sentido será necessário calcular uma seção transversal para cada caso, para que o programa 

compreenda qual propriedade será aplicada nos elementos, de acordo com sua disposição. E 

assim, o programa irá validar, qual tipo de seção esse elemento pertence. No programa, as 

inercias serão enumeradas, como será exposto adiante, e na 4° coluna do elemento estará o 

número representado pela inercia que possui o elemento, por exemplo, no refinamento com 9 

nós o elemento que vai do nó 1 ao nó 2 está sobre a viga portanto para esse elemento a inercia 

é a da viga., que é o número 1. 

 

 
Figura 18: Elemento 1 a 2 

Fonte: De autoria própria. 

 

Já quando o elemento está sobre a laje, a inercia será calculada de acordo com a 

distâncias, e será utilizado a Equação 7 para calcular a inercia em x, e a Equação 8, para inercia 

em y: 

 

                                                                              𝐼𝑋=
𝑏.ℎ3

12
                                                    Eq. 7 

 

 

                                                                              𝐼𝑦=
ℎ.𝑏3

12
                                                     Eq. 8 

  
 

A inercia no meio da malha irá variar de acordo com o b de cada elemento sobre a laje. 

Por exemplo, no elemento que vai do nó 30 a 31 (Figura 19) sua inercia possui h= 0,09m e 

b=1,5m.  

 
Figura 19: Elemento 30 a 31 

Fonte: De autoria própria 

30 31 
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Em vias do exposto, para que o código compreenda as diferentes seções transversais dos 

elementos contidos a cada refinamento, é necessário inserir esses valores na entrada de dado, e 

para isso será calculado a inercia em cada ponto da malha em que há um elemento, nesse 

sentido, código irá apresentar 10 seções transversais como mostra a Figura 20, em que a altura 

(h) para cálculo da inercia, será considerado 0,09m e o b irá variar de acordo com a posição do 

elemento de grelha. 

 
Figura 20: Seções Transversais. 

Fonte: De autoria própria 

 

Outrossim, vale ressaltar que cada laje possui seu ponto de Apoio/Pilar. No programa, 

será colocado na entrada de dados para representar tais restrições, para que seja colocado a 

restrição na rotação em x e y e deslocamento em z.  

 

 
Figura 21:  Restrição nos Apoios 

Fonte: De autoria própria. 
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Nesse sentido, o presente trabalha irá validar os deslocamentos que ocorrem nos nós 

6,13,17,22, referente a força aplicada pontual como mostra a Tabela 2. Vale lembra que, para 

calcular a força aplicada no nó pegou-se a carga distribuída permanente na laje para a equação 

analítica, e dividiu-se pela área da laje no nó em questão. Assim para a carga distribuída igual 

6,36 KN/m² para a laje 1, por exemplo, dividiu-se esse valor por pela área da laje 6*6= 36 m² 

e obteve-se o valor de força pontual para o nó 22 de -0,176 KN.  De mesmo modo foi feito para 

a força pontual no nó 17 considerando a área da Laje 2 igual a 4*6=24 m², dividindo a carga 

distribuída 6,36 KN/m² por 24 m² tem -se um valor de carga para o nó 17 igual -0,265 KN. E 

para os nós 6 e 13 como ambos estão na laje 3, dividindo a carga distribuída pela área 

5*10=50m² encontra-se para estes a força aplicada de -0,1272 KN.  

 
Figura 22: Nós Carregados.  

Fonte: De autoria própria. 
 

Na figura 23, esses nós podem ser visualizados como estão dispostos os nós em questão em 

cada laje. Sendo que,  nó 6 e 13 está na laje 3, o nó 17 esta na laje 2, e o nó 22 está na laje 1. 
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Figura 23: Nós 6, 13,17,22 

Fonte: De autoria própria 

 

4 Resultados e discussões  

 

4.1 Equação Analítica 

 

Para a equação analítica obteve-se os seguintes resultados para o deslocamento máximo 

que essa laje contínua estiver submetida. Incialmente é feito o pré-dimensionamento da altura 

da laje, tendo com base na equação 9 e equação 10: 

                                                    𝑑 =
𝑙𝑥

𝛙₂∗𝛙₃
                                                               Eq. 9 

 

                                                       ℎ = 𝑑 + 0,04                                                               Eq. 10 
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Tabela 3: Pré-dimensionamento da altura da laje. 

Pré-dimensionamento da altura(h) e largura (d) d=lx/(ψ₂*ψ₃) h=d+0,04 

Laje Caso lx ly λ= ly/lx ψ₂ ψ₃ d(m) h(m) 

Laje 1 4 6 6 1 1,8 25 0,133 0,173 

Laje 2 4 4 6 1,5 1,6 25 0,1 0,14 

Laje 3 3 5 10 2 1,4 25 0,143 0,183 

 d=12 h=16 
Fonte: De autoria própria. 

 

Posteriormente, é calculado o Módulo de Elasticidade como mostra a Tabela 4, para a 

Laje, tendo como premissa a Equação 11. Importante ressaltar que esse valor, também será 

inserido na entrada de dados do código de programação,  

                                               E = 0,85 ∗ 5600 ∗ √fck                                                        Eq. 11 

 

  Nesse sentido, calculou-se o Modulo de elasticidade. 
Tabela 4: Módulo de Elasticidade 

Módulo de Elasticidade 

E=0,85*5600*√fck =0,85*5600*√20=21287000 KN/m² 

  
Fonte: De autoria própria. 

 

Com base no pré dimensionamento da laje, encontra-se primeiramente a equação da 

flecha/ deslocamento para a somatória da carga permanente com a carga acidental, com os 

valores de p= 4,56+2, substituem-se também os valores para o modulo de elasticidade e o valor 

da altura, encontrado a partir do pré dimensionamento da laje. 

 

Tabela 5: Equação da flecha para carga permanente 

Deslocamento para carga permanente 

𝑝∗𝑙𝑥
4

𝐸.ℎ3 𝑥
∝

100
 = 

(4,56+2)∗𝑙𝑥
4

21287000.0,163 𝑥
∝

100
= 7,52 ∗ 10−7 ∝∗ 𝑙𝑥

4
 

Fonte: De autoria própria. 

 

A partir disso com a equação da flecha encontrada, que fica em função do alfa que é um 

coeficiente tabelado, que se encontra nos apêndices desse escrito. Este depende do tipo de 

vinculação da laje, com base na razão entre o menor vão da laje dividido pelo menor vão. A 

Nova altura da laje é encontrada na Tabela 7, tomando o h da equação, como incógnita, e 

considerando o lx que é o menor vão, da laje mais crítica, que apresenta o maior valor de λ= 

ly/lx. Além disso, considerando a carga aplicada, como a soma da carga permanente com a 

acidental, obtém o valor de h igual a 0,082, e arredonda para cima 0,09 m. 
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Tabela 6: Nova altura para a laje 

Nova Altura 
𝑝∗𝑙𝑥

4

𝐸.ℎ3 𝑥
∝

100
 = 

(4,56+2)∗54

21287000.ℎ3 𝑥
5,66

100
= 0,082 = h 

Fonte: Do Autor    

Com base na equação de deslocamento encontrados na tabela 5, e substituindo os 

valores de ∝ que se encontra na tabela do apêndice A deste escrito, e varia de acordo com o 

valor de λ= ly/lx, se encontra o valor do deslocamento para as Lajes 1, 2, 3. 

 
Tabela 7: Deslocamento da Laje 

  

  Deslocamento 

Laje Caso lx ly λ= ly/lx ∝   (g+q) 

Laje 1 4 6 6 1 2,42 3,136 2,36 

Laje 2 4 4 6 1,5 4,38 1,121 0,84 

Laje 3 3 5 10 2 5,66 3,537 2,66 
Fonte: De autoria própria. 

 

Com base nos resultados obtidos da equação analítica, pode-se inferir que, quanto 

maior foi o comprimento na direção y e menor o vão em lx, como por exemplo, a laje 3, maior 

foi a flecha obtida pela equação. Ou seja, há uma relação diretamente proporcional entre o 

comprimento do vão e sua e o deslocamento em z da laje. 

 

4.2 Programa 

Em vias do exposto, com base na entrada de dados para cada refinamento, na saída de 

dados os valores de obtidos com relação ao deslocamento nodal a sairá como mostra a Figura 

24. 

 

Figura 24: Deslocamento Nodal malha 9 nós 

Fonte: De autoria própria. 
 

∝∗ 𝑙𝑥
4 

Rotação em x 

Rotação em y 

Deslocamento em z 
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 De modo que, na saída de dados para cada nó, será em um conjunto de 3 valores, de 

modo que, o primeiro valor será com relação a rotação em x, rotação em y, d deslocamento em 

z. Este último é o que será feito a análise de deslocamento. No entanto, para melhor 

entendimento os dados obtidos serão lançados como mostra as Tabelas 9,10,11,12. 

Tabela 8: Deslocamento da Malha de 9 nós 

  Rotação em x Rotação em y 
Deslocamento 

em z 

Nó 1 0 0 0 

Nó 2 0 0 0 

Nó 3 0 0 0 

Nó 4 0 0 0 

Nó 5 0 0 0 

Nó 6  [-0.0332386 ]  [-0.00357558]  [ 0.00585487] 

Nó 7 0 0 0 

Nó 8 0 0 0 

Nó 9 0 0 0 
Fonte: De autoria própria. 

 

Tabela 9: Deslocamentos da Malha de 15 nós 

  Rotação em x Rotação em y Deslocamento em z 

Nó 1 0 0 0 

Nó 2 0 0 0 

Nó 3 0 0 0 

Nó 4 0 0 0 

Nó 5 0 0 0 

Nó 6  [-1.89108402e-06]  [ 4.02605705e-09]  [ 6.36194141e-07] 

Nó 7 0 0 0 

Nó 8 0 0 0 

Nó 9 0 0 0 

Nó 10 0 0 0 

Nó 11  [-6.29090221e-08]  [-1.69789159e-07]  [ 2.75530950e-11] 

Nó 12 0 0 0 

Nó 13  [-4.90572831e-07]  [ 1.88662772e-08]  [ 4.08221564e-07] 

Nó 14 0 0 0 

Nó 15  [-4.19369943e-08]  [ 1.02721006e-07]  [ 2.75530950e-11]] 
Fonte: De autoria própria. 
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Tabela 10: Deslocamentos da Malha de 25 nós 

  Rotação em x Rotação em y Deslocamento em z 

Nó 1 0 0 0 

Nó 2 0 0 0 

Nó 3 0 0 0 

Nó 4 0 0 0 

Nó 5  [-2.69889975e-04]  [-5.00844749e-04]  [ 1.81622406e-04] 

Nó 6  [-4.60640705e-04]  [-4.96801042e-04]  [ 1.82315968e-04] 

Nó 7  [-3.34172124e-04]  [-4.84440349e-04]  [ 1.66131719e-04] 

Nó 8  [-5.11762416e-04]  [-4.94754258e-04]  [ 1.65443893e-04] 

Nó 9  [-6.87112333e-04]  [-4.99904689e-04]  [ 1.66414150e-04] 

Nó 10  [ 5.57374221e-05]  [-4.59852163e-04]  [ 1.48071519e-04] 

Nó 11  [-1.05919142e-04]  [-4.09479784e-04]  [ 1.32251277e-04] 

Nó 12  [ 2.95368123e-05]  [-4.28462503e-04]  [ 1.84135577e-04] 

Nó 13  [-4.93262158e-05]  [-5.00891156e-04]  [ 1.81603846e-04] 

Nó 14  [-1.44833962e-04]  [-4.85541922e-04]  [ 1.66073783e-04] 

Nó 15  [-2.24126844e-04]  [-5.00845016e-04]  [ 1.66448822e-04] 

Nó 16  [-3.25341100e-04]  [-4.49301732e-04]  [ 1.67283171e-04] 

Nó 17  [-1.74196288e-04]  [-4.59888694e-04]  [ 1.68963444e-04] 

Nó 18  [-3.51579380e-04]  [-4.75528912e-04]  [ 1.68925941e-04] 

Nó 19  [-2.04468626e-04]  [-4.90015763e-04]  [ 1.71091931e-04] 

Nó 20  [-2.94291086e-04]  [-4.88754728e-04]  [ 1.71089060e-04] 

Nó 21  [-3.87591670e-04]  [-4.83592556e-04]  [ 1.66100814e-04] 

Nó 22  [-4.74793652e-04]  [-4.85517789e-04]  [ 1.66096726e-04] 

Nó 23  [-5.61989083e-04]  [-4.97987828e-04]  [ 1.66074439e-04] 

Nó 24  [-4.24989363e-04]  [-5.00880804e-04]  [ 1.66474303e-04] 

Nó 25  [-5.99789898e-04]  [-4.98714025e-04]  [ 1.66478263e-04]] 
Fonte: De autoria própria. 

 

 

 

 

Tabela 11: Deslocamentos da Malha de 25 nós 

  Rotação em x Rotação em y Deslocamento em z 

Nó 1 0 0 0 

Nó 2 0 0 0 

Nó 3 0 0 0 

Nó 4 0 0 0 

Nó 5 0 0 0 

Nó 6  [-7.35691816e-04]  [-1.67586140e-04]  [ 2.83964784e-04] 

Nó 7 0 0 0 

Nó 8 0 0 0 

Nó 9 0 0 0 

Nó 10  [-2.56419737e-04]  [-7.46340521e-06]  [ 7.32509927e-06] 

Nó 11  [-2.95829837e-04]  [-5.79015952e-06]  [ 6.71661885e-06] 
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  Rotação em x Rotação em y Deslocamento em z 

Nó 12  [-2.86205579e-04]  [-7.41319633e-06]  [ 5.51763101e-06] 

Nó 13  [-3.18387955e-04]  [-4.65660037e-06]  [ 5.02083912e-06] 

Nó 14  [-3.30549231e-04]  [-7.38209176e-06]  [ 3.24645174e-06] 

Nó 15  [-3.43679135e-04]  [-4.15075997e-06]  [ 2.88991922e-06] 

Nó 16  [-2.51563304e-04]  [-8.71595904e-06]  [ 6.58376667e-06] 

Nó 17  [-2.71349170e-04]  [-7.44942788e-06]  [ 6.58619309e-06] 

Nó 18  [-2.91012796e-04]  [-6.28420690e-06]  [ 6.52710349e-06] 

Nó 19  [-3.07423413e-04]  [-5.77957387e-06]  [ 6.59181245e-06] 

Nó 20  [-3.23915890e-04]  [ 6.00097161e-07]  [ 6.59696565e-06] 

Nó 21  [-2.96050607e-04]  [-8.44658626e-06]  [ 4.11780733e-06] 

Nó 22  [-3.08409775e-04]  [-7.38728462e-06]  [ 4.11242924e-06] 

Nó 23  [-3.20732929e-04]  [-5.88015940e-06]  [ 4.12750766e-06] 

Nó 24  [-3.31246391e-04]  [-4.15087896e-06]  [ 4.24599986e-06] 

Nó 25  [-3.41877480e-04]  [-5.82089235e-06]  [ 4.25278874e-06] 

Nó 26  [-2.44957266e-04]  [-8.29112706e-06]  [ 2.67931770e-05] 

Nó 27  [-2.67688814e-04]  [-6.80594751e-06]  [-1.55707384e-05] 

Nó 28  [-2.87444381e-04]  [-5.95724830e-06]  [ 3.90557246e-05] 

Nó 29  [-3.03809398e-04]  [-6.02584684e-06]  [-2.90750499e-05] 

Nó 30  [-2.42429846e-04]  [-4.89829181e-05]  [ 7.24021797e-06] 

Nó 31  [-2.53231203e-04]  [-8.23904435e-06]  [ 7.12198303e-06] 

Nó 32  [-2.63885472e-04]  [-7.47040373e-06]  [ 7.08113574e-06] 

Nó 33  [-2.74474851e-04]  [-3.34448080e-05]  [ 7.04070023e-06] 

Nó 34  [-2.84898518e-04]  [-3.34448080e-05]  [-3.34448080e-05] 

Nó 35  [-2.93365786e-04]  [-5.84930447e-06]  [ 6.63782196e-06] 

Nó 36  [-3.01625368e-04]  [-5.80630067e-06]  [ 6.57268469e-06] 

Nó 37  [-3.09796295e-04]  [-5.90857718e-06]  [ 6.50468619e-06] 

Nó 38  [-3.17771082e-04]  [-6.01207760e-05]  [ 6.31723831e-06] 

Nó 39  [-2.61449623e-04]  [-8.19201649e-06]  [ 6.60511850e-06] 

Nó 40  [-2.81204849e-04]  [-6.71174508e-06]  [ 6.56056077e-06] 

Nó 41  [-2.99192277e-04]  [-5.80021064e-06]  [ 6.57816786e-06] 

Nó 42  [-3.15668978e-04]  [-5.82699626e-06]  [ 6.59865766e-06] 

Nó 43  [-2.60291438e-04]  [ 3.73352009e-05]  [ 6.26115639e-06] 

Nó 44  [-2.69617341e-04]  [-8.15110165e-06]  [ 6.12927098e-06] 

Nó 45  [-2.78783924e-04]  [-7.42724385e-06]  [ 6.09231599e-06] 

Nó 46  [-2.87900180e-04]  [-6.68335791e-06]  [ 6.06718124e-06] 

Nó 47  [-2.97027811e-04]  [ 2.29559404e-05]  [ 6.15773509e-06] 

Nó 48  [-3.04961807e-04]  [-5.73800976e-06]  [ 6.54236749e-06] 

Nó 49  [-3.13167300e-04]  [-5.70122855e-06]  [ 6.58589452e-06] 

Nó 50  [-3.21428952e-04]  [-5.68003227e-06]  [ 6.63499250e-06] 

Nó 51  [-3.29899238e-04]  [-6.54298396e-05]  [ 6.85432242e-06] 

Nó 52  [-2.77777748e-04]  [-8.17128990e-06]  [ 1.77435434e-05] 

Nó 53  [-2.94578079e-04]  [-6.67973348e-06]  [-8.02095443e-06] 

Nó 54  [-3.10495154e-04]  [-5.33436571e-06]  [ 2.54062112e-05] 



51 
 

  Rotação em x Rotação em y Deslocamento em z 

Nó 55  [-3.26263190e-04]  [-3.98644975e-06]  [ 2.42447261e-05] 

Nó 56  [-2.82682066e-04]  [-3.08701063e-05]  [ 4.90852244e-06] 

Nó 57  [-2.90024645e-04]  [-8.14545364e-06]  [ 4.86797060e-06] 

Nó 58  [-2.97316381e-04]  [-7.40024675e-06]  [ 4.85368434e-06] 

Nó 59  [-3.04589147e-04]  [-6.65846300e-06]  [ 4.84621783e-06] 

Nó 60  [-3.11925043e-04]  [-1.96317644e-05]  [ 4.96387842e-06] 

Nó 61  [-3.18334653e-04]  [-5.09599630e-06]  [ 5.30795549e-06] 

Nó 62  [-3.24994528e-04]  [-4.18773922e-06]  [ 5.34562127e-06] 

Nó 63  [-3.31696040e-04]  [-3.27540953e-06]  [ 5.37654824e-06] 

Nó 64  [-3.38506517e-04]  [ 3.68952035e-05]  [ 5.48928821e-06] 

Nó 65  [-3.02230017e-04]  [-8.12577591e-06]  [ 4.12320767e-06] 

Nó 66  [-3.14567079e-04]  [-6.64347915e-06]  [ 4.10120072e-06] 

Nó 67  [-3.25949409e-04]  [-5.05779111e-06]  [ 4.22923062e-06] 

Nó 68  [-3.36560872e-04]  [-3.21630441e-06]  [ 4.25428084e-06] 

Nó 69  [-3.09259496e-04]  [ 1.79980017e-05]  [ 3.44303714e-06] 

Nó 70  [-3.14400738e-04]  [-8.10351967e-06]  [ 3.39634097e-06] 

Nó 71  [-3.19479106e-04]  [-7.37606319e-06]  [ 3.37252610e-06] 

Nó 72  [-3.24517994e-04]  [-6.62538313e-06]  [ 3.34819352e-06] 

Nó 73  [-3.29476927e-04]  [ 9.24436586e-06]  [ 3.27255574e-06] 

Nó 74  [-3.33512051e-04]  [-5.02754297e-06]  [ 3.17446705e-06] 

Nó 75  [-3.37459265e-04]  [-4.13821314e-06]  [ 3.13774804e-06] 

Nó 76  [-3.41356446e-04]  [-3.18060474e-06]  [ 3.10135518e-06] 

Nó 77  [-3.45182077e-04]  [ 2.57801494e-05]  [ 3.04004651e-06] 

Nó 78  [-3.26507557e-04]  [-8.05494984e-06]  [ 2.99640383e-05] 

Nó 79  [-3.34406100e-04]  [-6.57534238e-06]  [-2.45997530e-05] 

Nó 80  [-3.40966053e-04]  [-4.94014405e-06]  [ 4.19405584e-05] 

Nó 81  [-3.46038535e-04]  [-3.09175530e-06]  [-3.71441674e-05] 
Fonte: De autoria própria. 

 

 

4.3 Deslocamento 

Assim, com base na saída de dados do código pode-se obter os valores para analisar 

separadamente os Nós 6,13,17 e 22. Importante lembrar que para cada refinamento há uma 

quantidade de nós em análises, que implica que por exemplo, para o primeiro refinamento só 

se obteve o deslocamento considerando uma força pontual para o nó 6, visto que só se tem 9 

nós neste primeiro, outrossim para o refinamento 15 nós teremos que analisar o deslocamento 

para os nós 6 e 13. E para os dois últimos refinamentos tem-se os valores de deslocamento para 

todos os nós. Assim na tabela abaixo está descrito os deslocamentos dos nós em análise, em 

que o termo “não se aplica” indica que para aquele refinamento ainda não existe aquele nó. 
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Tabela 12: Deslocamentos nodais em z via código de programação 

Deslocamentos em Z 

(m) 
Nó 6 (Laje3) Nó 13 (Laje3) Nó 17(Laje 2) Nó 22 (Laje 1) 

Malha 09 nós  [ 0.00585487] Não se aplica Não se aplica Não se aplica 

Malha 15 nós  [ 6.36194141e-07]  [ 4.08221564e-07] Não se aplica Não se aplica 

Malha 25 nós  [ 1.82315968e-04]  [ 1.81603846e-04]  [ 1.68963444e-04]  [ 1.66096726e-04] 

Malha 81 nós  [ 2.83964784e-04]  [ 5.02083912e-06] [ 6.58619309e-06]  [ 4.11242924e-06] 

Fonte: De autoria própria. 
 

Nesse sentido pode se expressar a convergência de resultados do refinamento nos nós 

06 e 13, que são os que possui maior número de resultados, visto que estão presentes na maior 

parte dos refinamentos. 

Gráfico 1: Convergência de resultados para o nó 6 

 
Fonte: de autoria própria. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gráfico 2: Convergência de resultados para o nó 13 
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Fonte: de autoria própria. 
 

Com base nos gráficos de Convergência, para o nó 6 (Figura 25) que está na laje 3, 

observou-se que a medida em que se aumentou a qualidade da malha, o deslocamento diminuiu. 

De modo que, no primeiro refinamento (Malha de 9 nós), o valor foi muito maior que nos 

demais refinamentos. Pode-se inferir que quanto maior foi o número de elementos, mais 

propriedades poderiam ser inseridas na malha, diminuindo o deslocamento. O mesmo ocorre 

para a o nó 13, o primeiro refinamento (Malha de 15 nós) apresentou um valor de deslocamento 

menor (0,000000408222), quando se refinou mais uma vez (malha de 25) esse valor aumentou 

um pouco indo para 0,000181603846, no entanto na malha com maior número de elementos e 

nós (malha de 81), esse valor decai o nó 13 está de 0,000005020839. 

 

Figura 25: Nó 6, Laje 3 

Fonte: De autoria própria. 

 

Com base na Tabela 7 deste capítulo pode-se inferir que a flecha máxima ou 

deslocamento, segundo a equação analítica, pode ser descrito na Tabela 10. 
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Tabela 13: Deslocamentos nodais em z pela equação analítica. 

 Caso lx ly λ= ly/lx ∝ 
 

(g+q) 

Laje 1 4 6 6 1 2,42 3,136 0,00236 

Laje 2 4 4 6 1,5 4,38 1,121 0,00084 

Laje 3 3 5 10 2 5,66 3,537 0,00266 

Fonte: De autoria própria. 

 

Pode-se considerar então que com base nos refinamentos obtidos por meio do código, 

fazendo comparação com a equação analítica, os deslocamentos da laje contínua, avaliada para 

o código, está inferior ao valor limite, considerado nos cálculos da equação, no ultimo 

refinamento. Observa-se ainda que com base nos resultados de deslocamento do nó 6, por 

exemplo, a medida em a laje é refinada o deslocamento para a malha de 9 nós, começa de um 

valor maior de 0.00585487, e a medida em que aumenta a qualidade da malha, o valor de 

deslocamento tende a se aproximar do valor real.  

Fazendo a subtração (diferença), entre o valor obtido no código e o deslocamento da 

equação analítica, vê se que no primeiro refinamento (de 0.00585487), o valor é maior em 

comparação ao encontrado pela equação na laje 3 onde se localiza o nó 6 (0,00266).  Nesse 

viés, a medida em que a malha vai sendo refinada o valor de deslocamento do segundo 

refinamento, diminui em comparação ao primeiro refinamento, e nos dois últimos refinamentos, 

como é dado mais informações das características da laje, esse valor fica sendo menor, do que 

o valor encontrado para a equação analítica. Pode-se então, calcular o erro entre a equação 

analítica e os resultados do MEF para o nó 06 (Tabela 14), que está presente em todos os 

refinamentos, que mostra que de acordo com que a malha é refinada, esse valor do erro 

percentual diminui gradualmente como mostra o gráfico 3. 

Tabela 14: Erro percentual 

Deslocamento 

via Código 

Deslocamento 

via Equação  Erro 

Erro Percentual 

(%) 

                                                  

0,005854870000  0,00266 

                        

0,003194870000  1,20108  

                                                  

0,000000636194  0,00266 

                         

0,002659363806  0,99976  

                                                  

0,000182315900  0,00266 

                         

0,002477684100  0,93146  

                                                  

0,000283964700  0,00266 

                         

0,002376035300  0,89325  
Fonte: De autoria própria. 

 

 

Gráfico 3: Erro Percentual 

∝∗ 𝑙𝑥
4 
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Fonte: De autoria própria. 

 

Assim, considerando que a equação avaliada, considera a seção transversal da laje como 

um todo, e o código pode ser considerada as diferentes seções nos diferentes pontos, e quanto 

melhor a qualidade da malha, mais esse deslocamento pode ser considerado válido para 

mensurar e projetar tal laje de maneira mais eficiente. 

Com base no Gráfico 3, podemos inferir que quanto melhor a qualidade da malha 

refinada mais o erro percentual entre o MEF e o código de programação diminuía. 

 

5 CONCLUSÃO 

Com base nos resultados obtidos do refinamento via código, com a possibilidade de 

detalhar melhor o que ocorre na laje em diferentes pontos, pode-se com base nisso, validar a 

eficiência do código na utilização do MEF para calcular lajes continuas por analogia de grelha. 

Em vias disso, a parte mais minuciosa deste trabalho foi a entrada de dados, para 

determinar as coordenadas de cada nó e detalhar os nós que formam cada elemento, já que é 

com base nestes dados que o programa formará a malha, e devolverá os valores de deslocamento 

ao fim do refinamento. Durante o processo, qualquer digitação errada na entrada de dados, o 

programa acusava, não retornando os resultados de deslocamentos e quanto maior a malha, 

maior era entrada de dados, e mais trabalhoso era a conferência de cada elemento, para que o 

programa conseguisse converter os dados em resultados. 

Assim, concluiu-se que no código para o primeiro refinamento de 9 nós o nó 6, obteve 

um valor bem próximo, com um deslocamento de 0,00585487 metros, em comparação com a 

equação analítica de 0,00266 metros. Ao aumentar a qualidade da malha com um número maior 

de elementos, e com mais propriedade, o deslocamento se distava do primeiro para o segundo 

refinamento, e caindo para 0,000000636194 metros, e no terceiro refinamento obteve-se 
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0,000182315900 metros e por fim o deslocamento chega em 0,000283964700, e mesmo 

demonstrando uma diferença, em comparação ao valor de deslocamento obtidos pelo código 

para a equação analítica, esses valores convergem a medida em que a malha é refinada. Assim, 

observa-se que a medida em que a malha é discretizada em mais elementos o erro percentual 

entre a equação e o MEF diminui gradualmente saindo de uma diferença de 1,20108 para 

0,89325.  

Ressalta-se que, tentou fazer mais um refinamento com uma malha de 153 nós, porém 

o programa começou a apresentar certa instabilidade em rodar os valores de entrada. 

 De modo que, o cálculo do deslocamento da laje por meio do Método dos Elementos 

Finitos se mostrou nesse trabalho, uma excelente alternativa, para obter os resultados, tendo em 

vista o tempo que seria gasto para o cálculo manual, e apesar do esforço e atenção em se inserir 

a entrada de dados, esse valor é plausível de se encontrar pelo código, em vias que, ele converge 

para os resultados obtidos pela equação. Além disso, o código em comparação com a equação, 

se mostra assertivo, em vias que consegue colocar na malha um volume maior de detalhe, 

obtendo um valor menor de deslocamento em comparação com equação, pode representar ao 

projetista economia de tempo e de material na concepção de tais estruturas, já que o código 

entrega um valor aproximado das condições ideais da laje. 
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ÂPENDICE  

Tabelas para equação analítica 

https://blog.ipog.edu.br/engenharia-e-arquitetura/software-para-calculo-estrutural/
https://blog.ipog.edu.br/engenharia-e-arquitetura/software-para-calculo-estrutural/


59 
 

Tipos de Vinculações 

 

Valore de ψ₂ utilizados para o pré dimensionamento  

 

 

 

Valores de α utilizados para o pré dimensionamento 
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Valores de ψ₃ utilizados para o pré-dimensionamento  

 

Valores para a flecha limite  

 


