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RESUMO

SANTOS, Dora Leticia Pereira. Implementacdo Computacional de pdrtico
tridimensional em linguagem Python. 2023. 67p. Trabalho de conclusdo de curso
(Curso de Bacharelado de Engenharia Civil). Instituto Federal de Educacédo, Ciéncia e
Tecnologia Goiano — Campus Rio Verde, Rio Verde, GO, 2024.

Os softwares vém surgindo cada vez mais como instrumento de auxilio no ensino-
aprendizagem, seja pela crescente aplicagéo da tecnologia no mercado de trabalho ou pela
facilidade empregue na rotina. O cenario atual dos cursos de graduacdo das engenharias,
possui um numero reduzido de disciplinas que ndo utilizam destas ferramentas. Tendo
em vista a grande necessidade da aplicacédo desses softwares, no mercado existe uma vasta
diversidade deles, todavia, os softwares existentes dispéem de um valor oneroso de
licenca, além do mais, ndo se encontra codigos fontes abertos para serem utilizados.
Dentro dessa linha, o presente trabalho propde a elaboracdo de um codigo aberto de
analise matricial de estruturas tridimensionais capaz de determinar deslocamentos e
esforgos solicitantes. A implementagdo computacional se dard por meio da linguagem
Python e utiliza-se como ambiente de desenvolvimento integrado (IDE) o Spyder. O
codigo foi dividido em etapa de pré-processamento e processamento, em que a primeira
equivale a introducdo dos dados da estrutura analisada e a segunda etapa consiste na
realizacdo dos célculos e obtencdo do resultado. Portanto, foi desenvolvido um codigo,
que atingiu todos os objetivos propostos neste trabalho, educacional gratuito com énfase
no aprendizado dos célculos de estruturas em poérticos 3D, em que foram realizadas trés
validacdes, onde duas referem-se as barras tracionadas, sendo uma no eixo global X e a
outra com eixo ndo coincidente com os trés eixos globais XYZ. O terceiro refere-se a um
portico espacial, tendo mostrado que os resultados analiticos foram compativeis com os
resultados obtido através do algoritmo.

Palavras — Chaves: Analise matricial, programacéo, estruturas, matriz de rigidez.



ABSTRACT

SANTOS, Dora Leticia Pereira. Computational implementation of a three-
dimensional gantry in Python language. 2023. 67p. Course completion work
(Bachelor's Degree in Civil Engineering). Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e
Tecnologia Goiano — Campus Rio Verde, Rio Verde, GO, 2024.

Software is increasingly becoming a tool to support teaching and learning, whether
because of the increasing use of technology in the labour market or because of its ease of
use in everyday life. In the current scenario of undergraduate engineering courses, there
are a limited number of disciplines that do not use these tools. Considering the great need
for the application of this software, there is a great variety of them in the market, however,
the existing software offers an expensive licence fee, in addition, there are no open-source
codes to be used. In this sense, the present work proposes the development of an open
matrix analysis code for three-dimensional structures, capable of determining the desired
positions and efforts. The computational improvement will be done using the Python
language and as an integrated development environment (IDE) or Spyder. The code has
been divided into a pre-processing stage and a processing stage, where the first stage
corresponds to the input of data from the studied structure and the second stage consists
in performing the calculations and obtaining the result. Therefore, a code has been
developed that achieves all the objectives proposed in this work, free educational with an
emphasis on learning the calculations of structures in 3D frames, in which three
validations have been carried out, two of which refer to tension bars, one on the global X
axis and the other with an axis that does not coincide with the three global XYZ axes. The
third related to a spatial portal and showed that the analytical results were compatible
with the results obtained by the algorithm.

Keywords: Matrix analysis, programming, structures, stiffness matrix.
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1. INTRODUCAO

Uma ferramenta que facilita e acompanha as mudancas do mundo atual € a industria de
softwares, ambiente em que a computacdo grafica, sistemas de informacBes, métodos
matematicos e fisicos aperfeicoa e enriquece as técnicas construtivas. Tendo em vista esse
cenario, o Engenheiro Civil auxiliado de ferramentas tecnologicas possui papel fundamental
para o desenvolvimento e contribuindo para acesso a essas informagoes.

Ressalta a importancia de destacar que os softwares ndo substituem a funcdo do
engenheiro, uma vez que eles ndo sdo aptos a diferenciar uma estrutura boa de uma ruim, eles
auxiliam na automatizacao dos calculos e aprimorar as anélises. Logo, o engenheiro dever fazer
todas as finalidades as quais foram preparados para fazer, sendo elas as fung6es de raciocinio
I6gico, discernimento e esperteza. (KIMURA (2018)

Tendo em vista esse cenario, os softwares para elaboracdo de projetos estruturais podem
ser classificados de 4 formas. O primeiro sdo aqueles softwares de andlises, que possui a funcéo
de calcular os esforgos e deslocamentos de uma estrutura. O Segundo sdo aqueles softwares de
desenho, que serve para produzir desenhos genéricos. O terceiro sdo os softwares de
dimensionamento/verificagdo de elementos isolados e tem a finalidade de dimensionar
elementos como vigas, pilares ou lajes, de maneira isolada das estruturas. E por fim, tem-se 0s
softwares de sistemas integrados que sdo queles que engloba todas as etapas do projeto.
(KIMURA, 2018)

Tendo em vista a importancia dos softwares para a rotina dos engenheiros, destaca-se
gue no mercado atual existe diversidade em softwares, que fazem os mais diversos calculos
para elaboracao de projetos, no entanto, ressalta que, os custos dessas ferramentas sao altos e
ndo muito viavel para o emprego no ensino aprendizagem. Portanto, tem-se a programacao
como mecanismo de auxilio.

A programagcdo dentro da engenharia é uma grande aliada, auxiliando no aprimoramento
das habilidades, a fim de aperfeicoar os métodos de solucbes dos obstaculos através da logica
de programacao, resultando assim, maior rendimento e qualidade aos projetos de engenharia.

O emprego e o desenvolvimento de softwares estd presente nas atividades corriqueiras
dos engenheiros, de forma que um profissional da engenheira, completo, necessita entender o0s
fundamentos basicos de programacdo, visto que, o cenario mundial manifesta uma crescente
demanda por capacitacdes tecnoldgicas.

O uso da linguagem de programacédo do ambito da engenharia estrutural atua com um

conceito diferenciado, isto €, ha um aumento na produtividade, visto que esses calculos
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estruturais demanda um tempo excessivo em virtude da complexidade, pois calculos que seriam
realizados manualmente, agora séo feitos através de softwares podendo ter uma visao completa
do problema e uma anélise mais eficaz e rapida.

As metodologias dessa linguagem de programagéo direcionam a solugéo estrutural a um
nivel de seguranca satisfatdrio, reproduzindo com semelhante o que pode ocorrer no real em
relacdo aos desempenhos fisicos das estruturas. Além do mais, a linguagem de programacéo,
pode proporcionar uma vasta possibilidade de testar arranjos estruturais diferentes, em um curto
periodo, viabilizando um projeto que seja apropriadamente econdmico, seguro, dentre outros.

Salienta-se que apesar dos softwares contribuirem para resolugédo dos diversos tipos de
estrutura, o engenheiro é de suma importancias, ja que, ele deve interpretar e validar os
resultados obtidos. Logo, profissionais que possuam uma base sélida de conhecimentos praticos
e teoricos, adquiridos durante a formacédo e especializacdo, usufruirdo melhor os softwares.

Portanto, este trabalho procurou implementar um cddigo computacional em linguagem
Python que resolva deslocamentos e forgas solicitantes em pdérticos espaciais, proporcionando
aos académicos de engenharias a utilizacdo do algoritmo como ferramenta de auxilio aos

estudos.

1.1 Objetivo Geral
Essa pesquisa possui como objetivo geral a implementacdo de um algoritmo em
linguagem Python capaz de calcular deslocamentos e esforgos solicitantes em porticos

tridimensionais.

1.2 Obijetivo Especifico
e Implementar codigo computacional que determine deslocamentos, reacdes de apoio e
esforgos solicitantes;
e Validar a utilizagdo do sistema, de maneira a assegurar de que seus célculos estdo
apresentando resultados confiaveis.

1.3 Justificativa

De acordo com OLIVEIRA (2018) na formagéo dos engenheiros civis, destaca-se a area
de estruturas, visto que, na atuacdo, esses profissionais devem ser capazes de dimensionar
estruturas e devem possuir um discernimento e raciocinio logico na hora da tomada de decisdes
voltadas ao comportamento das estruturas.

Posto isso, ALMEIDA E FONSECA (2018), estabelece que pela importancia da area
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de estruturas e pela evolucdo tecnoldgica é de suma importancia que durante a graduagdo 0s
discentes aprendam a manipular corretamente os softwares voltados a elaboracao de projetos
estruturais. J& para OLIVEIRA (2019) a necessidade de ensinar os alunos de engenharia civil a
manipular os softwares estdo pautados nas dificuldades relacionadas a analises estruturais que
demandam um longo tempo para a resolugdo dos problemas que sdo encontras ao longo do
curso.

Destaca que a importancia da programacéo no ensino € vista pela grande maioria como
complexo e de dificil percepcdo, no entanto, quando empregado de forma correta no ensino
aprendizagem, essa ferramenta se torna util para desenvolvimento do raciocino logico, a
percepcao estrutural e criatividade e como consequéncia, tem-se uma melhora no
aproveitamento das disciplinas. Isto é, um professor que durante uma aula de 50 minutos, gaste
cerca de 10 a 20 minutos para fazer com que a turma compreenda e/ou imagine uma
determinada estrutura ou em esclarecer um determinado calculo, com o emprego de softwares,
ocorre uma reducdo de tempo nessa explicacdo, aproveitando assim, o tempo para poder
explorar outras informacdes e atividades.

Logo, para a formagdo de profissional mais informado e perspicaz é indispensavel a
utilizacdo de ferramentas tecnoldgicas que incremente a formacédo de futuros profissionais.

Considerando essa caréncia relativa aos problemas encontrados na formacdo dos
profissionais da area da engenharia voltadas para implementacdo de programas. Vale destacar
a escassez de software que possuem bom custo-beneficio e que atendam as necessidades de
estudantes das areas de estruturas.

No mercado possui programas que sdo gratuitos, como o Ftool que faz célculos de
estruturas bidimensionais, ou softwares que possui licencas onerosas como o SAP2000
(Software para Analise Estrutural e Dinamica, linear e N&o-Linear por Elementos Finitos).

Um fator favoravel a implementagdo de codigo computacional, visto que, o algoritmo
pode ser alterado conforme a necessidade, isto &, o cédigo pode ser adaptado em concordancia
com o portico analisado, calculando assim a estrutura com as mais diversas aces, situacoes e
outros fatores que podem interferir no calculo dos porticos tridimensionais, facilitando assim o
desenvolvimento educacional.

2. FUNDAMENTAGCAO TEORICA

2.1 Porticos
Segundo VANDERBILT (apud KUMMER, 2014, p.26) a avaliagdo estrutural consiste

em determinar os meios de deslocamentos e tensdes provocadas nelas atraves de agdes do meio
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exterior, presumindo algumas condic¢des de contorno. Tendo em vista essa analise estrutural é
necessario definir alguns padrfes matematicos que sdo constituidos por algumas equacoes,
foca-se entdo nos porticos espaciais.

De acordo com PFEIL (apud KUMMER, 2014, p.37), porticos tridimensionais sao
estruturas constituidas por membros lineares em ligagdes rigidas, semirrigidas ou flexiveis.
KUMMER (2014) defini ainda que estruturas espaciais sao melhores para analise estrutural,
sendo possivel determinar momentos fletores e de torcédo, além dos esforgos cortante e normais
de todas as barras que fazem parte da estrutura.

J& para SUSSEKIND (apud OLIVEIRA, 2018, p.15) pérticos sdo definidos de uma

forma mais simplificado como pode-se observar logo abaixo.

Segundo a defini¢do porticos sdo estruturas formadas por barras, que formam quadros
entre si. Existem quatro tipos fundamentais de quadros isostaticos planos, que
associados entre si, da mesma forma com que se associa vigas simples para formar
vigas compostas, formam os chamados quadros compostos.

Essa metodologia é baseada na Lei de Hooke, em que associa for¢a, deslocamento e

rigidez de um corpo que varia conforme a agdo submetida, como mostra a equagéo 1.

F = kx (2.1)
Onde:

F = Forga (N);

k = Constante Elastica (N/m);

x = Deformacéo (m).

Tendo em vista a equagdo 2.1, monta-se um sistema que atenda a estrutura de forma
geral, no qual é definido pela equacéo 2.2, em que as variaveis ficam em funcdo de matrizes,

representando os esforcos e deslocamentos de cada n6 do portico.

f=Ku (2.2)

Onde:
f = Forca aplicada, em coordenadas locais;
KL = Rigidez da barra, no sistema de coordenadas locais;

u = Deslocamento da barra, em coordenadas locais.
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Vale destacar que, KUMMER (2014, p. 42), determina que é necessario considerar
alguns fatores quando se determina as deformacdes das barras, é pode ser definida da seguinte
maneira:

Considerando casa um dos graus de liberdade da barra de pértico espacial, impondo-

se deslocamentos e giros unitarios sucessivos, pode-se determinar os coeficientes de
rigidez da barra, contemplando as deformacdes por deflex&o, esfor¢o normal e torcéo.

2.1.1. Andlise da barra

OLIVEIRA (2018) estabelece que o principio para os calculos de estruturas atraves do
método de rigidez direta é predefinido pela idealizacdo das estruturas como elementos. Além
do mais, cada parte do portico espacial é constituido por uma barra com dois nds, em que cada
no dispBe de seis graus de liberdade, isto €, movimenta-se nas dire¢Bes X, y e z e gira em torno
dos eixos x, y e z. Ademais, possuem seis tipos de forcas pontuais nas direces e momentos
fletores ou torgores em torno dos eixos x, y e z.

Para KASSIMALI (2012) o processo de andlise dos porticos tridimensionais se
assemelha com outros tipos de estruturas. Isto é, dispde como plano de referéncia o sistema de
coordenadas globais (X, Y e Z), em que sdo utilizados para localiza¢do dos nés. O n6 de uma
estrutura espacial sem apoio pode transladar em qualquer direcéo e girar em torno dos eixos no
espaco.

A rotagdo de um né pode ser representada como vetor, ou seja, ele pode ser constituinte
como um componente em torno dos eixos X, y e z. Logo, um né que estiver livre possui seis
graus de liberdade, correspondendo a translagdes nas direcdes X, y e z e rotacbes em torno dos
eixXos X, y e z.

Neste método de analise estrutural, método da rigidez, a barra esta fixada, sendo assim,
os deslocamentos sdo limitados, considerando assim, uma barra bi engastada, homogénea e de
secdo constante. (KUMMER, 2014 apud SORIANO, 2015)

Existe uma relacdo de rigidez dos membros no sistema de coordenadas locais e para
simular essa relacao de rigidez local, supGe uma barra m de um pértico espacial, como mostra

a figura abaixo.
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Figura 1 — Graus de liberdade da barra de pdrtico 3D

Fonte: Autor (2024)

Os deslocamentos locais ou forca dessa barra m sdo numerados comecgando pelo no
inicial xi, com transladacao ou forcas nas direcGes X, y e z, numeradas em ordem sequencial,
em seguida pelas rotacbes ou momentos em torno dos eixos, X, y e z, respectivamente. Os
deslocamentos da extremidade oposta s&o numerados na mesma ordem sequencial que 0s
deslocamentos. 1sso se faz necessario, visto que, sdo essenciais para apontar a posicao deslocada
de cada n6 da barra de uma estrutura espacial. Logo, uma barra de um portico espacial possui
12 graus de liberdade. Esses deslocamentos podem ser definidos como uj a ui2 e as forgas da

barra podem ser definidas como F1 a Fi2.

2.1.2 Matriz de rigidez do elemento

De acordo com KASSIMALI (2012), os coeficientes de rigidez de um portico espacial
sd0 obtidos a partir dos valores unitarios dos 12 deslocamentos. O momento de inercia da se¢do
transversal da barra em torno do eixo z (I;) local é usado nas expressoes para os coeficientes de
rigidez, visto que os deslocamentos finais uz, Us, Us € U1z fazem com que o membro se dobre em
torno do eixo z. No entanto, os deslocamentos us, Us, Ug € ui1 faz a barra dobrar em torno do
eixo y local, 0o momento de inercia gira em torno do eixo y (ly) local, e é usado nas expressdes
para os coeficientes de rigidez.

Logo, a partir da obtencdo de todos os coeficientes de rigidez, dispbe-se entdo a forma
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explicita da matriz de rigidez local (Kv.), para elementos de porticos espaciais em uma matriz

12 x 12, como mostra a equacgao a seguir.

EA EA
T 0 0 0 0 0 -4 0 0 0 0 0
12E1, 6E1, 12E1, 6E1,
0 5 0 0 0 = 0 -5 0 0 0 2
12E1, 6EL, 12EI, 6L,
0 0 5 0 - 0 0 0 -5 0 - 0
GI, Gl
0 0 0 = 0 0 0 0 0o - 0 0
6El, 4EI, 6E1, 2E1,
0 0 — o > 0 0 0 2 0 . 0
6E1 4E1 6E1 2E1
0 = 0 0 o —Z 0 - 0 0 o =
Kol pa F Lo b L (2.3)
-4 0 0 0 0 o - 0 0 0 0 0
12E1, 6E1, 12E1, 6E,  6EI,
0 -7 0 0 0 -5 0 5 0 0 T
12E1, 6L, 12E1,
0 0 -5 0 o 0 0 0 5 0 0 0
Gl Gl
0 0 o - 0 0 0 0 0 = 0 0
6El, 2E1, 6E1, 4EI,
0 0 2 o = 0 0 0 2 o 0
6El, 2E1, 6E1, 4EI,
0 2 0 0 0 . 0 2 0 0 0 .

2.1.3 Matriz rotacao

Em conformidade com LIVINALI (apud GERE; WEAVER,1981), para analisar
estruturas espaciais é necessaria utilizar um sistema de eixos de referéncia orientados para a
estrutura na sua totalidade. Em geral os eixos dos elementos sdo obliquos em relacéo aos eixos
globais da estrutura, necessitando transformar a matriz de rigidez do elemento local para matriz
de rigidez global.

Para isso desenvolve-se a matriz de rigidez global, que relaciona o sistema local do
elemento a um sistema global de eixos coordenados. Para estabelecer essa relagdo as
coordenadas locais e globais devem estar no mesmo sistema de eixos. Essa orientacdo é
realizada através da utilizacdo de uma matriz de rotacdo R, como mostra a equacao abaixo, em

que é dada por uma matriz 3x3.

CX CY CZ
R=|C,X CY CY

C,X CY C,Z (2.4)

A matriz de rotacdo € composta por nove elementos, em que cada membro da matriz é
obtido através dos cossenos diretores do eixo de coordenadas locais em relagdo ao eixo de

coordenadas globais. A primeira linha da matriz representa 0s cossenos diretores do eixo x
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local, e pode ser analisado usando as coordenadas globais das duas articulagdes em que o

membro é fixado, como pode ser observado nas equacgdes 2.5 ao 2.7.

X - X
C.X = CosO, X = I
(2.5)
CY = Cosy ==L ; i (2.6)
Zr - 7;
CZ = CosB,Z =L - (2.7)
Onde L é o comprimento da barra é pode ser descrito da seguinte maneira:
L= \/(Xf - X)P+ (Yp- Y2+ (Zf - Z))° (2.8)

Com os cossenos diretores do eixo x definidos, enfatiza entdo nos demais elementos da
matriz de rotacéo, sendo eles os cossenos diretos dos eixos y e z. Observando a figura 2, nota-
se que o0s vetores unitérios locais séo definidos por iy, iy € i; € 0s vetores unitarios ao longo do

eixo global é estabelecido como Ix, Iy e Iz. Logo a relagéo entre os vetores unitarios locais e

Iy
IY]
I

globais é fixado pela matriz de rotacdo a seguir

=lc,x ¢y Y.

iy
j ;X CY C,Z

lz

[ix] CiX CY CyZ

(2.9)
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Figura 2 - Vetores unitarios nas dire¢des locais e globais

Fonte: Autor (2024)

Grande parte dos programas de computador possibilita que o usuario especifique a
orientacdo dos eixos y e z da barra atraves do angulo de rotagéo. Este angulo de rotacdo permite
definir os cossenos diretores das barras y e z, deduzindo que a posi¢éo real da barra é obtida em

duas etapas, conforme mostra as figuras 3 e 4.
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Figura 3 - Orienta¢do da barra m no plano xy'

Fonte: Autor (2024)

Figura 4 - Orientacéo real da barra m

Fonte: Autor (2024)

Na primeira etapa, enquanto o eixo x da barra é orientado na diregdo almejada, seus
outros eixos sdo orientados de modo que o plano xy seja vertical e 0 eixo z esteja em um plano
horizontal. A orientacdo anterior do elemento € representada pela figura 3, em que 0s eixos
principais do membro sdo definidos como y’ e z’, que indica que ndo foram posicionados na
direcdo real.

Como a direcdo x local foi definida mediante as coordenadas globais a partir das
extremidades do membro. Portanto, como o eixo y’ e perpendicular ao plano vertical xy’, 0
vetor z’ pode ser determinado pelo proprio produto vetorial do vetor i, e do vetor unitario

vertical Iz, resultando assim na equacéo 2.10.

Iy L I
Z’ == ix.Iy == det CXX CXY CXZ = _CXZ 'IX + CXX 'IZ (2.10)
0 1 0

Para obter o vetor unitario z’ ao longo do eixo local, basta dividir o vetor z’ por
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\ C*3X + C%Z. Derivando entdo na equacdo 2.11.

.y CxZ CiX

lz; = Ay .
Vv C2X+ C%Z VJ C3X+ C%Z
O vetor unitario i, pode ser obtido como o produto vetorial de i.-.i..

Iy Iy Iz
CyZ CxZ

i, =i, i, = det|——— —_—
yroam JCEX+ C2Z JCX+ C2Z (2.12)
C.X C.Z

CkY

Resolvendo a equacdo acima, obtém-se a equacao a seguir.

CxY .CiZ

CeX . CyY
iy =|—T———) . Ix+ (VX + COL). Iy - | ———=].1
g < J X+ czxz> o+ ( IR <\/ C2X + CZXZ> 2 (213)

Visando as equacdes 2.11 e 2.12, nota-se a relagdo entre as coordenadas globais e os

locais auxiliares, no qual pode ser observado na equacéo 2.14.

CyX CY CxZ

. CX.CY = = C.Y.C.Z
k] |-— JCOX+(Z ——————| [k
=| JC3X + C3Z VC3X + szzl Ay

CeZ CX J I,

] (2.14)
- 0 —

JCAEX + C3Z JCEX + C3Z

A seguir, rotaciona o sistema de coordenadas auxiliares em torno do eixo X, no sentido
anti-horario, pelo angulo de rotacédo, até que a barra dos eixos principais esteja na orientacdo
desejadas. A barra em sua orientacdo final pode ser observada na figura 4, em que 0s €ixos
principais passaram a ser definidos como eixos y e z. A partir dessa, figura, observa que 0s

vetores unitarios ao longo dos eixos y’ e z’ podem ser expressos em termoe y’e z’,
iy = cos¥ iy +sin?.iy (2.15)

I, = —sin¥.iy +cos¥.iy (2.16)
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Assim, a relacdo de transformacgdo entre os termos xy’z’, resulta no sistema de

coordenadas reais e pode ser observado a seguir.

Iy 1 0 0
iyl]=10 cos¥ sin¥

0 —sin¥ cos¥

X

Lyr
‘.y’] (2.17)

iZ "Z !

Por fim, para conseguir a relacdo que representa a transformacao entre o sistema global
(XYZ) e o sistema de coordenadas locais xyz, basta combinar as equacdes 2.14 e a 2.17 e

consequentemente efetuando a multiplicagdo de matrizes. Isso resultara em:

CX C.Y CZ
. CeX.CxY.cos W — CoZ.sin ¥ CiY.CxZ.cos ¥ + CXsin¥
Ly — VC2. X +C2.7 .cos¥ — Iy
iy| = JCEX + €5z JCZX +CZ x |1y
L] | cX.C.sin® - CZ.cosw , CY.CX.sin® + CX .cos?| Lliz]  (2.18)
—C:X+C%Z. sin¥V —
JCEX + C5Z JCZX +CZ

Ao comparar as equacoes 2.4 e 2.18, observa-se que as matrizes de rotacdo R pode ser

escrita como:

CX CY CxZ
[ CX.CY.cos¥ — CyZ.sin¥ CY.CiZ .cos¥ + CXX.sin‘P]
— VCEX + C3Z .cos¥  —
R = VC2.X + C2%,.Z JC2.X + C2%.7
CX.CY.sin®W — CoZ .cos W , C.Y.CX .5in 6 + CoX .cosW (2.19)
—JC: X +C%Z.sin¥y —
JCE X +C%,Z JC2.X + C2%.Z

Nota-se que a matriz de rotacdo depende apenas das coordenadas globais das
extremidades da barra e do angulo de rotacdo. Baseado na equacao anterior, o angulo de rotacédo
é definido a partir do sentido horario positivo, olhando na direcdo de x negativo, em que 0
sistema de coordenadas locais deve ser girado em torno do eixo x, de maneira que xy Se torne
vertical, tendo o eixo y apontado para cima, isto &, na direcdo positiva de Y global.

A equacdo da matriz de rotacdo R, dada pela equacdo acima, pode ser empregada para
indicar as matrizes de transformagdo RT, para barras que estejam orientadas em quaisquer
direcdes, com excecdo das barras verticais. 1sso acontece porque os membros CxX e CxZ séo
nulos e consequentemente alguns elementos da matriz de rotacdo se torne incalculavel. Essa
situacdo pode ser corrigida, a partir da definicdo do angulo de rotagdo para 0os membros

verticais. Tendo em vista as barras verticais, isto é, barras que possuem o centroide ou eixo X
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local paralelo ao eixo Y global, o angulo de rotagdo pode ser estipulado, medindo no sentido
horério positivo quando se olha na direcdo x negativa, através do eixo local, sendo assim o
sistema de coordenadas xyz deve ser girado em relacdo ao eixo x, em que o eixo z local fique
paralelo e apontando na direg&o positiva do eixo Z global.

A equacdo da matriz de rotacdo R para barras verticais pode ser obtido através de uma
metodologia semelhante a usada anteriormente para barras de orientacdes diversas. Observando
as figuras a seguir, constata-se que a orientacao real do membro vertical pode ser conquistada
em dois passos. O primeiro passo, ressalta que na figura 5 0 eixo x da barra esta orientado na
direcdo vertical da barra e seus eixos y e z estdo orientados na diregéo paralela ao eixo Z global.
Nesse caso, 0s eixo0s principais nessa orientacdo séo indicados como y’e z’. A dire¢do do eixo
local x, que pode ser obtido a partir das coordenadas de extremidade da barra, é representado
como um vetor unitario ix= Cxy.ly, enquanto a direcdo do eixo z’ é dada pelo vetor unitério i.-

= 1z. J& 0 vetor unitério y’ é dado pelo produto vetorial de i..ix,como indicado na equacéao 2.20.

X,Y
ki
X
A
Xt
Barram
[ |
b o — Y _..z<_ ............... _ ><
y 7&
e Iz

Figura 5 - Orientacéo vertical com o eixo z' paralelo ao eixo Z

Fonte: Autor (2024)

Iy Iy I
iy =g iy =det|0 0 1= —CY.Iy (2.20)
0 CY 0

Portanto, a ligacdo de transformacéo entre as coordenadas globais (XYZ) e o sistema

local auxiliar (xy’z’) e dado por
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[ix] [ 0 O] [IX]
yl=|-¢c¥y 0 o0].|ly
. 0 o 1l (2.21)

Na segunda etapa, gira-se o sistema de coordenadas auxiliares em torno no eixo X, no
sentido anti-horario, através do angulo ¥, até que o membro principal da barra esteja nas
orientacBes desejadas. Essa orientacdo final da barra é representada pela figura 6 em que 0s

eixos principais da barra séo agora definidos como y e z.

X,Y
‘ix
Xg
Barram
' |y'
y ——————————— ———— - — = —— . — = ><
[ L
=T WA X
Y"'ﬂ -/IZ'{- Iz
/&&
Ve
e /
e /
z' 7z /
/
|
Z

Figura 6 — Orientag&o vertical da barra

Fonte: Autor (2024)

Tendo em vista a figura 6, a relagdo de transformacao entre o sistema auxiliar e o sistema
de coordenadas reais é semelhante a equacdo 2.17. Deste modo, a transformacéo desejada do
sistema de coordenadas globais para o sistema local pode ser obtida substituindo a equacdo 2.17

na equacao 2.21. Obtendo-se entdo a equagao 2.22.

[ ] CY 0 IX]
CYcos‘I’ 0 sinW|.|ly
CyY.sinW¥ 0 cos¥l L, (2.22)

Logo, a matriz de rotagdo das barras verticais € definida pela equacéo 2.23.
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0 CyY 0
R=|[-CY.cos¥ 0 sin¥ (2.23)
CY.sinW¥W 0 cos¥

Mais detalhes da dedugao do angulo de rotagao ¥, disponivel no anexo I.

A matriz transposta de uma estrutura de porticos espaciais pode ser originaria de
procedimentos usados em outras estruturas. No entanto, existe uma diferenga entre as matrizes
transpostas de trelica, porticos planos e grades, em que essas contém cossenos diretores apenas
no eixo longitudinal, isto é, no eixo x. A matriz transpostas de estruturas em quadro no espago
inclui cossenos diretores em todos 0s eixos (x,y e z) no sistema de coordenadas locais em relacéo
ao sistema de coordenadas globais (X, Y e Z) das estruturas.

A direcdo de um componente de uma estrutura tridimensional é estabelecida a partir dos
angulos entre os eixos locais e globais. Os angulos entre o eixo x local e os globais, sdo
estabelecidos por 6xX, 6xY e 6«Z, respetivamente. Equitativamente, os angulos entre o eixo y
local e os eixos globais séo difundidos por 6yX, 6,Y e 6y,Z, nesta ordem, e os angulos entre o
eixo z local e os eixos globais e sdo definidos por 6.X, 6;Y e 0,Z.

A partir desse momento, constitui a transformacéo das forcas da barra de coordenadas
globais para o sistema de coordenadas locais. As forcas locais (f;, f2 e fs) devem ser iguais ao

somatario algebrico das forgas globais (F., F: e Fs) nas dire¢des dos eixos locais, ou seja,

fi =F1.Cos0xX + F,.Cos0xY + F3.Cos0xZ (2.24)
f2 = F1.Cos0,X + F3.Cos0,Y + F3.Cos0,Z (2.25)
fs=F1.Co0s8,X + F,.Cos0,Y + F3.Cos6,Z (2.26)

As equacg0Oes expostas acima podem ser escritas de forma matricial, como pode ser

observado abaixo.

f1 CX CY CZ1 [F, (2.27)
f21=|C,X C,Y CY -[Fz
f3 c,x c,y c,z] LF;

Onde:

CiJ =cos 0

i=Xx,youz
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J=X,YouZ

As forcas locais fs, fs e fs na exterminada da barra (xr,) podem expressados de forma

semelhante em termos de suas forcas globais Fs, Fs e Fs, COMO mostra a equagéo 2.28.

fa CX CY CyZ [F,
fs|=|c,x ¢y cy ,lFs
fo c,x c,y czl LFg (2.28)

Da mesma forma, as forcas locais e globais na extremidade da barra podem ser descritas

em forma de matriz.

fs CX CY CuZ [F,

fel = |C,x ¢,y cy ,[Fg

fo c,x ¢,y c,zl LF, (2.29)
f1o CX CY CuZ] [Fyo

ful=lc,x ¢y ¢yl |Fi, (2.30)
f12 CX €Y CZ1 |Fyp, '

Combinando as equacdes 2.28 até a 2.30, tem-se a relacdo transposta entre local e global

(f e F), dada pela equagéo a seguir.

f=R'xF (2.31)

Onde RT representa a matriz de transformagédo 12x12 para poérticos espaciais. A forma

expandida de R é dada pela equacéo 2.13.
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CyX CY CZ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
CyX C)Y ryl 0 0 0 0 0 0 0 0 0
C,X C,Y C,Z 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 CX CY C.Z O 0 0 0 0 0
0 0 0 GX CGY ryZz O 0 0 0 0 0
rr=| O 0 0 CX CY CZ 0 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 0 CX CY CZ O 0 0 (2.32)
0 0 0 0 0 0 GX CGY ryZz O 0 0
0 0 0 0 0 0 C;X CY C,Z 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 CX CY CZ
0 0 0 0 0 0 0 0 0 CX CY ryZ
[ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 C,X CY C,ZI
A matriz transposta pode ser escrita de forma reduzida da seguinte maneira:
R 0 0 O
RT—|0 R 0 0
0 0 R O (2.33)
0 0 0 R

2.1.4 Matriz de rigidez global

Para obter a matriz de rigidez global é necessario combinar as matrizes de rigidez de todos
0s elementos gque constituem a estrutura de portico espacial, isto é, uma estrutura é composta
por varias barras, e essas barras estdo localizadas no mesmo eixo de coordenadas globais, entéo
a matriz de rigidez da estrutura pode ser gerada pela combinacdo das matrizes de rigidez das
barras individuais ja rotacionadas, sendo assim, a matriz de rigidez global surge da sobreposicéo
das matrizes elementares de cada barra.

A disposicdo dos coeficientes rotacionados na matriz de rigidez global segue a mesma
distribuicdo que o coeficiente ocupava na matriz de rigidez local, em relacdo ao seu grau de
liberdade. Se na matriz local a posicao era, por exemplo, a coordenada dois em linha e trés em
coluna, na matriz de rigidez global a coordenada do elemento sera linha dois, coluna trés.

Para transformar o sistema em coordenadas locais para coordenadas globais é formada

pelas seguintes equacoes:

RTf=F (2.34)

RTu=U (2.35)



30

RTK, = K, (2.36)

Tendo em vista a equacgéo 2.2, em que representa a forca aplicada em coordenadas do
sistema local, multiplicando os lados dessa equacdo por RT e sabendo que R'R = 1, entéo,
obtém-se a equacdo que transforma o sistema de coordenadas locais para globais, como segue

a equacdo 2.37:

K; = RT.K,.R (2.37)

3. METODOLOGIA

A metodologia empregada, a principio, fez-se uma revisdo bibliogréafica referente a
analises estrutural de pérticos espaciais, seguida do estabelecimento do método para calculo,
da linguagem e ID a ser empregue para o desenvolvimento do codigo. Apds a revisdo
bibliografica definiu-se que os métodos das forcas e dos deslocamentos (método da rigidez),
como metodologia fundamental para a composi¢do do algoritmo. Além do mais foi definido o
Python como linguagem de programagdo e o Spyder como Ambiente de Desenvolvimento
Integrado (IDE).

Python é uma linguagem de programacéo de alto nivel interpretada e orientada a objeto,
no entanto, possui uma sintaxe simples de ser utilizada, foi criada por Guido van Rossum no
século XX, além do mais, possui como vantagens ser um software gratuito.

“A linguagem Python foi criada por Guido van Rossum em 1991. Atualmente ¢ aberta
e gerenciada pela organizagao sem fins lucrativos Python Software Foundation.” (REIS, 2018,
p. 52).

Outra explicacdo apropriada para definir o que é a linguagem de programacao Python,
seria em conformidade com o autor (LUTZ, 2017, p. 30), em que deixa explicito o proposito

conceitual que o programa apresenta, quando se trata de uma linguagem simples é completa.

Por design, o Python implementa uma sintaxe deliberadamente simples e legivel, e
um modelo de programacéo altamente coerente. Conforme atesta o slogan de uma
recente conferéncia sobre a linguagem, o resultado é que o Python parece simples
“caber em seu cérebro” — isto €, 0s recursos da linguagem interagem de maneira
consistente e limitadas, e resultam naturalmente de um pequeno conjunto de conceitos
principais. Isso torna a linguagem mais facil de aprender, entender e lembrar. Na
pratica, os programadores de Python ndo precisam referir-se constantemente a
manuais ao ler ou escrever cédigos; trata-se de um design ortogonal.
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Vale destacar que o Python é uma linguagem interpretada, isto €, o codigo fonte é
interpretado por um programa de computador que pode ser definido como “interpretador” e
logo em seguida ele é executado por meio do sistema operacional ou processador. Por ser
definido dessa maneira 0 mesmo pode ser utilizado em qualquer tipo de sistema operacional
que possui um interpretador Python (REIS, 2018).

Para o desenvolvimento de um codigo é necessario a utilizacdo de varias ferramentas,
tais como, um editor de texto para escrever um programa, um interpretador Python para rodar
0 programa, um terminal, onde o programa seré rodado onde é permitido a entrada e saida de
dados, além de um depurador, em é empregado para encontrar 0s erros presente no cadigo.
Sendo assim, tem-se o Spyder que é definido como um Ambiente de Desenvolvimento
Integrado (IDE), que permite desenvolver um cédigo computacional em um ambiente de
programacao sd, sem a necessidade do emprego de outras ferramentas.

Na figura 7, tem-se a tela inicial do Spyder, em que € possivel observar a barra de
ferramenta em que nela é possivel criar arquivos, abrir arquivo, salvar, dentre outros. Além do
mais é possivel ver a janela de edicdo dos programas, area para inspecdo de objetos variaveis e

arquivos e terminal de entrada e saida de dados.

@ Spyder (Python 3.8) — o X

Here you can gethelp of any objectby pressing Ctri+lin
frent of it, either on the Editor or the Censole

Help can also be shown automalically afler wriling a left
parenthesis next fo an object You can activate this
behavior in Preferences > Help.

New io Spyder? Read our

Figura 7 - Tela Inicial do Spyder
Fonte: Autor (2024)
3.1. Etapas de Processamento
A organizacgdo do cddigo segue a etapa de pré-processamento e processamento. A etapa
de pré-processamento consiste, basicamente consiste a entrada de dados, no qual compreende
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o fornecimento de informacGes para o software promover a resolucdo da estrutura.
A primeira etapa da entrada de dados, constitui a insercdo das caracteristicas do pértico
espacial. Nessa etapa € possivel determinar o nimero de elementos, nimeros de nos, nimeros

de vinculag@es, nimero de forcas, né aplicado, nd inicial e final, como pode observado na figura
8.

numpy.zeros( (

numpy . z
[ 1]
[ 2]

Figura 8 — Entrada de Dados do Codigo — Parte 1

Fonte: Autor (2024)

Ressalta-se ainda a importancia de definir as propriedades geométricas das se¢es, que
equivale a area da secdo, momento de inercia dos eixos, das propriedades mecanicas do
material, nos quais sdo 0 médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson, e por fim insere-se

0s angulos em graus, dentre outras caracteristicas, como pode ser vista na figura 9.
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numpy . ze
numpy

3 numpy . ze

A = [8.88]

Fno = numpy.zeros((
Fdir = numpy
Ff = numpy.zer

numpy
VINCdir = nump
VINCd = numpy.ze
WINCno = [ 1, 1,
VINCdir = ['X", "V
VINCd = [ @.

@ , 0.0
Figura 9 — Entrada de Dados do Cddigo — Parte 2
Fonte: Autor (2024)

Ressalta ainda que, na etapa de inser¢do de dados é possivel definir a carga externa
aplicada na estrutura, em que o usuario insere o ponto que deseja aplicar algumas cargas e
informa os valores delas. Além do mais, nessa etapa define as vinculacdes.

Na etapa de processamento, o codigo realiza os calculos para resolucdo do sistema. Nos
calculos iniciais foram definidos os nimeros de n6 por elemento, nimero de grau de liberdade
por elemento e numero de grau de liberdade por no e a partir isso, foi realizado o calculado o
numero de graus de liberdades totais. Alias, foram realizados os calculos do momento de inercia
polar, médulo de elasticidade transversal, transformagdo do angulo de graus para radianos,

como pode ser visto na figura 10.
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if elemento==

N

NGLn

NGLele NnosEle * NaLno
NGLt=Nnos*NGLno

]
G
Iro

nump
= nump
numpy .

Figura 10 — Célculos iniciais

Fonte: Autor (2024)

Para melhor compreenséo da organizacao do codigo, segue o fluxograma do software a

sequir.



35

Figura 11: Processo de Célculo de Pértico 3D

Fonte: Autor (2024)

A entrada de dados, nivel 1 da figura 11, consiste no fornecimento de informagdes para
o0 software promover a resolucéo da estrutura. Vale ressaltar que essas informagdes sao inseridas
pelos usuérios do algoritmo.

A localizacéo de cada né pertinente ao portico foi especificada através das coordenadas,
além do mais nos dados de entrada é possivel determinar a quantidade de barras, nimero de
elementos, nimeros de nos, nimeros de vinculagdes, no final, as forcas e suas respectivas
direcGes e no aplicado. Ademais, determina em que né estdo as vinculagdes e em que direcdo
elas estéo.
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Ressalta-se ainda a importancia de definir as propriedades geométricas das se¢es, que
sdo a area da secdo, momento de inercia do eixo y e momento de inercia em z, das propriedades
mecanicas do material, nos quais sdo o madulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson, e por
fim insere-se os angulos, em graus, que a barra gira entorno do proprio eixo.

Nos calculos iniciais foram definidos os nimeros de né por elemento, nimero de grau
de liberdade por elemento e nimero de grau de liberdade por né e a partir isso, foi realizado o
calculado o ndmero de graus de liberdades totais. Alias, foram realizados os calculos do
memento de inercia polar, mddulo de elasticidade transversal, transformacéo do angulo de graus
para radianos

O nivel 3 do processo de célculo de pdrticos espaciais, consiste na determinacdo da
geometria das barras, isto é, no calculo dos cossenos diretores, comprimentos. Os niveis
subsequentes consistem na determinacao das matrizes de rotagdo, matriz transposta, matriz de
rigidez local dos elementos e matriz global, montagem da matriz global, vetor de forcas global
(forcas concentradas), identificagdo dos graus de liberdade restringidos, aplicacdo das
condigdes de contorno e resolucao do sistema linear (vetor de deslocamentos).

Salienta-se o nivel 6 da figura 11, em que determina a conversdo das matrizes, ou seja,
a principio, transforma as matrizes de rotacdo, a matriz de rotagdo transposta e a matriz dos
elementos em coordenadas globais para coordenadas locais para que seja realizado as
multiplicacdes das mesmas, a fim de encontrar a matriz de rigidez global. Ap6s a multiplicacéo
das matrizes, resultando na matriz em coordenadas global. Esse processo € necessario para
facilitar os célculos, visto que essas matrizes sdo calculadas separadamente.

Em suma, essa linguagem de programacdo e a IDE foram utilizados para o
desenvolvimento do cddigo que determina deslocamentos e esforcos solicitantes de pdérticos

espaciais, em virtude da sua facil utilizacao e por ser acessivel a todos de forma gratuita.

4. RESULTADOS

Visando-se a verificacdo do algoritmo para analise estrutural, buscou-se analisar
estruturas que foram desenvolvidas pelo autor, dois exemplos de barra no espaco e um exemplo
de porticos espacial.

Esses meios de validagdes foram utilizados em virtude de, no mercado ndo se tem
softwares que fazem andlises de estruturas tridimensionais acessiveis, de forma gratuita.
Pensando-se nisso, a validacdo dos resultados obtidos a partir do codigo serdo realizadas a partir

de resultados obtidos manualmente.
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4.1 Validacéao do cédigo

4.1.1. Exemplo 1 - barra na direcdo do eixo global X
O primeiro exemplo representa um elemento tridimensional com comprimento de 3

metros, foram aplicado uma forca axial de tragdo de 500.000 N na barra do elemento 1, como
mostra a figura 12, enfatiza que o no 1 esta engastado, ou seja, 0s deslocamentos e rotacGes séo
nulos. Foram estabelecidas as propriedades dos materiais, como modulo de elasticidade,
coeficiente de Poisson, além das propriedades geométricas, como area da se¢do, médulo de

inercia nos eixos y e z, como segue as tabelas 1 e 2.

Propriedades do Material Valores Unidade
Young (E) 0,2.10° Pa
v 0,25 adimensional
A 0,08 m?
ly 0,000266 m*
Iz 0,001066 m*

Tabela 1 - Propriedades da estrutura do exemplo 1

Fonte: Autor (2024)

NO X (m) Y (m) Z (m)
1 0,0 0,0 0,0
2 3,0 0,0 0,0

Tabela 2 — Coordenadas do nés

Fonte: Autor (2024)

Os resultados obtidos a partir do cddigo estdo representados nas figuras 13 ao 19,

relativos a matriz do elemento, matriz global, matriz rotacdo, matriz transposta e deslocamentos
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[] eLenento

Owo

500.000N

Figura 12 — Elemento no espago do exemplo 1

Fonte: Autor (2024)

KLele - NumPy object array _

Figura 13 - Resultado matriz do elemento em coordenadas locais

Fonte: Autor (2024)
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Kglobal - MumPy object array =

Figura 14 - Resultado matriz global

Fonte: Autor (2024)

R - NumPy object array <

Figura 15 - Matriz de rotacdo

Fonte: Autor (2024)

Rt - NumPy object array =

Figura 16 - Matriz transposta

Fonte: Autor (2024)



u - MumPy chject array

Figura 17 - Vetor deslocamento

Fonte: Autor (2024)

Rapoic - NumPy object

Figura 18 - Resultado das reac6es de apoio

Fonte: Autor (2024)

40
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Esforcos - MumPy cbject a

Figura 19 - Resultado dos esforcos solicitantes

Fonte: Autor (2024)

Para validar os resultados obtidos no exemplo 1, foram realizados calculos manuais da
matriz do elemento e do deslocamento. Logo, como pode ser observado na figura 20, o resultado

da matriz de rigidez do elemento deu igual a matriz obtida através do codigo (figura 13).

5333333,333 0 0 0 0 0 -6333333.33 0 0 0 0 0
0 94755 65556 0 0 0 1421333333 0 -94755 5556 0 0 0 142133,3333

0 0 23644 44444 0 -35466,6667 0 0 0 -23644 4444 0 -35466.6667 0

0 0 0 000003552 0 0 0 0 0 -0.000035852 0 0

0 0 -35466,66667 0 70933,33333 0 0 0 35466,66667 0 35466,66667 0
0 142133,3333 0 0 0 284266.6667 0 -142133.333 0 0 0 142133,3333

-5333333.33 0 0 0 0 0 5333333,333 0 0 0 0
0 0 0 0 -142133 333333333 0 0 0 0 0 -142133.333

0 0 -23644 44444 0 35466,66667 0 0 0 23644 44444 0 35466.66667 0

0 -94755 55556 0 -0,00003552 0 0 0 947556 55556 0 0,00003552 0 0

0 0 -35466,66667 0 35466, 66667 0 0 0 35466,66667 0 70933,33333 0
0 -142133.3333 0 0 0 1421333333 0 -142133.333 0 0 0 2842666667

Figura 20 - Resultado da matriz de rigidez do elemento realizado manualmente

Fonte: Autor (2024)

Como interpretacdo da figura 17, tem-se a tabela 3, em que representa 0s 12 graus de
liberdade do elemento, em que, para cada posi¢do (linha x coluna), existe uma solucdo de
deslocamento ou rotacdo de cada nd da barra. Logo, como resultado de analise dos graus de

liberdades dessa barra, pode-se observar que existe somente um resultado diferente de 0, que
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simboliza o deslocamento no eixo do n6 2. Esse resultado quando comparado ao valor realizado

manual, tem -se 0 mesmo resultado, como pode ser observado a seguir.

N
E.A
, 5000003
0,2.10°.0,08
u=0,09375m
Linha x coluna Graus de liberdade
(nimero do nd) Resultado
0x0 ux (1) 0
1x0 uy (1) 0
2x0 uz (1) 0
3x0 ¥x (1) 0
4%0 Py (1) 0
5x0 Yz (1) 0
6x0 ux (2) 0,09375
7x0 uy (2) 0
8x0 uz (2) 0
9x0 ¥x (2) 0
10x0 Py (2) 0
11x0 Yz (2) 0

Nota: Informacdes adicionais para esclarecer os dados contidos na tabela
“u = Deslocamentos

" ¥ = Rotagéo
Tabela 3 — Interpretag8o dos resultados dos graus de liberdade do exemplo 1

Fonte: Autor (2024)

Ja a figura 19 apresenta os resultados dos esforcos que sdo os esforcos no sentido
perpendicular a barra que podem ser de tragdo ou compressao. Interpretando esses resultados,
chega-se a conclusao de que, a barra estudada esta sofrendo tracao de 500.000 N.

O resultado obtido na figura 18, significa que, a estrutura analisada tem apenas uma

reacdo de apoio que retrata a existéncia de uma forca que resulta em um apoio final de restricao,
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que impede um possivel movimento da barra, no qual é uma forgca de 500.000 N no sentido

contrario ao eixo X no no 1.

4.1.2. Exemplo 2 — barra no espaco (N&o coincidente com os eixos globais XYZ)
O segundo exemplo consiste em uma barra no espaco, com aplicacdo de 3 forcas Fx =

339200 N, Fy = 667600 N e F, =-254400 N, de modo que essas componentes resultem em uma
tracdo de 800.000 N na barra do elemento 1, como mostra a figura 21. Destaca ainda que, 0 n6
que estd na origem do sistema, isto €, 0 n6 1, esta engastado, isso significa que ele possui
deslocamentos e rotagdes nulos. E a secdo transversal da barra possui medidas de 20 cm x 40
cm. Para essa barra, foram estabelecidas as propriedades dos materiais, como modulo de
elasticidade, coeficiente de Poisson, além das propriedades geométricas, como area da secao,
maodulo de inercia nos eixos y e z, como representado na tabela 4 e coordenadas dos nés como

mostra a tabelas 5.

[ ] eLemenTo F

OH:':- y
A

z X

Figura 21 — Modelo analisado no exemplo 2

Fonte: Autor (2024)



800000.9,44

%'=0,2.10°.0,08

u=20,472m

L= \/(xf—xi)z + r-yi)* + (zp-2;)?

L=y(4-0)2+(8—-0)2+ (-3 —0)2

L=944m
Xr_X;
cos(0,X) = o
L
0. x _4-0
cos(0,X) = 9,44

cos(0,X) = 0,424

cos(BxY)=¥
o0y ~8-0
cos (6,Y) = 9,44

cos (6,Y) = 0,847

Ze_Z;

cos(0,X) = fL :
-3-0

cos (0,2) = 944

cos (6,2) = —0318

F, = F .cos(6,X)
E. = 800000.0,424
FE, = 339200 N

E, = F.cos (6,Y)
F, = 800000 .0,847
F, = 677600 N
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F, = F.cos (6,2)
F, = 800000. (—0,318)
F, = —254400 N

Propriedades do Material Valores Unidade
Young (E) 0,2.10° Pa
v 0,25 adimensional
A 0,08 m?
ly 0,0010666666 m*
Iz 0,00026666666 m*

Tabela 4 - Propriedades da estrutura do exemplo 2

Fonte: Autor (2024)

No X (m) Y (m) Z (m)
1 0,0 0,0 0,0
2 4,0 8,0 -310

Tabela 5 — Coordenadas dos nés da barra do elemento 1

Fonte: Autor (2024)

Os resultados obtidos a partir do cddigo estdo representados nas figuras 22 ao 28,

relativos a matriz do elemento, matriz global, matriz rotacdo, matriz transposta e deslocamentos

Klele - NumPy object array

Figura 22 - Resultado matriz do elemento em coordenadas locais

Fonte: Autor (2024)
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Kglobal - NumPy object array

Figura 23 - Resultado matriz global

Fonte: Autor (2024)

R - NumPy object array

Figura 24 - Matriz de rotacdo

Fonte: Autor (2024)

Rt - NumPy object array

Figura 25 - Matriz transposta

Fonte: Autor (2024)



Uaxial - MumPy chject a

Figura 26 - Vetor deslocamento

Fonte: Autor (2024)

Rapoic - MumPy object a

Figura 27 - Resultado das reac6es de apoio

Fonte: Autor (2024)

47



48

Esforcos - MumPy object

Figura 28 - Resultado dos esforcos solicitantes

Fonte: Autor (2024)

Analisando o resultado dos graus de liberdade do exemplo 2 (figura 26), temos a tabela
6, demostra que somente 0 né 2 tem deslocamento nos eixos X, y e z e rotagdo em torno dos
eixos X, y e z.

Destaca que os resultados obtidos no programa sdo semelhantes ao obtidos
analiticamente, como mostrado anteriormente. Evidéncia que, a diferenca apresentada nos
resultados ocorre devido as aproximacdes dos valores adotado para o comprimento da barra (L)
e que, o valor calculado foi comparado com o valor dos deslocamentos das for¢as axiais no n6
2 em X, do cédigo.

Linha x coluna Graus de liberdade
Resultado
(nUmero do no)
0xO0 ux (1) 0
1x0 uy (1) 0
2x0 uz (1) 0
3x0 Px (1) 0
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4x0 Yy (1) 0

5x0 Yz (1) 0

6x0 ux (2) 0.4713
7x0 uy (2) -2.225
8x0 uz (2) 2.64233x10714
9x0 Px (2) 1387.7x10~14
10x 0 Ty (2) -41.9109x10 14
11x0 Yz (2) -0.353774

Nota: Informacdes adicionais para esclarecer os dados contidos na tabela
“u = Deslocamentos

" ¥ = Rotag#o
Tabela 6 — Interpretacdo dos resultados dos graus de liberdade do exemplo 2

Fonte: Autor (2024)

O resultado obtido na figura 27, demostra que a estrutura analisada tem seis reacdo de
apoio que retrata a existéncia de forcas que limita um possivel movimento da barra no espaco,
no no 1. Esse resultado das reacdes de apoio foi obtido através das equagfes 2.5 até 2.8.

Ressalta que as forcas das reacGes de apoio do nd 2, possui sinais contrarios ao
calculados, pois estdo contra o eixo analisado.

A figura 28, apresentam os resultados dos esforgos normais, que sdo forcas e momentos.
Analisando o nd 1 da barra, temos forca no sentido negativo em x, apresentando valor de
799323, uma forca no sentido positivo em y de 423,999 e uma forca em z, que pode ser
considerada como 0; momento em X e y que também podem ser consideradas como 0 e
momento em z de 4000.

Para o n6 2, temos forca no sentido positivo em x de 799323, uma forca no sentido
negativo emy de 423,999 e uma forca em z de 0. Os momentos no né 2 podem ser considerados
0 para todos os eixos.

4.1.3. Exemplo 3 — pértico tridimensional
O terceiro exemplo consiste em um portico tridimensional com 8 nés rigidos, 8

elementos. Os nos 1, 4, 6 e 8 estdo engastados, ou seja, 0s deslocamentos e rotagdes nos 3 eixos
s&o nulos. Nos nds 2, 3, 5 e 7 foram aplicadas 2 forcas em Fx e Fy de 20.000 N, ocasionando
em 8 forgas aplicadas na estrutura. Os elementos que constituem o portico espacial possui
comprimento de 4000 milimetros. As caracteristicas da estrutura sdo apresentados nas tabelas

7 e 8. E a estrutura esta representada pela figura a seguir.



Ll BN

[ ] eLemenTo
O no 20.000 N

20,000 N
20,000 M O ==

]
=
f=1
=
=
=

20.000 M ‘-E} [5]

20,000 N 200000 N =

ook

L

[ O

L LS TN

©

S

X}.

Figura 29 — Poértico espacial do exemplo 3

Fonte: Autor (2024)

Propriedades do Material Valores Unidade
Young (E) 100 MPa
v 0,25 adimensional
A 5000 mm?
ly 5000000 mm?*
I 5000000 mm?*

Tabela 7 - Propriedades da estrutura exemplo 3

Fonte: Autor (2024)

A tabela a seguir representa as coordenadas dos nés da estrutura do exemplo 3.

Pontos X (mm) Y (mm) Z (mm)

1 4000 0 0

2 4000 0 4000

50



3 0 0 4000
4 0 0 0
5 0 4000 4000
6 0 4000 0
7 4000 4000 4000
8 4000 4000 0

Tabela 8- Propriedades exemplo 3

Fonte: Autor (2024)
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Os resultados alcancados estdo representados nas figuras 30 ao 35, relativos as reacoes

de apoio, esforcos solicitantes nodais e os deslocamentos.



Rapoic - NumPy object a

Figura 30 — Reac¢des de apoio

Fonte: Autor (2024)

Figura 31 — Reacdes de apoio. Continuagao

Fonte: Autor (2024)
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Esforcos - MumPy object array

Figura 32- Esforgos solicitantes nodais

Fonte: Autor (2024)



u - MumPy chject array

a

a

Figura 33- Vetor deslocamento

Fonte: Autor (2024)
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u - NumPy cbject array

Figura 34- Vetor deslocamento. Continuagéo.

Fonte: Autor (2024)
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Figura 35 — Vetor deslocamento. Continuag&o.

Fonte: Autor (2024)

As figuras 30 a 31 representa as reacdes de apoio, resultando em 24 reacdo de apoio nos
nos 1, 4, 6 e 8, no qual estdo restringindo, isto &, limita um possivel movimento da estrutura

Como a estrutura apresentada no exemplo 3 é uma estrutura com oito nds, ela vai
apresentar 48 graus de liberdade, visto que cada n6 possui seis graus de liberdade. Sendo assim,
para cada no da estrutura, terd trés deslocamentos e trés rota¢Ges, no entanto, o portico em
analise, os nds 1, 4, 6 e 8 ndo possui nenhum grau de liberdade, isso acontece porque esses nos
estdo restringidos, logo, ndo irdo apresentar nenhum grau de liberdade. A interpretacdo dos
resultados das figuras 33 ao 35, podem ser vistos na tabela 9.

A quadrado do portico espacial que podem ser representadas pelos nés 2, 3,5 e 7, como
mostra a figura 37, possui forcas que abrem esse quadro, isto é, esse quadrado do pdrtico esta
sendo alongado. E esse alongamento é produzido pelos deslocamentos. A fim de comprovar
que a estrutura estd sendo alongada, foram realizados célculos manuais para confrontar os

resultados do codigo. Calculou-se o deslocamento em uma barra, como segue abaixo:

20000.4000

Y= 71005000

u=160cm
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O resultado manual de 160 cm para o deslocamento significa que, para cada né (2, 3,5

e 7) do quadro do portico, tem-se um deslocamento de 80 cm para cada direcdo de x e y, como

pode ser observado nas figuras 33 a 35. Esses deslocamentos de 80 cm em X e y para 0s nos 2,
3, 5e 7, serdo apresentados nas linhas 6, 7, 12, 13, 24, 25, 36 e 36 da tabela 9.

[ ] ELEMENTO

ON[’:

.80 ]

!

X

Figura 36 — Vista superior do portico.

Fonte: Autor (2024)

Linha x coluna Graus de liberdade Resultado
0x0 ux (1) 0
1x0 uy (1) 0
2x0 uz (1) 0
3x0 Px (1) 0
4%0 Py (1) 0
5x0 ¥z (1) 0
6x0 ux (2) 79.985
7x0 uy (2) -79.985
8x0 uz (2) 1.30503x10 14
9x0 ¥x (2) 0.0199963
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10x0 Yy (2) 0.0199963
11x0 ¥z (2) 0.55833x10714
12x0 ux (3) -79.985
13x0 uy (3) -79.985

14 x0 uz (3) -0.064689x10~1*
15x0 ¥x (3) 0.0199963

16 x0 Yy (3) -0.0199963
17x0 Yz (3) 0.558491x10714
18x0 ux (4) 0

19x0 uy (4) 0

20x 0 uz (4) 0

21x0 Px (4) 0

22x0 Yy (4) 0

23 %0 Yz (4) 0

24 x0 ux (5) -79.985

25 % 0 uy (5) 79.985

26 x0 uz (5) —1.02724x10"1*
27x0 Yx (5) -0.0199963
28x0 Py (5) -0.0199963
29X 0 vz (5) 0.558998x10~14
30x0 ux (6) 0

31x0 uy (6) 0

32x0 uz (6) 0

33x0 Px (6) 0

34 %0 Py (6) 0

35x 0 ¥z (6) 0

36 x 0 ux (7) 79.985
37x0 uy (7) 79.985
38x0 uz (7) —1.88378x10714
39x0 Px (7) -0.0199963
40x0 Yy (7) 0.0199963
41x0 Yz (7) 0.559092x10714




59

42 x0 ux (8) 0
43x0 uy (8) 0
44 x0 uz (8) 0
450 ¥x (8) 0
46 x 0 Py (8) 0
47 X 0 ¥z (8) 0

Nota: Informagdes adicionais para esclarecer os dados contidos na tabela
“u = Deslocamentos

" ¥ = Rotago
Tabela 9 — Interpretacdo dos resultados dos graus de liberdade do exemplo 2

Fonte: Autor (2024)

A figura 30, apresenta os resultados dos esfor¢os solicitantes nodais, que sédo aqueles
esforgos que apresentam em cada n6 da estrutura analisada, em que o portico pode apresentar
resultados positivos e negativos, isso significa que, para resultados positivos, ela € tracionada,
ou seja, € alongada. E quando esses resultados sdo negativos, significa que a estrutura sofrendo

compressdo, ou melhor, estad sendo comprimida.

5. CONCLUSAO

Com base nos objetivos propostos, os quais consiste em desenvolver um codigo que faz
calculos de descolamentos e esforcos solicitantes em porticos tridimensionais e validar de forma
que a sua utilizacdo dos resultados obtidos através do cddigo seja segura, mesmo foram
alcancados com sucesso cumprindo assim o propasito.

Vale ressaltar que mediante a evolucdo da tecnologia, especificadamente a industria de
softwares voltados a engenharia civil, podem contribuir para a progresso das técnicas
construtivas. Sendo que tais ferramentas quando aplicadas na formacéo desses profissionais, 0s
mesmos tendem a aproveitar melhor a formacdo e como resultado, contribuindo para
crescimentos futuros.

Como dito anteriormente, tais ferramentas podem ser empregadas de forma positiva no
desenvolvimento do ensino-aprendizagem. Logo, tal cédigo pode ser uma ferramenta de
auxilio, contribuindo para minimizacio do tempo de célculo de poérticos espaciais. E de suma
importancia destacar, que para melhor empregado, existe a possibilidade do codigo ser alterado
conforme necessidade.

A fim de atestar a seguranca do codigo, foram realizados testes, de modo a legitimar
todas as caracteristicas de porticos espaciais que o codigo abrange. E por meio dos resultados



obtidos pode-se garantir que todos 0s objetivos propostos neste trabalho foram atendidos.
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ANEXO |
MATRIZ DE ROTACAO DA BARRA EM TERMOS DE UM PONTO DE
REFERENCIA

De acordo com KASSIMALLI (2012), as barras dos poérticos espaciais sdo orientadas de
modo que seus angulos de rotacdo possam ser encontrados por analise. Existem estruturas, no
entanto, que as orientacdes de alguns membros podem ser ndo podem ser determinadas através
dos seus angulos de rotacGes. Logo, para essas barras, é necessario encontrar em um dos planos
(xy ou xz) da barra, mas ndo no eixo do centroide da barra.

Com intuito de definir a atriz de rotacdo usando um ponto de referéncia, considere o
membro do poértico espacial como mostra a figura 38, em que as X, Yp € Zp, denotem as
coordenadas globais de um ponto principal do plano, definido arbitrariamente, por meio do
ponto de referéncia P, em que esta localizado no plano xy local da barra, mas nao no eixo Xx.
Tendo em vista que as coordenadas de extremidade da barra b sdo Xy, Yb € Zp, € 0 vetor de

posicao p estdo direcionados para o ponto de referéncia P, podem ser escritos como:

xy Plane

Figura 37 - Membro de portico espacial

Fonte: KASSIMALLI (2012),

P=Xp—X)Ix+ (Y, = Yp)Iy + (Zp — Zp)I, (1.0
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_ LD
|ix. Pl

(2.0)

Z

Onde |i,. p| representa a magnitude do vetor que resulta do produto vetorial dos vetores
ix e p. Como ix e i; foram definidos, os cossenos diretores do eixo y local podem ser obtidos por
meio do produto vetorial:

iy = i,i, (3.0)

Como o ponto P foi definido no plano xy local da barra, os cossenos diretores do eixo y

local precisam ser determinados primeiro, usando a seguinte relagéo:

_ P
Ip iyl
E por fim, os cossenos diretores da direcdo do eixo z sdo obtidos a partir do seguinte

i, (4.0)

produto vetorial:

i, = iy (5.0)
Percebe-se que o procedimento descrito nas equacdes 1 ao 5 permite obter a matriz de
rotacdo da barra r diretamente por meio de um ponto de referéncia, sem a necessidade do angulo
de rotacdo da barra. Entretanto, é possivel obter o angulo de rotacdo a partir das coordenadas
globais de um ponto de referéncia P de uma barra. A principio determina-se as componentes
do vetor p no sistema de coordenadas auxiliares xyz, aplicando a relacdo de transformacéo a

seqguir:

i Ty X Y 2 T
rX. 1Y Y. 12
Px - Jr2X+r3 7 ———|[Xp —X})
pyl=| VraX+riZ VX + 5 Z || (Yp = Y)) (6.0)
z &4 X (Zp —Zp)

S — 0 —

| i X + iz VX + i Z]

Tendo como resultado:
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Dx =1 X(Xp — Xp) + TxY(Yp —Yp) +7:Z(Zp — Zp) (7.0)

rX. TxY > 5 Y. 1y
(Xp — Xp) + X +12,2(Y, — Y,) — s &= 1) (8.0)

p_ = —_
Y JrAX + 152 JrAX + 152
N -x)+—Xz,-2,) (9.0)
pz=— - - .
Vi X + 132 P Vi X + 132 e

Em que px, py e p; representam as coordenadas do vetor de posicdo p nas direcoes do
eixo x local e dos eixos y e z do sistema de coordenadas auxiliares. Se a o ponto de referéncia
p estiver no plano xy da barra, conforme figura 39, pode-se observar na imagem que o angulo

de rotacdo e as componentes de p estdo relacionadas pela seguinte equacao:

Figura 38 — Membro no plano xy

Fonte: KASSIMALLI (2012),

(10)



65

Py

/pZy +p?, (11)

No caso em que o ponto de referéncia P esta no plano local xz, podemos observar a

cos¥ =

figura 40, no qual a relagdo entre 0 seno e 0 cosseno das componentes de p podem ser escritas
como:

Figura 39 — Membro no plano xz local

Fonte: KASSIMALLI (2012),

. Py
sin¥ = ————
12
/pzy +p?, (12)
e
bz
cos¥Y = ———
p*; +p?, (13)

As equacdes 10 ao 13 sdo empregadas para elementos de porticos orientados em
quaisquer direc@es arbitrarias, incluindo elementos verticais. Entretanto, como r.X = r.Z =0

para membros verticais, as expressdes para py € p; dadas pelas equacoes 8 e 9 ndo podem ser
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utilizadas. A expressdo correta para as componentes do vetor de posi¢cdo p no sistema de

coordenadas auxiliares devem ser derivadas utilizando as equacdes a seguir:

Dx 0 rY 01[Xp—Xp)
Py|=|-r¥ 0 0||(Yp—7Y})
Pz 0 0 111L(Zp—12y)

Que resulta em:

py =Y (Y, = Yp)
by = _TXY(XP - Xb)

pz= (Zp—Zp)

(14)

(15)

(15)

(16)
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