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RESUMO

Neste trabalho serd estudado como os parametros a, b e ¢ da funcdo quadrética
f(x) = ax? + bx + ¢ influenciam no comportamento ou deslocamento do gréafico da
funcd@o f no plano cartesiano. Para isto, primeiro seréo definidos as propriedades e
caracteristicas principais da funcdo do segundo grau, bem como as de seu grafico, a
fim de construir uma teoria que auxilie nos estudos posteriores. Em seguida sera
analisada, para cada coeficiente em particular, o comportamento do grafico de f
com sucessivas variacdes de tais coeficientes. Além, serdo utilizados softwares
matematicos de plotagens para construcdo de graficos, com o intuito de
compreender e ter uma melhor percepcdo geomeétrica sobre 0 que acontece com o
grafico da funcdo do segundo grau quando a variacdo de seus coeficientes.
Também serdo aplicadas oficinas em uma escola do ensino médio sobre o assunto
para analisar qual o nivel de conhecimento dos alunos da regido quanto ao conteddo
e serdo utilizando os softwares Geogebra e Excel para demonstracbes geométricas
referentes ao assunto. Em seguida ser& descrito um relatério desta situacao.

PALAVRAS-CHAVE: Funcéo quadrética. grafico. comportamento. parabola.
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INTRODUCAO

Este trabalho consiste em analisar e entender a influéncia dos parametros a,

b e c sobre o comportamento do gréafico da funcédo do segundo grau,

f(x) =ax®*+bx+c
observando que a variacdo de tais parametros implicam condi¢des sobre o nivel de
abertura e o comportamento da concavidade, o deslocamento vertical e o0
deslocamento horizontal da parébola.

Muitas vezes, o estudo da funcdo quadratica ndo é desenvolvido com
grandezas de detalhes nos cursos de ensino médio e fundamental, isso devido a
superficialidade com que o contetdo € ministrado ou pela falta de tempo no decorrer
do curso ou ainda porque o programa da disciplina ndo abrange certos conteudos,
portanto este trabalho surge da necessidade de fornecer e difundir um conhecimento
basico com um maior nivel de detalhamento de tal conteudo para grupos de
estudantes de tais cursos para tentar eliminar estas falhas e produzir um material
completo que sirva de auxilio e fonte de pesquisa para professores e alunos do
ensino basico que desejam realizar um estudo mais aprofundado e detalhado sobre
funcdes quadraticas.

Além disso, objetiva-se estudar problemas advindos de tal conceito de forma
a auxiliar os professores a desenvolverem uma metodologia significativa e
aprofundada com os alunos em sala de aula e apontar ao estudante do ensino
médio e fundamental a relevancia de tal estudo no campo da matematica,
provocando assim o aprimoramento e o aperfeicoamento do conhecimento
matematico.

Nesta perspectiva, este trabalho esta dividido em quatro capitulos com o
objetivo de aprimorar os conhecimentos sobre fun¢do quadratica e o comportamento
do seu grafico.

O primeiro capitulo destina-se a fazer um relato historico sobre as origens e
a evolugéo do estudo da funcdo do segundo grau, passando por todos os niveis de
desenvolvimento deste estudo, desde o0s povos babilbnicos até o0s povos

contemporaneos.
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O segundo capitulo aborda as particularidades da funcdo do segundo grau,
bem como sua prépria definicdo. Visa também evidenciar a deducédo das férmulas
para se obter as raizes, 0s pontos notaveis e os vertices da parabola.

O terceiro capitulo tem por objetivo fazer uma analise rigorosa sobre
comportamento do gréafico da funcéo quadratica, através dos parametros a, b e c.

E por fim, o quarto capitulo visa relatar as aplicagbes de oficinas utilizando
softwares matematicos tais como o Excel e o GeoGebra, com os alunos do 9° ano
do ensino fundamental do Colégio Estadual Dr. Vasco dos Reis Gongalves e

analisar os resultados obtidos.



1 UM RELATO HISTORICO SOBRE A FUNCAO DO SEGUNDO GRAU

Estudar as equac¢fes do segundo grau, assim como toda a matematica, vai
além de analisar formulas e gréaficos. Aplicacbes deste assunto podem ser
encontradas nas mais diversas areas e situacdes, tais como, por exemplo, nos
lancamentos de objetos sujeitos a acdo da gravidade, em problemas de otimizacéo,
isto €, em problemas em que se encontrar area maxima ou minima de certas regides
planas, no estudo do movimento uniformemente variado da Fisica, dentre outras

tantas aplicacoes.

O estudo das fun¢des quadraticas tem sua origem na resolucao da equacao
do segundo grau. Problemas que recaem numa equag¢do do segundo grau
estdo entre os mais antigos da matematica. Em textos cuneiformes, escritos
pelos babilénios ha quase quatro mil anos, encontramos, por exemplo, a
guestao de achar dois numeros conhecendo sua soma s e seu produto p.
(LIMA, 2006, p. 119)

Os primeiros relatos sobre este estudo trouxeram grandes contribuicdes
tanto para o campo de estudo mateméatico quanto para as areas aplicadas. Diante
disso, este capitulo tem o objetivo de relatar sobre as origens e a evolucdo do

estudo da funcéo do segundo grau.

1.1 Um Breve Contexto Historico

Os povos babildnicos foram uma das civilizagdes antigas que mais
praticaram o estudo da matematica. Todo conhecimento adquirido permitiu que
estes povos resolvessem diversos problemas matematicos, inclusive equacdes do
segundo grau. Uma das primeiras contribuicdes foram encontradas em tdbuas
cuneiformes escritas por volta de 1800 a.C. Nessa tabua babildonica existiam 24
problemas que envolviam equacdes do segundo grau. O método soma e produto era
uma forma de se encontrar as raizes da equacéo e é utilizado até hoje. Como néo

existiam férmulas especificas e diretas para se encontrar essas raizes, os babilénios
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ensinavam os procedimentos através de receitas. Porém, cada problema era
solucionado a partir de uma pratica particular.
Segundo Lima (2006, p. 120), a receita para se encontrar dois numeros era

assim enunciada pelos babil6nios:

Eleve ao quadrado a metade da soma, subtraia o produto e extraia a raiz
guadrada da diferenca. Some ao resultado a metade da soma. Isso dara o
maior dos nameros procurados. Subtraia-o da soma para obter o outro
ndmero.

As resolucdes também poderiam ser interpretadas geometricamente e as
solugbes negativas eram descartadas, pois os babildnios definiam os problemas
com valores positivos. Esses conhecimentos ndo chegaram a ser reunidos e
aplicados na forma de formula matematica, como foi o caso da formula de Bhaskara,
por exemplo. Posteriormente, os gregos transformaram todo o conhecimento que os
babilénicos deixaram como referéncia em resultados geométricos elaborados e
estruturados para que assim desenvolvessem procedimentos mais metodicos e
demonstracdes matematicas com grande teor de exatidao.

Nesse periodo, Euclides, Arquimedes e Apolbnio, se destacaram pelos
estudos aprimorados que deram subsidios ao conceito da parabola. Por volta de 300
a.C o problema da Quadratura da Parabola, que € o estudo da area delimitada por
uma reta e uma parabola, foi desenvolvido por Arquimedes. Diante disso, o
conhecimento foi se aprimorando através de Apolénio. Em sua obra “As Conicas”,
que é a mais relevante dentre as outras, ele introduziu, de forma aperfeicoada, a
analise sobre as seccdes cbnica. Esse conceito inseriu as denominacdes de elipse,

parabola e hipérbole. De acordo com Boyer (2001) apud Ribeiro (2013, p. 6)

As seccBes cbnicas eram conhecidas h4 mais de cem anos quando essa
obra foi escrita. Antecedente, a elipse, a parabola e a hipérbole eram
obtidas por seccdes planas de trés tipos diferentes de cone circular reto,
conforme o angulo do vértice fosse agudo, reto ou obtuso. Dessa forma,
Apoldnio mostrou, pela primeira vez, que ndo seria necessario tomar
seccOes perpendiculares a um elemento do cone e que através de apenas
um cone poderiam ser obtidas todas as trés espécies de secg¢des, variando-
se a inclinacdo do plano da seccéo, relacionando assim as curvas umas
com as outras.

A superficie das parabolas também foi bastante discutida nesse periodo, o

fato de uma pardbola girar em torno do seu eixo possuia e possui diversas
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aplicacbes que despertou curiosidades. Esta superficie ficou conhecida como
paraboloide de revolucéo.

Diante de todo o estudo que os gregos fizeram, os arabes assimilaram a
matematica grega e fizeram progressos em varias areas, bem como encontrar uma
resolucao para as equacoes do segundo grau.

Matemético e astrébnomo persa, Al-Khowarizi foi o autor da primeira
aritmética arabe. Em uma de suas obras publicadas escreveu sobre o sistema de
numeracao hindu e teve grande influéncia na Europa. Al-Khowarizi também elaborou
um método geométrico para resolver equacdes do segundo grau. Para isso, ele
desenvolveu trés procedimentos no qual foi denominado Al-Jabr, Al-Mugabala e Al-
Radd e utilizado para as resolucfes das equacoes.

O procedimento Al-Jabr tinha o intuito de adicionar termos iguais a ambos 0s
membros de uma equacédo, para que assim eliminasse os termos negativos. O Al-
Mugabala era aplicado em seguida do procedimento Al-Jabr para que houvesse a
reducdo dos termos positivos por meio da subtracdo de quantidades iguais de
ambos 0s membros da equacao. Por fim, Al-Radd tinha o objetivo de transformar o
coeficiente da maior poténcia em um, ou seja, era necessario que houvesse a
divisdo de todos os termos pelo coeficiente de maior poténcia.

Com o efeito do aprimoramento da técnica de obter raizes de uma equacédo
do segundo grau, os europeus desenvolveram uma algebra simbdlica e os nUmeros
negativos comecaram a aparecer com maior frequéncia, pois ndo foi destacada a
hipotese de existir raizes negativas de uma equacdo. Até meados do século XVI, o
fato de ndo se usar formulas para a resolucdo de equacdes se justificava porque nao

se representavam por letras os coeficientes da equacéao.

Achar raizes da equacdo x? —sx+p =0 €&, também, um conhecimento
milenar. Note-se que, até o fim do século 16, ndo se usava férmula para os
valores das raizes, simplesmente porque ndo se apresentavam por letras os
coeficientes de uma equacao. Isto comecou a ser feito a partir de Francgois
Viete, matematico francés que viveu de 1540 a 1603. Antes disso, 0 que se
tinha era uma receita que ensinava como proceder em exemplos concretos
(com coeficientes numéricos). (LIMA, 2006, p. 120)

A partir de Frangois Viete, essa concepc¢édo sofreu algumas mudancas. De
fato, as equacdes passaram a serem expressas através de alguns simbolos,
palavras abreviadas ou palavras escritas por extenso, e também a palavra mais foi

representada pela letra p e 0 menos pela letra m.
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Com o surgimento do periodo do Renascimento Europeu, os pintores,
escultores, escritores e comerciantes obtiveram grande destaque. Diante disso, com
o0 intuito de substituir as letras p e m nas equacdes de Viete, os matematicos dessa
época se propuseram a encontrar, no comércio do Renascimento, dois sinais ainda
nao conhecidos. Com o0 objetivo alcancado, as letras p e m passaram a ser
representadas por + e por -, respectivamente. Assim, esses sinais permaneceram
definitivamente na Matematica. Finalmente, as equacfes do segundo grau foram
expressas por uma formula pela primeira vez.

De acordo com Guelli (2001) apud Neto (2011, p. 30), baseado em estudos
feitos por grandes matematicos da antiguidade, Vieté expressou pela primeira vez as
equacdes do segundo grau pela féormula geral:

BinAarea+CinA + D éigualao,
onde, em termos atuais, “in” representa a operagcdao de multiplicacdo, A area
representa a area de um quadrado de lado X, isto é, A area = x2, A representa um
lado do quadrado de lado x, isto é, A=x e B, C e D sdo 0s parametros a,b e c.
Algum tempo depois, o sinal de igualdade foi introduzido na Matematica por Thomas
Harriot, entdo a palavra igual da equacdo definida por Viéte passou a ser
representada pelo simbolo correspondente =, ficando da seguinte maneira:
BinAarea+CinA + D =0.

Mais tarde, a representacdo das incognitas e dos coeficientes passou por
outra mudanca muito significativa e pratica. René Descartes colocou em pratica o
uso das ultimas letras do alfabeto (x,y,z) para a representacdo de incégnitas e as
primeiras letras (a, b, ¢) para representar os coeficientes.

A fim de se determinar uma férmula resolutiva para as equacdes do segundo
grau, o matematico Sridhara, no periodo Moderno, desenvolveu e deduziu essa
“técnica/férmula”, atualmente conhecida como férmula de Bhaskara. A nomenclatura
dessa formula ndo se relaciona, de fato, com quem a descobriu.

Bhaskara foi um famoso matematico hindu do século Xll que desenvolveu
trabalhos relacionados a matematica e astronomia. O destaque se deu pelo
fato dele ter alcangado um nivel elevado de entendimento dos sistemas de
nameros e resolucdes de equagfes. Bhaskara também teve grande mérito

e destaque diante de toda a histéria da Matematica, porém a descoberta da
“formula de Bhaskara” néo foi de sua autoria. (RIBEIRO, 2013, p. 9)

Por volta de 1960, esse habito de relacionar Bhaskara a férmula de

resolucdo da equacdo do segundo grau, se fixou no Brasil. Essa nomenclatura é
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errbnea, pois essa formula ndo deve ser atribuida somente a uma pessoa. Por tras
desse nome existe uma conjuntura de grandes matematicos que ajudaram a
encontrar, desenvolver e deduzir essa formula.

Atualmente, a formula para encontrar as raizes de uma equacéao do segundo

grau € a seguinte:

—b + Vb2 —4ac
X =
2a

Segundo Ribeiro (2013, p. 3), geometricamente, determinar as raizes de
uma equacdo do segundo grau consistia em determinar os lados de um retangulo
conhecendo seu semiperimetro s e sua area p.

A histéria da equacdo do segundo grau € pouco abordada nos livros
didaticos de matematica e também pouco difundida em sala de aula. De acordo com
Valdés (2002) apud Neto (2011, p. 40)

O valor do conhecimento histérico ndo consiste em ter uma bateria de
histérias e anedotas curiosas para entreter os alunos, a histéria pode e deve
ser utilizada, para entender e fazer compreender uma ideia mais dificil e
complexa de modo mais adequado.

Inimeros outros matematicos abordaram em seus estudos funcdes do
segundo grau como, por exemplo, Galilei Galilei no estudo dos corpos em queda
livre, René Descartes fazendo estudos sobre as conicas enquanto desenvolvia a
geometria analitica, Newton e Leibniz durante o desenvolvimento do célculo, e até
mesmo Leonard Euler em seus trabalhos. Porém para que o texto ndo fique muito
longo, resolveu-se aqui abordar somente casos isolados que né&o tirem o foco do
trabalho.

Nos dias atuais, os conceitos e propriedades sobre a funcdo quadratica, tais
como simetria, existéncia de raizes, comportamento do grafico, dentre outros, ja esta
totalmente desenvolvido, cabendo ao interessado em matematica compreende-los
de forma a uséa-los para solucionar situagfes e problemas que possam envolver tais
técnicas.

Nos capitulos seguintes seréo tratados os conceitos e propriedades basicas

das func¢des do segundo grau, bem como fazer uma analise sobre seu gréfico.



2 A FUNCAO DO SEGUNDO GRAU E SEU GRAFICO

Este capitulo tem por objetivo explicitar conceitos basicos sobre a fun¢éo do
segundo grau bem como suas particularidades, tais como obtencdo de raizes e o
comportamento da curva descrita pelo seu grafico com intuito de dar embasamento
tedrico para um estudo mais formal das caracteristicas do grafico da funcéo
quadratica. Os graficos que aqui serdo apresentados servem como ferramentas para
andlise e visualizacdo das demonstracdes.

Neste capitulo serdo abordadas as caracteristicas principais da funcéo
guadratica bem como de seu gréafico, descrevendo de uma forma rigorosa os
métodos de obtencdo das raizes da fungdo, caracterizando pontos de maximo e de
minimo da curva descrita pelo seu gréfico, e analisando o comportamento de tal

grafico quanto a simetria e os intervalos de crescimento e decrescimento da curva.

2.1 Definicdo e Primeiras Propriedades da Fun¢édo Quadratica

Toda e qualquer funcdo possui caracteristicas. No estudo da funcédo do
segundo grau € importante ressaltar essas particularidades. Entdo, o objetivo
principal aqui é analisar seu grafico, determinar as intersecdes com 0S e€ix0s
ordenados e mostrar a existéncia de um ponto notavel, que sera denominado
vértice.

Ao se tratar de funcdo quadratica, inicialmente deve-se conhecer sua
definicdo. De acordo com Lima (2006, p. 127) uma funcdo f:R — R ¢é dita
quadratica, ou do segundo grau, quando existem numeros reais a,b,ccoma # 0,
tais que, paratodo x € R, f € da forma

f(x) = ax* + bx + c.

O gréfico de uma fungdo quadratica € uma parabola com eixo de simetria
paralelo ao eixo y. Se o coeficiente de x? for positivo (a > 0), a pardbola tem
a concavidade voltada para cima. Se a < 0, a parabola tem a concavidade
voltada para cima. (FLEMMING, 2006, p. 26).

Mais especificadamente, tem-se que
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(i) se a < 0, a concavidade da parabola estara voltada para baixo, como pode ser
observado na figura 2.1.

Figura 2. 1: Grafico da funcao quadratica quando a < 0
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 07/01/2016.

(i) se a > 0, a concavidade da parabola estara voltada para cima, como pode ser

observado na figura 2.2.

Figura 2. 2: Grafico da funcéo quadratica quando a > 0.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 07/01/2016.

Uma segunda analise sobre o comportamento do grafico da funcdo do
segundo grau f(x) =ax?*+bx+c, com a=#0, se did através do estudo da
convexidade da funcdo f, ou equivalentemente, através do estudo do sinal da
derivada de segunda ordem de f. De fato, lembre-se que uma funcdo f € dita
convexa se seu grafico estiver abaixo de qualquer uma de suas secantes (no caso
da funcdo quadrética, quando a parabola tem concavidade voltada para cima) e f €

dita concava se seu grafico estiver acima de qualquer uma de suas secantes (no
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caso da funcdo quadratica, se a parabola tem concavidade para baixo). Em termos

da derivada de segunda ordem tem-se:

(i) uma funcéo f é convexa se f”’(x) > 0, para todo x no dominio da f.

(ii) uma funcgéo f € cbncava se f”(x) < 0, para todo x no dominio da f.

No caso da funcdo do segundo grau f(x) = ax?+ bx + ¢, devido a sua

derivabilidade, tem-se
f'(x) = 2ax + b,
donde
f"(x) = 2a.

Assim, tem-se duas possibilidades:

(i) Se a>0, entdo f""(x) = 2a > 0. Logo, f € convexa e, consequentemente, 0

grafico de f tem concavidade voltada para cima.

(ii) Se a <0, entdo f""(x) = 2a < 0. Logo, f € cbncava e, consequentemente, 0

grafico de f tem concavidade voltada para baixo.

No que se refere a intersecgcdo com o0s eixos coordenados, tem-se a

ocorréncia de trés interseccbes da pardbola descrita pelo grafico da funcdo do

segundo grau com tais eixos, a saber: uma interseccdo com o eixo y, denominado

eixo das ordenadas, e duas intersec¢cdes com 0 eixo x, denominado eixo das

abscissas. Tais interseccfes com 0 eixo x sdo denominadas raizes ou zeros da

funcao e serdo tratadas mais a frente.

No gréafico de f(x) = ax? + bx + ¢, a intersecdo com o eixo das ordenadas

ocorre no ponto ¢, como mostra a figura 2.3, isto €, quando x
f(x) = ax?+ bx + ¢, entdo f(0) = a.(0)? + b.0 + ¢, donde f(0)

0. Em termos, se

C.

y

¥

Figura 2. 3: Interseccéo do grafico de f com os eixos coordenados.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 07/01/2016.
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Por outro lado, no que se refere a intersecdo do grafico de f com o eixo das
abscissas, observa-se a seguinte situacdo: se f(x) =0, entdo f(x) pode ter duas
raizes distintas, duas raizes iguais ou nenhuma raiz, dependendo de certas
condicdes que serdo descritas mais adiante, e, com isso, o grafico da funcéo f pode
intersectar o eixo-x em dois pontos, denotados por x; € x,, em um Unico ponto, ou
em nenhum ponto. Neste caso utiliza-se a seguinte expressao, denominada formula

de Bhaskara, a fim de encontrar as raizes da equagéo f(x) = 0:

_—h t v b? —4ac
B 2a '

X

A prova desta formula é obtida através de simples manipulacdo algébrica é

sera demonstrada no teorema a seguir.

Teorema 1 (Formula de Bhaskara) — Seja f:R— R uma funcdo quadrética
representada por f(x) = ax?+ bx + ¢, a # 0. Se f(x) = 0, entdo,

_ —b + Vb®—4ac

- 2a '

Demonstracdo: De fato, se f(x) = 0, considere o trinbmio

X

ax?>+bx+c =0, a # 0.

Colocando o coeficiente a em evidéncia, tem-se
. bx ¢
a(x + —+ —) =0,
a a

e dividindo ambos os lados da equacéo acima por a, obtém-se que

b? b? . .
Agora, somando o termo pyeimly do lado esquerdo da igualdade acima e

fazendo um agrupamento conveniente de termos, observa-se a seguinte expressao:
- bx N b? b* ¢ 0
xX“+—+ |- |—-=-]=
a  4a? 40> a

Consequentemente, como (x2 +%x + f—;) = (x + %)2 e (b—z— —) =

(b2—4ac
4q?

), tem-se

( N b)z b? — 4ac
T 24 4q®

Donde, extraindo a raiz quadrada de ambos os lados, vem que,
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N N b? — 4ac
X+ —= —
2a 4q?
e desta ultima igualdade, obtém-se
_ b b* — 4ac

T T4 2a

portanto, tem-se que
—b + Vb*—4ac
X = )
2a

0 que prova o teorema 1.

O nimero A = b?—4ac chama-se discriminante da funcdo quadratica
f(x) =ax*+bx +c. [..] Quando A >0, a equacdo f(x)=0 tem duas
raizes reais e quando A =0, a mesma equag¢do possui uma Unica raiz
chamada raiz dupla. (LIMA, 2010, p. 25)

A partir dos valores obtidos no discriminante, podem-se fazer as seguintes
andlises sobre a equacdo do segundo grau f(x) = ax? + bx + ¢ = 0:

(i) se A > 0, a equacdo f(x) = 0 tem duas raizes reais, a saber:

_ —b—- VA —b+ VA

X1 = e X, =
! 2a z 2a
e, consequentemente, o grafico de f intersecta o eixo-x em dois pontos distintos,

como mostra a figura 2.4.

¥ ¥

X1 X2 X X1 X2 X

Figura 2. 4: Interseccdo do grafico de f com o eixo das abscissas no caso A > 0.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 07/01/2016.

(ii) se A= 0, a equacao f(x) = 0 tem duas raizes reais iguais, a saber:

—-b
== 2a’
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e, assim, o grafico de f intersecta o0 eixo-x em um unico ponto (veja a figura 2.5).

y y

Figura 2. 5: Interseccdo do grafico de f com o eixo das abscissas no caso A = 0.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 07/01/2016.

(iii) se A< 0, a equagédo f(x) =0ndo possui nenhuma raiz real e, com isso, 0

grafico de f ndo intersecta o eixo-x.

y ¥

~ Figura 2. 6: Grafico de f no caso A < 0.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 07/01/2016.

Em resumo, a equacdo do segundo grau f(x)=ax’+bx+c=0
apresentara duas raizes, uma raiz ou nenhuma raiz, dependendo do sinal do
discriminante A e, consequentemente, o grafico da fungcédo quadrética intersectara o

eixo das abscissas em dois, um ou em nenhum ponto.

2.2 O Vértice da Parabola

Outra importante caracteristica do grafico da funcdo quadratica esta no que

se denomina vértice da parabola. Este ponto tem pelo local geométrico onde o
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comportamento da parabola passa de crescente para o decrescente (no caso em

gue o parametro a € negativo), ou de decrescente para crescente (no caso em que o

parametro a é positivo).

Decrescente

y

Crescente

Crescente

x,¥,)

Decrescente
X

Figura 2. 7: Crescimento e decrescimento da fungéo f.

Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 07/01/2016.

Em outros termos, dependendo do sinal do parametro a, o vértice da

pardbola descrita pelo grafico da funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ € o ponto

cujas coordenadas sao formadas pelo ponto de maximo (respectivamente, de

minimo) e o valor de maximo (respectivamente, de minimo) da fungéo f, como pode

ser observado na figura 2.7.

Se a > 0, a pardbola que representa a funcdo f(x) = ax*+ bx +c tem a
concavidade para cima. Dessa forma, a fungdo possui um ponto de minimo
dado pelo vértice V(x,,y,), € o valor minimo corresponde a ordenada y,. Se
a <0, a pardbola que representa a funcdo f(x) =ax*+bx+c tem a
concavidade para baixo. Dessa forma, a fungdo possui um ponto de maximo
dado pelo vértice V(x,,y,), € o0 valor maximo corresponde a ordenada
V(x,, ). (RIBEIRO, 2010, p. 140-141)

Assim, a abscissa do vértice da parabola, denotada por x,, € determinada

pela derivada da funcdo f(x,) = ax,®>+ bx,+ ¢, com f'(x,) = 0. Em termos,

derivando f(x,) com respeito a x,,, tem-se que
f'(x,) = 2ax, + b.

Se f'(x,) = 0, vem que 2ax, + b = 0, donde, isolando x,,, obtém-se

Xy =

—-b
2a’
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Agora, por meio do valor da abscissa x,,, € possivel encontrar o valor da
ordenada, denotada por y,, do vértice da parabola descrita pelo grafico da funcéo

quadratica f, isto é, se y, = f(x,) = ax,? + bx, + c, entdo,

-a(3) +b(50)+
Yo =\ 24 2a) ¢

b? b?
Yo = “(W)‘z“'

€, consequentemente, tem-se

Assim,

Obtendo o minimo mudaltiplo comum entre os denominadores da expressao
acima, tem-se que
b? — 2b* + 4ac

Yo = 4a ’

donde segue que
—b% + 4ac
W =  4q
Como A= b? — 4ac, obtém-se
—A
Vv = 4a

E isto mostra que o vértice da parabola € o ponto V = (x,,y,) = (_—b _—A)- Se

2a’ 4a
a > 0, entdo V é um ponto de minimo do gréfico de f, e se a < 0, V é um ponto de

maximo do gréfico da funcéo f.

A determinacdo do vértice da pardbola ajuda a elaboragdo do grafico e
permite determinar a imagem da fungdo bem como seu valor de maximo e
minimo. Uma das maneiras de determinar o vértice é lembrar que a
pardbola é simétrica em relagdo a um eixo vertical. Determinando a posi¢ao
desse eixo encontraremos a abscissa do vértice, e com a abscissa do
vértice obteremos a ordenada, que € uma funcdo da abscissa. (DANTE,
2010, p. 174).

Uma outra maneira de encontrar as coordenadas do veértice da parabola é
obtida operando as raizes da funcdo quadratica f. De fato, se A= 0, entdo f possui
duas raizes reais, denotadas por x; € x,. Logo a abscissa do vértice x,, do grafico da
funcdo f pode ser definida como o ponto médio entre raizes x; e x,. Com efeito, se

X, € x, sao duas reais de f, entéo
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—b — Vb?% — 4ac —b + Vb? — 4ac
x1 = Za e x2 - 2a .

Assim, calculando a média aritmética entre x, e x,, segue que

—b—VA  —b+ VA —b-VA-b+ VA -b
X1+t X2 _ " 2a 2a 2a _ _a :__b:x
2 2 2 2 2a v
Para obtencdo da ordenada do vértice y,, basta proceder como

anteriormente calculando y, = ax? + bx, + c.

Na proxima secao serdo abordadas algumas importantes caracteristicas do
grafico da funcdo do segundo grau f(x) = ax? + bx + ¢, tais como, simetria do
grafico com respeito a reta x =x, e sobre os intervalos de crescimento e

decrescimento do gréafico da fungéo f.

2.3 Simetria e Crescimento da Parabola

Esta secdo tem por objetivo estudar a simetria do grafico de uma funcao do
segundo grau com relacao a reta que passa pelo vértice que é paralela ao eixo das
ordenadas. A grosso modo, o grafico de uma funcdo f é simétrico em relacdo a uma
reta r que passa por um ponto (x,,y,) do grafico de f paralela ao eixo-y se 0s
pontos do grafico que estdo em um mesmo nivel e de lados opostos de r, estdo a
mesma distancia desta reta.

Assim, se considerar r como a reta paralela ao eixo-y que passa pelo vértice
da parabola, entdo o grafico de uma funcdo quadratica f € simétrica em relacdo a
esta reta. Quando esta reta intersecta o eixo das abscissas, 0 ponto de intersecc¢éo
é equidistante das raizes da funcéo f, isto é, se x; e x, sd0 as raizes da funcao
quadratica e x € o ponto de interseccdo de r com 0 eixo-x, entdo

dist(xq,x) = dist(x, x;).

A figura 2.8 esboca dois pontos x; e x, equidistantes da abscissa do vértice

cujas imagens estdo em uma reta paralela ao eixo-y e pertencem ao grafico de uma

funcdo quadratica f.
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) Figura 2. 8: Simetria do gréfico de f.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 07/01/2016.

Sabe-se que o ponto médio das raizes da funcdo do segundo grau é a
abscissa do vértice da parabola, como foi mostrado anteriormente. Com isto, x; € x,
sao equidistantes do ponto x,,.. A analise abaixo mostra que a imagem desses pontos
por f estdo em um mesmo nivel, isto €, as imagens de x; e x, por f sdo idénticas.

De fato, como jA mencionado, tem-se
X1t X
=Ty
e Como x,, = %, segue que,
b xt x
2a_ 2
Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por 2a(x; - x,), obtém-se
—b(x; — x3) = a(x; + %) (%1 — x2),
e, consequentemente,
—b(x; — x3) = a(xf — x3).
Por distributividade, chega-se a seguinte expressao
—bx; + bx, = ax,® — ax,?,
donde, isolando de cada lado da igualdade os termos de mesmo indice, vem que
bx, + ax,* = ax;* + bx,.
Somando ¢ de ambos os lados da igualdade,
ax,®+ bx, + ¢ = ax;®+ bx; + ¢,

e finalmente,

f(xz) = f(xq),
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isto é, x; e x, tem a mesma imagem e, com isto, sdo simétricos em relacédo a reta

vertical x = x,,.

Esse resultado mostra que quaisquer dois pontos x; e x, equidistantes do
vértice suas imagens f(x;) e f(x,) seréo iguais. Logo ha uma simetria em
relacdo ao eixo vertical que intersecta o vértice da parabola. (SOUSA, 2013,
p. 20)

No caso particular em que b = 0, tem-se que x,, = 0 e y,, = —c. E neste caso,
como ¢ € um ponto do eixo-y, a reta se simetria do grafico de f é exatamente este
eixo.

Essa ndo é a Unica maneira de mostrar que existe simetria para o grafico de
uma fungdo quadrética f. Existem varias formas de verificar tal condicdo sobre o
grafico, mas por uma questdo de brevidade, sera mostrado aqui um método mais
geral que satisfaz os objetivos desta secdo. Para isso, considere k um numero real

estritamente positivo.

Afirma-se que f(x, + k) = f(x, — k).

Isto é, quaisquer numeros x e y que distam k unidades da abscissa do
vértice tem mesma imagem, isto é, estdo em um mesmo nivel e, consequentemente
sdo simétricos em relacdo a reta vertical que passa pelo vértice da parabola. A figura

2.9 d4 uma ideia geométrica deste fato.

Y

(e + k) = f(x, — k)

x, — k Xv x, + k

Figura 2. 9: Simetria do grafico de f em relacdo ao vertice.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 07/01/2016
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Agora, sera provada a afirmacao acima, isto €, sera caracterizada a simetria

existente no grafico de f com respeito a reta que passa pela abscissa do vértice.
. -b
Com efeito, de x,, = >, tem-se

2ax, = —b.
Multiplicando os dois lados da igualdade por 2k, vem que
4akx, = —2kb,
donde,
2akx, + 2akx, = —kb — kb,
isto e,
2akx, + kb = —2akx, — kb.
Também, somando aos dois lados desta igualdade (ax,* + ak®)+(bx, + ¢),
obtém-se a seguinte expressao
ax,’ + 2akx, + ak*+ kb + bx, + ¢ = ax,* — 2akx, + ak* — kb + bx, + c,

ou seja,

a(x, + k)2 +bk+x,)+ c= a(lx, — k)?+b(-k+x,) + ¢,
e, consequentemente,
O + k) = flx, — k),

como havia-se afirmado. Portanto quaisquer que sejam os pontos x e y que distam k
unidades do ponto x, tem imagens simétricas em relacdo a reta vertical que passa
por este vértice.

Um outro conceito importante para estudo do grafico da fungcédo quadratica é
a caracterizacdo dos intervalos de crescimento e decrescimento da curva descrita
pelo gréafico da parabola. A seguir sera feita uma andlise de tais intervalos. Desta
forma fica mais facil caracterizar as raizes e os pontos do vértice da parabola. Com

este intuito serao definidos abaixo os conceitos de crescimento e decrescimento.

Definicdo 2.1 - Uma fungéo f:[a,b] - R é dita crescente, quaisquer que
sejam os pontos x,y € [a, b], tais que x < y, tem-se que f(x) < f(y).

Analogamente pode-se definir:

Definigcdo 2.2 - Uma fungéo f:[a, b] = R é dita decrescente, quaisquer que

sejam 0s pontos x,y € [a, b], tais que x < y, tem-se que f(x) > f(y).
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Segundo Sousa (2013, p. 21),

[...] a fungdo quadratica tem como grafico uma pardbola, e para sua
caracterizacdo, € fundamental determinar os intervalos em que ela seja
crescente ou decrescente. Para isso, devem ser analisados os casos em
gue o coeficiente a seja positivo ou que ele seja negativo.

Por isso, serdo estudados abaixo o crescimento e decrescimento do gréafico
da funcdo do segundo grau nos seguintes casos:
Caso 1- f(x) = ax*+ bx + ¢c,com a > 0.

Neste caso, considere x e y pontos quaisquer, tais que x < y < x,,. Logo,

x < _—b ey < _—b,
2a T 2a
e isto implica que
—b -by —-b—-b —b
<) ()= = =

Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por a(x — y), segue
alx+ y)x—y) > -b(x - y),
donde,
a(x? —y?) > —bx + by,
e assim, isolando os termos de mesma variavel e somando ¢ aos dois lados desta
desigualdade, tem-se
ax*+ bx + ¢ > ay*+ by +c.
Portanto, f(x) > f(y). Isto mostra que f € uma funcdo decrescente no
intervalo (—oo, x,].
De forma analoga ao procedimento anterior, se x; € y; sdo dois pontos
quaisquer, tais que x,, < x; < y;, entéo x; > ;—s ey, > %. Assim,

+y,>—
X ,
1 }’1

e, multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por a(x; — y,), vem que
a(xy +y1)(x; —y1) < =b(xy —y1),
donde, por distributividade e somando-se ¢ dos lados desta desigualdade, tem-se
ax;®+ bx; + ¢ < ay,*+ by, +c,

isto &, f(x;) < f(y1) e, portanto, f € uma funcdo crescente no intervalo [x,, ).
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Em resumo, conclui-se que a fungédo f é crescente no intervalo [x,, o) e
decrescente no intervalo (—o,x,]. A figura 2.10 mostra graficamente o

comportamento do gréafico da funcéo quadratica quando a > 0.

¥

Figura 2. 10: Crescimento e decrescimento do grafico de f quando a > 0.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 07/01/2016

Caso 2- f(x) = ax*+ bx +c,coma < 0.
Neste caso, considere x e y pontos do eixo-x, tais que, x < y < x,,. Logo,

analogo ao que foi feito no caso anterior tem-se que

Ly b
x+y< —.

Como a < 0, multiplicando os lados da desigualdade por a(x — y), tem-se
a(x+ y)(x—y) <-b(x—y)
de onde, desenvolvendo os produtos notaveis, agrupando os termos de mesma
variavel e somando ¢ de ambos os lados desta desigualdade, segue que
ax®+ bx + ¢ < ay®*+ by +,
e, consequentemente, f(x) < f(y). Portanto, a funcdo f € crescente no intervalo
(=00, xy].

Analogamente, se x; e y; sao dois pontos do eixo-x, tais que, x, < x; < y;,

> (32)+(3) = 2
X1t 2a 2a)  a’

entao,
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Multiplicando por a(x; — y,), ambos os lados desta desigualdade, chega-se
a seguinte expressao
a(xf —y{) > —b(x; — y1),
donde, somando-se c de cada lado da desigualdade, vem que
ax.®+ bx, + ¢ > ay,;* + by, +c,
e, com isto, f(x;) > f(y,). Portanto, f € decrescente no intervalo [x,, «). A figura
2.11 mostra geometricamente o crescimento e decrescimento da pardbola nos

intervalos descritos quando a < 0.

y

Figura 2. 11: Crescimento e decrescimento do grafico de f quando a < 0.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 07/01/2016

Vale a pena observar que para f(x) = ax* + bx + c,tem-se f'(x) = 2ax + b,

by

portanto o coeficiente angular da reta que € tangente a parabola no vértice é
f'(x,) =2ax, +b =0, logo x, € o ponto critico da funcdo, assumindo valor de
maximo quando a parabola tem concavidade para baixo e valor minimo quando a
parabola tem concavidade voltada para cima.

De acordo lezzi (1997, p. 55), para uma caracterizagao rigorosa da curva
descrita pelo grafico da funcdo quadratica, € necessario ser feito um estudo da
variacdo dos coeficientes angulares em varios pontos da curva.

Portanto, neste capitulo pode-se observar que o grafico de uma funcao
quadratica é caracterizado por uma pardbola. Viu-se também a caracterizacédo de
pontos especificos dessa pardbola que denominam-se raizes da fungéo e pontos do

vértice. Além disso, fez-se aqui um estudo rigoroso quanto a simetria e
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monotonicidade (crescimento e decrescimento) da curva descrita pelo grafico. Tudo
isto, para que se comeca comecar a atingir os objetivos do trabalho.

No préoximo capitulo sera realizado um estudo rigoroso e formal quanto ao
comportamento do grafico da funcdo quadratica quando se faz variar os coeficientes
a, b e ¢ que a definem. Primeiramente serdo estudadas tais variacbes em cada
coeficiente em particular para uma melhor visualizagdo da geometria envolvida, e

em seguida como um todo fazendo variar todos os coeficientes ao mesmo tempo.



3 A VARIACAO DOS PARAMETROS E O GRAFICO DE f(x)

O presente capitulo tem o intuito de fazer um estudo sobre a variagdo dos
parametros que definem a fungcdo quadrédtica, e dessa forma observar qual é o
comportamento de seu grafico ao fazer variar tais coeficientes. Para isso serao feitos
alguns calculos a partir da funcédo quadratica onde cada coeficiente sofrera variacao
em k unidades. O capitulo esta dividido em trés partes, onde cada parte descreve o
comportamento do grafico da funcdo do segundo grau quando se faz variar um de

seus parametros e os outros dois sdo mantidos fixados.

3.1 Variacao do Coeficiente a

Nesta secdo sera discutido qual é o tipo de deslocamento sofrido pela
pardbola determinada pelo gréafico da funcdo do segundo grau quando se faz variar

o coeficiente a e sdo mantidos fixados os coeficientes b e c.

O coeficiente a mede a maior ou menor abertura da parabola. [...] Assim,
guanto maior for a mais fechada sera a pardbola e, vice-versa, quanto
menor € a mais aberta se vé a parabola. No caso de a negativo, “maior” e
“‘menor” devem ser tomados no sentido de valor absoluto. (LIMA, 2010, p.
31).

Considere uma funcdo do segundo grau de expressao f(x) = ax?+ bx +c e
seja k um numero real. O objetivo é fazer variar o coeficiente a em k unidades e
estudar o comportamento da parabola da nova funcdo f,(x) = (a + k)x*+ bx + c,
isto €, o deslocamento sofrido pelo grafico de f quando se faz variar o coeficiente a
em k unidades.

De acordo com Sousa (2013, p. 31), existem dois casos distintos para
observacdo do movimento da parabola ao se variar o coeficiente a.

E sobre cada um desses casos que trata o estudo feito abaixo.

Casol-b=+#0.
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Neste caso, considere fixado o coeficiente c. Entdo as funcdes f(x) e fi(x)
intersectam o eixo-y no mesmo ponto (0,c). Baseado no que ja foi estudado no

capitulo anterior tem-se que a funcao f(x) possui vértice no ponto V = (%,;—2). Por

outro lado, a abscissa do vértice x,, da fungéo f; (x) € dada por
__—=b b
= 2a+k) 2a+2k
Logo, a ordenada do vértice é dada por
= =4(a+k)) —b*+ (4a+4k)c —b%+ 4dac+ 4kc
W= T e+ k) 4a+k) | da+ak

e, portanto, a funcéo f; (x) possui vértice no ponto

B ( —b  —b?*+4ac + 4kc>
7 \2a+2k’  4a+4k

Uma vez definido o vértice da funcéo f,(x) e observado a sua dependéncia

de k, pode-se analisar o deslocamento efetuado por este vértice quando se faz

variar o valor de k. Para isto, basta proceder da seguinte forma: isolando k na

igualdade x, = , tem-se

_—b
2(a+k)
—b — 2ax
k = —_v
2X,

Logo, por substituicdo na expresséao de y,, vem que

—_n — Y —_ 25 = _ —
b2+ dac + 4 ( bzxZaxv)C 2b%, + 8ac32c1;z 4bc — 8acx,
v vl v
Yo = “b— 2ax = 8ax, — 4b — Bax ’
- v v v
4a+4 (o) -

donde, segue que
—2b3c, + 8acx, — 4bc — 8acx, B —2b%c, — 4bc B —2b%x, N —4bc
8ax, — 4b — 8ax, B —4p -~ —4b —4p’

Y =
e, portanto,

__ bx,
W = 2

+ c.

Isto mostra que a fungéo y = f,(x) =§x+c = f(x) é uma funcdo é do
primeiro grau. Logo, seu grafico representa uma reta que intersecta o eixo-y e a
parabola f,(x) no ponto (0,c). Com isto, pode-se observar que a variacdo do
coeficiente a em k unidades na fungéo f(x) implica no deslocamento do vértice da

parabola ao longo da reta f(x).
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Ao se fazer um estudo mais rigoroso, pode-se observar que a parabola
altera seu nivel de abertura, pois considerando a intersecdo no eixo-y sendo o ponto
(0,¢), de acordo com Sousa (2013, p. 33), quanto mais proximo da origem estiver o
valor de x,, mais fechada sera a abertura da concavidade da parabola. A figura 3.1

da uma ideia geométrica do deslocamento do vértice ao longo da reta f.

y

fu(x)

Figura 3. 1: Deslocamento do vértice da parabola quando a > 0 e quando a < 0.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 17/01/2016.

Por uma andlise sobre a figura 3.1, pode-se observar que para que a
parabola de f continue a intersectar o eixo—y no ponto c, ao se deslocar o vértice da
funcdo quadratica f ao longo da reta f, é necessario que a parédbola sofra uma
variacdo em sua abertura.

De acordo com Sousa (2013, p. 33), a abertura da parabola esta diretamente
ligada ao mddulo do coeficiente de x?, quanto maior ele for mais fechada sera a
parabola.

Agora, para um estudo mais aprimorado e rigoroso, sera considerado dois

subcasos para este estudo: 0 caso em que b < 0 e 0 caso em que b > 0.

Subcaso 1.1-bH < 0.

Neste caso, tem-se as seguintes situacoes:

(i) se a < —k, entédo x,, = 2@tk <0
i x - _ —b
(ii) se a > —k, entao x,, = e > 0.

Note que, a reta que passa pelos vértices das parabolas é decrescente.
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Assim, na primeira situagdo, as parabolas do qual os vértices estardo a
esquerda do plano cartesiano, tem concavidades voltadas para baixo e intersectam
0 eixo-y no ponto c. Por outro lado, na segunda situagéo, os vértices das pardbolas
estardo a direita do plano cartesiano, as parabolas tem concavidades voltadas para
cima e intersectam o eixo-y no ponto c, conforme a figura 3.1.

A figura 3.2 fornece uma interpretacdo geomeétrica dos dois casos citados
acima, isto é, mostra o deslocamento do vértice sobre a reta f(x) e a abertura das
parabolas obtidas fazendo variar o coeficiente a em k unidades, de modo que tais

parabolas continuem a intersectar o eixo-y no ponto c.

Figura 3. 2: Deslocamento do vértice e abertura da parabola no caso b < 0.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 17/01/2016.

Subcaso 1.2-b > 0.

Analogamente, se b >0 e ¢ € fixado no eixo-y, procedendo como no

subcaso 1.1, tem-se

> 0;

(i) se a < —k, entdo x,, = o) ;

(ii) se a > —k, entdo x,, =

2(a+k) <0.

Neste caso, a reta que passa pelos vértices € crescente.

Assim, o grafico para a primeira situacdo apresentard as parabolas cujos
vértices estdo a direita do plano com concavidades voltadas para baixo e

intersectando o eixo-y no ponto c. De maneira analoga para a segunda situacao, as
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parabolas do qual os vértices estdo a esquerda do plano tem suas concavidades
voltadas para cima e também intersectam o0 eixo-y no ponto ¢, como pode ser

observado na figura 3.3.

Figura 3. 3: Deslocamento do vértice e abertura da parabola no caso b > 0.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 17/01/2016.

Portanto, pode-se observar que ao fazer variar o parametro k, obtém-se

diferentes parabolas da forma f,(x) = (a + k)? + bx + ¢ que intersectam o eixo-y no
ponto (0,c) e cujos Vvértices estardo sobre a reta f,(x) = % + c. Além disso, quanto

maior for o valor do coeficiente a + k > 0, mais fechada sera a abertura da parébola
e quanto menor for o valor do coeficiente a + k > 0, mais aberta sera a concavidade

da parabola. O contrério ocorre no caso em que a + k < 0.
Caso2-b=0

Neste caso tem-se que a funcdo do segundo grau f(x) = ax?+ bx + c,
assume a forma f(x) = ax?+ c. Logo, x, = 0 e, com isto, 0 vértice da parabola esta
sobre o eixo-y no ponto ¢, o que facilita consideravelmente o estudo do

comportamento do grafico da fungcéo f, uma vez que o ponto de interseccdo com o
eixo-y e o vértice da parabola coincidem. Além disso, como b =0 e f(x) = bz—x+ c,

entdo f(x) =c. Logo, a reta que passa pelos vértices das parabolas obtidas

variando o coeficiente a em k unidades é paralela ao eixo-x, ou seja, 0s vertices
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destas parabolas estdo em um mesmo nivel, mas precisamente, os vértices de todas
essas parabolas coincidem e estdo sobre o ponto c.

Assim, seja k um numero real e considere a funcéo

fix) = (a+ k)x? +c.

Entdo todas as pardbolas obtidas variando k possuirdo o vértice em um
anico ponto, o ponto c, diferenciando-se apenas por suas aberturas e concavidades.

De acordo com Sousa (2013, p. 35), ao atribuir valores para k, tem-se vérias
pardbolas f,(x) = (a + k)? + ¢ com concavidades para cima ou para baixo, todas
com vértice no ponto (0,c) e com aberturas inversamente proporcionais a |a + k.

A figura 3.4 mostra o comportamento dos graficos de f; nos casos em que

c<0,c>0ea+ktrocade sinal.

Figura 3. 4: Abertura e fechamento da parabola se ¢ < 0 ou ¢ > 0.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 17/01/2016.

J& a figura 3.5 mostra o comportamento do grafico de f, no caso em que

¢ =0ea+ ktroca de sinal.

Figura 3. 5: Abertura e fechamento da parabola se ¢ = 0.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 17/01/2016.
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E isto finaliza a analise do grafico de f quando se faz variar o coeficiente a.

Na proxima secao sera feita uma analise do comportamento do grafico de f quando

se faz variar o parametro b e 0s parametros a e ¢ sdo mantidos fixados em f.

3.2 Variacao do Coeficiente b

Seja k um numero real e considere a funcédo do segundo grau f(x) = ax* +

bx + c. Nesta secdo serd estudado o comportamento da pardbola descrita pelo

grafico de f quando se faz o parametro b em k unidades. Para isto, para cada k real,

considere a funcao

filx) =ax*+ (b +k)x +c,

e, com isso, analisaremos o deslocamento da parabola de f;, quando se faz variar k

entre valores positivos e negativos.

O pardmetro b indica se a pardbola intersecta o0 eixo y no seu ramo
crescente (se b > 0), decrescente (se b < 0) ou no vértice (se b = 0).
Além disso, o parametro b causa uma translacédo vertical seguida de uma
horizontal. (RIBEIRO, 2013, p. 21)

Observe que f e f; intersectam o eixo-y no mesmo ponto, a saber, o ponto

c, e seus graficos sdo parabolas cujas concavidades tem mesma abertura, pois a é

mantido fixado. Lembre que a funcdo f(x) possui vértice no ponto V = (_—b

Quando se faz b variar em k unidades tem-se que
_ —Wb+k) -b —k k
W= T 2a v T g
E, consequentemente,

2a’ 4a)’

~A,  —((b+k)?—4ac) —(b*+ 2bk +k?)—4ac —b*—4ac —2bk —k?

"~ 4a 4a 4a da T ag
donde,
_ =M k*—2bk k* — 2bk
W= g 4a 4q
Portanto, a fungéo f, (x) possui vértice no ponto V,, = (xv _ % - kzjnzlbk).
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De acordo com Sousa (2013, p. 36), ndo é possivel verificar diretamente
qual deslocamento sofre o vértice. Porém, tanto a abscissa quanto a ordenada
dependem do valor de k.

Assim, o objetivo agora € encontrar a curva descrita pelos vértices das
parabolas obtidas fazendo variar em k unidades o parametro b de f. Com efeito, da
expressao de x,, vem que

2ax, = —(b+ k),
donde k = —b — 2ax,. Substituindo o valor de k equacao que define y,, obtém-se
k?* — 2bk _—A (—=b — 2ax,)* + 2b(—b — 2ax,)
4a 4a 4a ’

Yo=Y —

isto e,
—b* + 4ac — b* — 4bax, — 4a’x% + 2b* + 4bax, 4ac — 4a’x>

Yo = 4q - 4q ’

e, portanto, y, = —ax2 + c.

Isto mostra que os pontos do vértice das pardbolas de f obtidas pela
variagdo do coeficiente b em k unidades descrevem uma parabola semelhante a
parabola descrita pelo grafico de f, com concavidade voltada para baixo e que
intersecta o eixo-y exatamente no ponto c.

Assim, quando se faz variar k entre valores positivos e negativos, obtém-se
uma sequéncia de parabolas que satisfazem as condi¢Bes descritas acima. A figura
3.6 mostra o deslocamento da pardbola descrita pelo grafico de f quando o

parametro b varia em k unidades e quando o coeficiente a > 0 e quando a < 0.

¥ \ y
1,00 4

/
'
/
\ ;
e~ o
\ / i
\ / v \
\ / / / \ \ / / \
\ / / / \ \ / ' \
\ i / \ \ / ' \
\ / / / \ / ’ \

\ /
\

Figura 3. 6: Deslocamento da parabola se b varia k unidades.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 17/01/2016.
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Conclui-se, entdo, que variando o coeficiente b, a pardbola faz um
movimento cuja curva descrita pelos vértices das parabolas obtidas por este
movimento € uma pardbola com concavidade voltada para o lado oposto da
pardbola primitiva e que intersecta o eixo das ordenadas no mesmo ponto desta
parabola.

Na secdo seguinte sera estudado o comportamento da parabola descrita
pelo grafico de uma funcédo quadréatica quando os coeficientes a e b sdo mantidos

fixos e o coeficiente ¢ varia em k unidades.

3.3 Variagao do coeficiente ¢

Seja k um numero real e considere a funcdo quadratica dada por f(x) =
ax® + bx + c. Como visto nas secdes anteriores, o coeficiente ¢ determina o ponto
onde a parabola descrita pelo gréfico de f intersecta o eixo das ordenadas. Diante
disso, sera estudado nesta secdo qual o deslocamento efetuado por esta parabola
quando se faz o coeficiente ¢ sofrer uma variacdo de k unidades, isto é, para cada k
real, serd estudado o comportamento do grafico de f,(x) = ax* + bx + (¢ + k) no

que se refere a intersec¢do com o eixo das ordenadas e posi¢cao no plano.

O parametro ¢ indica onde a parabola intersecta o eixo y, no ponto (0, c).
[...] Observe que a paradbola de f(x)=ax?+c € igual a pardbola de
f(x) = ax?, porém sua posicdo é, em valores absolutos, ¢ unidades acima
ou abaixo, conforme ¢ seja positivo ou negativo. Assim, podemos construir
graficos de funcdes pensando em translagfes (ou deslocamentos) verticais
para cima ou para baixo. Isso acontece quando so alteramos o coeficiente ¢
da funcdo. (RIBEIRO, 2013, p. 22)

Como a abscissa do vértice de f(x) e fi(x) coincidem e independem do
coeficiente c, entdo x,, = x,, € f;(x) tem ordenada do vértice dada por
A, —b*+4a(c+k) —(b?>—4ac)+4ak —-A 4ak
= = =—+ —=y,+k.
4a 4a 4a 4a 4a

Logo, as coordenadas do vértice da funcdo quadratica f,(x) = ax® + bx +

Y =

(¢ + k) sao dadas por
Vi = (%, Yo + k).
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Assim, pode-se observar que a variagdo em k unidades do coeficiente c
implica em uma variacdo em k unidades da ordenada do vértice da fungéo f(x), ou
seja, o ponto onde o gréafico intersecta o eixo-y se desloca verticalmente para cima
ou para baixo dependendo do valor do acréscimo k. Com isso, qualquer que seja o
ponto do gréfico de f,(x) que intercepta o eixo x, a distancia desse ponto até um
ponto do grafico de f(x) no mesmo eixo € dada por |k| unidades verticais.

Portanto, conclui-se que variando o parametro ¢, a pardbola se desloca
verticalmente para cima quando k > 0 e verticalmente para baixo quando k < 0. A
figura 3.7 mostra o deslocamento da parabola determinada pelo grafico de f quando

se faz variar o coeficiente ¢ e sao deixados fixados os parametros a e b.

¥

f(x)

\
\‘.

\\\‘7 //

Figura 3. 7: Deslocamento da parabola se ¢ varia k unidades.
Fonte: ARAUJO, Leticia Alves, gerado pelo Geogebra em 17/01/2016.

Portanto, neste caso, ficou verificado que com a variagcdo do coeficiente ¢
definido na funcdo do segundo grau f(x) = ax? + bx + ¢, a parabola determinada
pelo grafico desta funcéo sofre um deslocamento vertical (para baixo ou para cima)
cujo comprimento é igual a quantidade que o coeficiente ¢ varia na funcdo quadratica

determinada.



4 RELATO DA OFICINA FUNCAO QUADRATICA

Neste capitulo abordaremos a metodologia utilizada para a aplicacdo da
oficina realizada com os alunos do 9° ano do Colégio Estadual Dr. Vasco dos Reis
Goncalves, localizada em Urutai — GO. Nesse aspecto, a oficina teve o intuito de
melhorar a compreensao geomeétrica dos alunos diante do contetdo abordado.

Visando a utilizacdo das tecnologias como ambiente de aprendizagem Tajra
(2004, p.74) afirma que, “A utilizagdo de um software esta diretamente relacionada a
capacidade de percepcdo do professor em relacionar a tecnologia a sua proposta
educacional. Por meio de softwares podemos ensinar aprender, estimular a
curiosidade ou, simplesmente, produzir trabalhos com qualidade”. Diante disso,

unimos a tecnologia com a matematica.

4.1 Descri¢ao da Oficina

O estudo da equacdo do segundo grau na formacdo do estudante de
matematica nos niveis iniciais & fundamental para um bom desempenho no decorrer
do periodo escolar. E notavel que a maioria dos professores e os alunos ficam
presos ao que esta proposto no livro didatico. Todos conhecem os coeficientes, mas
poucos sabem que a variacdo deles interfere diretamente no comportamento do
gréfico.

Entdo, esta oficina € destinada a estudar o comportamento do grafico da
funcdo quadratica quando se varia os parametros que a definem, transformando
assim em um recurso didatico. Foram utilizados os softwares matematicos Excel e
Geogebra para a melhor visualizagcdo e compreenséo do contetudo. Muitas vezes, 0
estudo da funcdo quadratica ndo é desenvolvido com grandezas de detalhes nos
cursos do ensino fundamental e ensino médio, isso se da devido ao programa da
disciplina que ndo abrange certos conteudos, ao livro didatico que o professor utiliza

em sala de aula e também pela falta de tempo no decorrer da disciplina.
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A aplicacdo da oficina foi dividida em momentos, no qual foram destinados a
definir a funcdo do segundo grau, mostrar o grafico que caracteriza a funcdo,
demonstrar a formula de Bhaskara, demonstrar a férmula de se encontrar os vértices
da parabola, mostrar o crescimento e decrescimento da parabola e o eixo de

simetria e, por fim, trabalhar com os softwares Excel e Geogebra.

4.2 Sequéncia Didatica

De acordo com Zabala (2007, p. 18) a sequéncia didatica € um conjunto de
atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacdo de certos
objetivos educacionais, que tém um principio e um fim conhecido tanto pelo
professor como pelos alunos.

Nesse aspecto € importante mostrar ao aluno atividades ludicas, praticas
com material concreto e diferenciado do que eles estdo acostumados em sala de
aula, pois apresentando desafios, os alunos se sentem instigados e assim
desenvolve, de forma significativa, a constru¢cdo do conhecimento.

Portanto, a elaboracdo da sequencia didatica que fundamenta a oficina
possui o objetivo melhorar a pratica educativa tanto dos alunos quanto dos

professores.

TITULO: Comportamento do grafico da funcdo quadratica variando seus
parametros.

TURMA: 9° ano Ensino Fundamental

DURACAO: Aproximadamente 90 minutos.

OBJETIVO GERAL: Mostrar de forma dinamica o comportamento do grafico da

funcdo quadratica utilizando o software Excel.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:
e Mostrar as caracteristicas da fun¢édo do segundo grau;
e Demonstrar a formula de Bhaskara;
e Compreender as implicacdes que a variacdo dos coeficientes causa no

gréfico.
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JUSTIFICATIVA - Esta oficina se justifica pela relevancia e importancia do estudo do
grafico da funcdo do segundo grau na formacdo do estudante de matematica do
ensino basico. Na maioria das vezes o estudo da funcdo quadratica ndo é
trabalhado de forma aprimorada e rica em detalhes em sala de aula, dessa forma
esta oficina tem o intuito de melhorar a compreensdo geométrica dos alunos do
conteudo abordado e mostrar o comportamento do grafico de tal fungdo uma vez

observada a variacao dos coeficientes que a define.

RECURSOS:
e Sala de informética com computadores;
e Computador com os softwares Excel instalado;
e Projetor.

e Quadro, pincel e apagador.

4.3 Procedimentos

Antes de se iniciar a aplicacdo da oficina, foram discutidos alguns assuntos
relevantes para o melhor entendimento da funcdo quadratica, bem como os
conceitos essenciais que norteiam a funcéo, sendo eles: férmula geral da equacao,
grafico, pontos notaveis, raizes da equacdo. Entdo, diante disso, demonstramos
alguns destes pontos.

O primeiro momento da oficina se caracterizou pela definicdo da funcéo
quadratica e pela demonstracdo da formula de Bhaskara, da mesma forma que foi
mostrado no capitulo 2. Os alunos participantes demonstraram bastante interesse,
pois, de fato, quando se tem uma equacao do segundo grau a primeira coisa que 0
aluno relaciona € a formula de Bhaskara, que na maioria das vezes parte do ato de
decorar. Mas com a demonstracao, eles puderam complementar o conhecimento e
perceber que existe um processo de obtencdo dessa formula que é raramente
difundido em sala de aula.

Posteriormente, foi discutido sobre o grafico que caracteriza a funcao

guadratica e como ele se comporta quando a > 0 e a < 0. Também foi demonstrada
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a formula de se encontrar os vértices da parédbola. Feito isso, de forma sucinta foi
explicado como acontece o crescimento e decrescimento da parabola e o eixo de
simetria. Durante esse momento, 0s alunos se manifestaram para expor seus
conhecimentos e dizer que algumas coisas do que estava sendo explicados, nesse
momento da oficina, eles lembravam que ja tinham aprendido. E importante
considerar que o aluno ja sabe, ou seja, a bagagem intelectual que ele carrega
contribui para a construcéo da aprendizagem.

Finalmente, foram utilizados os softwares matematicos Excel e Geogebra
com o intuito de mostrar qual o comportamento do grafico da funcdo quadratica
quando se varia os coeficientes que a definem. Os alunos puderam manusear e
acompanhar todos os procedimentos. Entdo, foi mostrada através de exemplos a
variancia do parametro a fixando valores iguais para e coeficiente b e c. Com 0s
exemplos também foi feita a explicacdo do que realmente acontece variando esse

coeficiente. De maneira analoga, a variacao dos parametros b e ¢ foi mostrada.

4.4 Consideracdes Finais Sobre a Oficina

De acordo Medeiros (2005; p.34), [...] o aluno é sujeito participante,
intelectualmente, e ndo objeto do ato educativo, assim, a0 momento que os alunos
tiveram contato com o software, eles puderam questionar e analisar diversas
guestBes relacionadas ao contetdo, além de ter contato com uma metodologia
diferenciada do que eles estdo acostumados.

A oficina possibilitou relacionar a teoria matematica com o uso da tecnologia,
servindo de auxilio, complementagcédo e fixacdo do conteddo. Os alunos alegaram
que o contato direto com o software contribui para aprimorar a percepcao grafica
diante do conteudo e também as dificuldades que apresentaram foram amenizadas.

Sendo assim, o objetivo da oficina foi atingido com louvor. E conclui-se que
usar softwares como ferramenta para o processo de ensino-aprendizagem contribui
significamente para o desenvolvimento tanto do aluno quanto do professor. E mais,
a utilizacdo dessas tecnologias se faz interessante, pois os alunos de alguma forma

pode mudar a visdo em relacdo a Matematica.



CONCLUSAO

O ensino da funcdo do segundo grau esta presente desde os anos finais do
Ensino Fundamental, durante todo Ensino Médio e em muitas disciplinas dos cursos
de graduacdo em matematica e areas aplicadas. Muitas vezes o professor fica preso
ao que esta sendo proposto no livro didatico e esquece que o0 aluno precisa ter
curiosidade sobre o contetdo. Todos sabem o que é a funcao quadréatica, conhecem
os coeficientes que a definem, conhecem a férmula de se obter as raizes e os
vértices. Mas, como deduzir essas formulas? As variacbes dos coeficientes
interferem no comportamento do grafico? S&o perguntas que vagariam pela sala de
aula se fossem questionadas aos alunos.

Sendo assim, este trabalho mostrou que o estudo do comportamento do
grafico da funcdo quadratica, observada a variacdo dos coeficientes que a define,
implicam condicbes sobre a abertura e o comportamento da parabola uma vez
fixado os parametros b e ¢ e variando o parametro a, e sobre o deslocamento
vertical e o deslocamento horizontal da parabola uma vez fixado o parametro a e
variando os parametros b e c.

Com isto entende-se a grande importancia e enorme relevancia deste
conteddo no desenvolvimento do conhecimento matematico por parte dos alunos
que iniciam estudos em mateméatica, uma vez que tal conceito apresenta-se em
diversas partes da matematica e produz aplicacdes consideraveis em diversas
situacoes.

Assim, este trabalho veio com o intuito de dar maior relevancia ao estudo
das funcdes quadraticas, uma vez observada a superficialidade com que este
conteudo é trabalhado dentro de sala de aula. Mostrando que este conceito é bem
maior do que se imagina, buscando incentivar professores a aprofundar os
conhecimentos sobre o assunto dentro de sala de aula de forma a propiciar ao aluno
um conhecimento mais amplo e puro do que vem a ser matematica, mostrando a
grandeza e profundidade do estudo.

Além disso, o trabalho da suporte para o desenvolvimento de metodologia
diferente daquilo que os alunos estdo acostumados, unindo matematica e tecnologia

através de oficinas utilizando softwares matematicos.
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