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RESUMO

Na analise estrutural e no estudo de tensdes, os resultados da analise ndo linear refletem
de maneira mais precisa o comportamento de um elemento estrutural submetido a
carregamentos. A analise ndo-linear geométrica esta associada a mudanca da rigidez da
estrutura conforme sua gradativa deformagao, o que demonstra a semelhanga com eventos da
realidade. A fim de discretizar o problema da ndo-linearidade geométrica e determinar seu
comportamento, o Método dos Elementos Finitos ¢ empregado juntamente com a formulagéo
Lagrangeana Atualizada. A resolug@o desse processo iterativo se da pelo método numérico de
Newton-Raphson. Foram abordados problemas desenvolvidos por meio de uma interface
grafica criada em linguagem Python, devido a facilidade e agilidade no desenvolvimento das
rotinas computacionais. Por meio da rotina implementada foi possivel a comparagdo dos
resultados obtidos junto a softwares renomados na area de engenharia, como o MASTAN?2.

Palavras-chave: Analise nao-linear. Método dos Elementos Finitos. Newton-Raphson.
Python.

ABSTRACT

In structural analysis and in the stress study, the results of the non-linear analysis more
accurately reflect the behavior of a structural element subjected to loads. The geometric non-
linear analysis is associated with the change in the rigidity of the structure according to its
gradual deformation, which demonstrates the similarity with events in reality. In order to
discretize the problem of geometric nonlinearity and determine its behavior, the Finite Element
Method is employed along with the Updated Lagrangian formulation. The resolution of this
iterative process is given by the numerical method of Newton-Raphson. Problems developed
through a graphical interface created in Python language were addressed, due to the ease and
agility in the development of computational routines. Through the implemented routine, it was
possible to compare the results obtained with renowned software in the engineering area, such
as MASTAN?2.

Keywords: Non-linear analysis. Finite Element Method. Newton-Raphson. Python.
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1 INTRODUCAO

A analise estrutural consiste na determinagdo de esforgos e deformagdes em estruturas
solicitadas por agentes externos. Devido ao aumento gradual da complexidade de estruturas, os
modelos matematicos (base para determinar comportamento de estruturas mais simples)
deixam de ser opgdes viaveis e praticas. A fim de contornar esse problema e ser possivel
determinar esforcos e deformacdes em estruturas robustas e mais precisas, o modelo
matematico ou analitico, passa a ser discretizado, sendo possivel a implementagdo num modelo
computacional.

Ao analisar uma estrutura de forma linear, aplicam-se os carregamentos de forma
imediata e se admite pequenos deslocamentos nodais. Ja na analise ndo-linear os carregamentos
sdo aplicados de forma gradual e a estrutura pode apresentar deformagdes mais elevadas.

A analise ndo-linear geométrica, também conhecida comumente como analise de
segunda ordem, leva em conta os efeitos dos carregamentos na estrutura ja deformada, até a
mesma atingir o equilibrio. Tal analise leva em consideracdo grandes deformagdes e reformula
a relagdo de deformacdo especifica, diferente da analise linear convencional, que assume
pequenas deformagdes e deformacgdes especificas, além das equagdes de equilibrio serem
desenvolvidas a partir da estrutura indeformada (KASSIMALLI, 2011).

Para solucionar os problemas nio-lineares abordados utiliza-se o método incremental-
iterativo. O método de Newton-Raphson sera implementado neste trabalho devido a sua
facilidade de implementacéo e apresentar boa convergéncia dos resultados de forma répida. De
acordo com Alves Filho (2012) E necessario a utilizagio de um método incremental-iterativo
pois a medida que a estrutura se deforma, sua rigidez consequentemente varia. A determinacdo
teorica da rigidez se da pela aplicacdo de conceitos energéticos, isto €, a variagdo de trabalho
interno e externo deve ser nulo, presumindo, portanto, o equilibrio de forcas internas e externas
e sua compatibilidade com seus respectivos deslocamentos. Tem-se entdo que a cada iteragdo
¢ preciso determinar uma nova rigidez estrutural associada a configuracido deformada, o que
caracteriza a utilizagdo do método incremental-iterativo. Com base nisso, o método de Newton-
Raphson utilizado neste trabalho pretende encontrar um vetor de deslocamentos (d) que anula
o vetor das forgas desequilibradas que estdo em fungdo desses deslocamentos (f{d)), por meio
de sucessivas iteragdes (VAZ, 2011).

Para atingir os resultados, o método dos elementos finitos (MEF) sera implementado

utilizando a linguagem de programacado Python, bem como bibliotecas complementares.



13

O método dos elementos finitos (MEF ou FEM — Finite Element Method) ¢ um
procedimento numérico para obter solucdes aproximadas de problemas de condigdes de
contorno em engenharia (HUTTON, 2003).

Devido a formulagdo mais simplista para a maioria dos problemas estruturais, uma vasta
gama de sofiwares incorporam o método dos deslocamentos (Displacement ou Stiffness
Method) (LOGAN, 2006)

A fim de explorar problemas mais complexos, ou seja, problemas que sido constituidos
de um niimero elevado de barras (elementos) e nods, sera desenvolvida uma interface grafica de
usuario GUI (Graphical User Interface), que possibilitara ainda a entrada de qualquer problema

(portico plano) proposto, apresentando os deslocamentos nodais na forma numérica e grafica.

1.1 JUSTIFICATIVA E RELEVANCIA

Os estudos iniciais do comportamento fisico de elementos da mecanica estrutural, se
baseiam em sistema de proporcionalidade de agdes e reagdes, bem como no principio de
superposi¢ao dos efeitos. Dito isto, pode-se entdo levantar hipoteses a respeito do verdadeiro
comportamento dos fendmenos que nos cerca.

Em uma visao mais restrita dessa afirmagao, no estudo de estruturas em resisténcia dos
materiais, os engenheiros sempre tomam inicialmente analises estaticas lineares em seus
diagramas de corpo livre baseados na estrutura indeformada (estado inicial), o que comuna em
sistemas de equagdes algébricas lineares de simples resolugdo. Os resultados exprimem o
equilibrio e a consequente determinacdo dos esforgos internos e reagdes, dado as agdes externas
e condig¢des de contorno.

Levanta-se entfo a seguinte hipdtese: o que ocorre na analise e nos resultados, se
propuser a montagem do diagrama de corpo livre da estrutura em seu estado deformado?
Segundo Alves Filho (2000) essa observagao revela surpresas e propde um exemplo simples e
de facil entendimento. Assim, constata-se que surgem termos que ndo eram considerados

anteriormente. A figura demonstra o mesmo modelo submetido a duas diferentes abordagens.
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Figura 1.1 — (a) Efeitos de 1° Ordem ; (b) Efeitos de 2* Ordem

(a) (b)

1"0 = JMG T+ ‘MUZ

Autor: ALVES FILHO, 2000

As equagdes que regem os esfor¢os internos e as reacdes sdo:

Diagrama de corpo livre da viga inteira — PO (a)

Rl = Fl' RZ = Fz, MO = F]_H (11)

Diagrama de corpo livre do trecho — PA (a)

Q == Fl; N == FZ; MA = Fl.h (12)

Diagrama de corpo livre da viga inteira — PO (b)

Rl = Fl; RZ = Fz; MO = M01 + MOZ = Fl.H + Fz.A (1.3)

Diagrama de corpo livre do trecho — PA (b)

Q = Fl' N = Fz, MA = MAl +MA2 = Fl.h+F2.e (14)

Fica evidente as diferencas entre os dois casos. A esses efeitos adicionais (Momento
Fletor de segunda ordem — M,,) da abordagem a direita, da-se a denominagdo de efeitos de

segunda ordem, o qual sdo incluidos na analise ndo-linear geométrica (NLG).
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Tem-se entdo uma justificativa contundente de que a abordagem de analise ndo-linear
considerando a estrutura em seu estado deformado, acarreta em solicitagdes ndo previstas antes
mediante uma simples analise linear.

Nas estruturas de concreto armado, existem trés fatores principais que geram
comportamento ndo-linear, sio eles, a ndo linearidade geométrica (NLG), a ndo linearidade
fisica (NLF) e a ndo linearidade devido ao contato. A NLG esta atuando em conjunto com a
ndo NLF (topico este, junto a ndo linearidade devido ao contato, que ndo sera abordado neste
trabalho), que consiste basicamente na variagdo do comportamento do material a medida que o
carregamento ¢ aplicado, modificando, portanto, a rigidez dos elementos (KIMURA, 2007). A
NBR 6118 (ABNT, 2014), no item 15.7.3 — Consideracdo aproximada da ndo linearidade fisica
e item 17.3.2.1.1 — Flecha imediata em vigas de concreto armado, promovem uma forma
aproximada de corrigir a rigidez dos elementos estruturais para analise da estabilidade global e

no calculo de flecha imediata de vigas.

Figura 1.2 — Consideracao aproximada da nao linearidade fisica de acordo com NBR 6118:2014

Lajes

(El})=03.E. I

Eqi = médulo de elasticidade tangente
lc = inércia da seqao bruta de concreto

Vigas
(EI) = 0,4 . E(i . Ic {AS * As)

y

=T

Pilares
(E)=08.E.lc

Autor: KIMURA, 2007

Outro ponto importante que visa justificar e mensurar sua relevancia, ndo somente o
estudo, mas a aplicacdo, se da pelo item 4.9.2.2 da NBR 8800 (ABNT, 2008), que explicita o
uso da analise ndo-linear sempre que os deslocamentos afetarem de forma significativa os
esforgos internos.

Conforme o item 15.2 — Campo de aplicagdo e conceitos fundamentais da NBR 6118
(ABNT, 2014) os efeitos de 2* ordem se somam a aqueles obtidos em uma analise de primeira
ordem. Tais efeitos podem ser desprezados sempre que nio representarem acréscimo superior

a 10% em reagdes e solicitagdes na estrutura.
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A analise ndo-linear ¢ uma ferramenta/abordagem que exprime o comportamento de
estruturas mais proximas a realidade e que necessita ser explorada (DE LUNA CUNHA, 2017)
No escopo da estabilidade global de uma estrutura, topico este também abordado no
item 15 da NBR 6118:2014, os efeitos de 2* ordem estio intrinsicamente associados. “A
estabilidade global de uma estrutura ¢ inversamente proporcional a sua sensibilidade perante os
efeitos de segunda ordem. Em outras palavras, quanto mais estavel for a estrutura, menores

serdo os efeitos de segunda ordem. Ou ainda, quanto maiores forem os efeitos de segunda

ordem, menos estavel sera a estrutura” (KIMURA, 2007).

Figura 1.3 — Relacfo entre estabilidade e efeitos de 2* ordem

i ':,-l.-r;.!:.‘l.':‘l.'l!‘_ _l
= ‘ ; / v
— —L_____,i__v__,__ -_:'
— lI "
Efeitos GLOBAIS : : ESTABILIDADE
de 23 ordem = et ¥ global
— |: I:
— .: !
A . :'w---------}
{ .

Autor: KIMURA, 2007

A norma NBR 6118 (ABNT, 2014), estabelece o calculo do coeficiente yz que avalia a

estabilidade global de um edificio de forma simples e eficiente, por meio de uma estimativa dos

efeitos de 2% ordem, e ¢ dado pela expresséo:

1
e AMiga (1.5)
Ml tot,d

Onde:
AM¢,; o= Soma dos produtos de todas as forgas verticais de calculo pelos deslocamentos

horizontais obtidos em 1° ordem;
M tor 4= Momento de tombamento, isto ¢, soma dos momentos de todas as forgas

verticais de calculo, com relagdo a base da estrutura.

Assim, segundo Kimura (2007), o resultado representa:
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Figura 1.4 — Significado dos valores de yz

Yz Significado
=1.00 Efeitos de segunda ordem praticamente inexistentes
1.10 Efeitos de 22 ordem em torno de 10% dos efeitos de 12 ordem
1.15 Efeitos de 22 ordem em torno de 15% dos efeitos de 12 ordem
1.20 Efeitos de 22 ordem em torno de 20% dos efeitos de 12 ordem
Assim por diante

Autor: KIMURA, 2007

Nota-se que quanto maior o valor de yz, mais instavel é a estrutura, sendo necessario
considerar os efeitos de 2* ordem para o dimensionamento no estado limite Gltimo (ELU). A
fim de reduzir o custo computacional com tais efeitos (conforme dispensa da norma NBR
6118:2014, item 15.2), outra solug@o seria modificar a concepcao estrutural a fim de propor
mais rigidez, reduzindo assim o valor de yz.

Por meio desses pontos levantados de forma simplificada, fica portanto registrado a

relevancia do tema abordado no escopo deste trabalho.

1.2 OBJETIVOS
1.2.1 Objetivo Geral
e Implementar computacionalmente a analise NLG em porticos planos.
1.2.2 Objetivos Especificos
e Compreender a teoria do MEF (ou no minimo, conseguir interpretar a ideia geral
de forma analitica e matricial, a origem, sua func¢éo e aplicabilidade no contexto
referente a porticos);
e No contexto da analise ndo-linear geométrica, compreender a teoria e obter a
matriz que rege o comportamento da estrutura;
e Utilizagdo da linguagem Python para 1implementacdo das rotinas
computacionais;
e Implementar uma interface grafica com o intuito de facilitar a visualizagdo e
entrada de dados por um usuario. Por fim, gerar um pequeno programa para que
0 usudrio possa estudar e manipular por conta propria seus proprios problemas
e analisa-los;
e Validar e comparar exemplos contidos na literatura e através de softwares de
analise estrutural;

e Obter resultados da estrutura deformada.
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2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 Estruturas reticuladas

Estruturas reticuladas sdo basicamente compostas de barras de eixo reto, unidas por
juntas ou nods estruturais, conforme Figura 2.1. Durante o processo de analise estrutural, as
estruturas podem ser abordadas, do ponto de vista matematico, como sistemas continuos ou
discretos. Em modelos que trabalham com sistemas continuos, ha o desenvolvimento do
processo analitico dos calculos, trabalhando com infinitos elementos infinitesimais, resultando
assim em resultados exatos, porém do ponto de vista pratico, bastante trabalhoso.

Em grande parte dos problemas praticos, os quais seus comportamentos necessitam
serem entendidos com fim de aplicagdo, utilizar o sistema continuo deixa de ser uma solucéo
ideal. Com isso, considera-se a utilizagdo dos sistemas discretos, que tem por objetivo a ideia
da divisdo da estrutura em partes separadas distintas e finitas, conectadas entre si, resultando

em uma solugdo aproximada do modelo real (ALVES FILHO, 2000).

Figura 2.1 — Tipos de estruturas reticuladas. (a): viga, (b): trelica plana, (c): trelica espacial, (d): portico
plano, (e) grelha, (f): portico espacial

(©) (d)

Fonte: NAGARAJAN, 2018

2.2 Porticos Planos

O portico plano pode ser definido como uma estrutura reticulada bidimensional,
constituida de elementos retos ligados entre si, seja por ligacdes rigidas (resistentes ao
momento) ou por ligagdes rotuladas, para formar configuragdes estaveis (KASSIMALI, 2011).

Os elementos de um portico rigido sdo em geral submetidos a um momento de flexo,
cortante, compressdo ou tragdo normal sob acdo das cargas externas (KASSIMALIL 2011).

Os porticos estdo entre os tipos de estruturas mais utilizados. Os porticos de ago
estrutural e de concreto armado sdo comumente usados em edificios, pontes, instalagdes

industriais, galpdes e diversos outros.
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Figura 2.2 - Exemplos de pérticos isostaticos

F o
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biapoiado ? g am balango triarticulade

Fonte: MARTHA, 2010

2.3 Graus de liberdade
Os graus de liberdade (degrees of freedom — DOF) de uma estrutura sdo

deslocabilidades nodais de translag@o ou rotagdo possiveis, o qual definem a forma deformada
da estrutura quando submetida a carregamentos (KASSIMALI 2011). Portanto, os graus de
liberdade representam numericamente os deslocamentos ou rotagdes de cada no, ou seja, a
solucdo discreta do problema. E possivel obter a solugdo continua a partir da solugio discreta
através das fungdes de interpolagdo, além disso, em modelos reticulados rotulados, a solugao
discreta ¢ igual a solugdo analitica, ou seja, ndo ha a necessidade da aplicagdo de funcgdes de
interpolacdo (MARTHA, 2010).

Diante do estudo do Método dos Deslocamentos (Displacement Method ou Stiffness

Method) ¢ comum utilizar notagdo mais elaborada como a utilizada nas figuras abaixo.

Figura 2.3 — Representacio dos graus de liberdade em um pértico

Y A X X
N N, o
] p ; i ——e—=F
4 L A N
‘' C

Y ,,’ N BB
X O

Fonte: MARTHA, 2010
E bastante comum enumerar os graus de liberdade de forma organizada devido a
utilizagdo em analise matricial, além de fins computacionais de programagdo. Assim, ¢
estabelecido uma numerag@o como proposto nos exemplos abaixo. O método utilizado para

enumerar os graus de liberdade do projeto ¢ descrito no item 3.1.2.1 (Enumeragdo dos Graus

de Liberdade).
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Figura 2.4 — Graus de liberdade para fins de implementa¢io computacional do elemento de viga (beam)
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Fonte: ALVES FILHO, 2000

E importante salientar que o sentido adotado dos graus de liberdade séo arbitrarios, e os
resultados dependem somente dos sentidos dos eixos adotados inicialmente, o que irdo refletir
no real comportamento da estrutura.

2.4 Relacoes fundamentais

As relacdes fundamentais ou, leis fundamentais da Mecanica Estrutural, sdo parametros
a qual uma estrutura ou, concepgdo de um modelo matematico, deve satisfazer para simular o
comportamento real da estrutura (MARTHA, 2010). Em uma analise estrutural ha basicamente
trés tipos de relagdes fundamentais, sendo elas, equilibrio de forgas, relagdes constitutivas e

condi¢des de compatibilidade.

2.4.1 Equacdes de equilibrio

Equacdes de equilibrio ou também, equilibrio de forgas, em suma é uma condi¢do que
garante o equilibrio dos elementos isoladamente, visto que a estrutura como um todo também
esta em equilibrio (ALVES FILHO, 2000). Isto ¢, o equilibrio deve ser global, para cada barra
e cada n6 (MARTHA, 2010).

Para uma estrutura no plano xy (estrutura bidimensional), o equilibrio ¢ satisfeito

ZFX=0, ZFy=0 e ZM=0 (2.2)

J& para uma estrutura contida no espago xyz (estrutura tridimensional), o equilibrio ¢

quando:

satisfeito quando:

Zszo ZFy=O ZFZ:O
Zszo ZMy=O ZMZ:O

(2.3)
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2.4.2 Relacgdes constitutivas

As leis constitutivas sdo um conjunto de relacdes matemadticas entre tensdes e
deformagdes. Essas relagdes contém parametros que definem o comportamento dos materiais
(MARTHA, 2010). A Teoria da Elasticidade determina que as relagdes da lei constitutiva sejam
expressas através de equagdes lineares com pardmetros constantes. Nesse caso diz-se que o
material trabalha em regime elastico-linear (Timoshenko & Goodier, 1980, apud MARTHA,
2010).

O comportamento ¢ considerado elastico quando, ao se descarregar a estrutura, o
material ndo apresenta deformacéo residual alguma, isto €, ele retorna ao estado
natural sem deformacdo. O comportamento ¢ considerado linear quando existe
proporcionalidade entre tensdes e deformagdes. (MARTHA, 2010).

A lei constitutiva que relaciona tensdes normais e deformagdes normais ¢ a conhecida

lei de Hooke (Beer & Johnston 2006, Féodosiev 1977, apud MARTHA, 2010) e ¢ dada por:

F
=— 24
o=~ (2.4)
onde:
o = Tensdo axial (normal);
F = Forca axial interna;
A = Area da secdo transversal;
Ainda, a deformacao especifica (g) ¢ dado por:
AL
= 5
€= )
onde:
¢ = Deformacdo especifica;
AL = Variagdo de comprimento da barra;
L = Comprimento da barra;
Logo:
F
=—=F 2.6
0 =—=Ee (2.6)
Substituindo (2.5) em (2.6) e isolando a forga axial F, tem-se a expressao
F AL
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AL
F=AE— (2.7)

Como AL ¢ justamente o deslocamento, para fins didaticos, podemos interpreta-lo como

sendo a variavel d.

AE
F=—d (2.8)

A equagdo (2.8) ¢ a relag@o linear entre deslocamento e for¢a de uma barra (ALVES

FILHO, 2000).

2.4.3 Condicoes de compatibilidade

As condigdes de compatibilidade ou condi¢des de continuidade (continuity conditions)
relacionam as deformagdes para que ndo haja vazios ou sobreposi¢des dos elementos e nos,
garantindo que a estrutura permanega continua (KASSIMALI, 2011). A consisténcia do
comportamento do modelo adotado é o proposito dessas condi¢des, um nd que une trés barras
deve manter seu estado de jungdo mesmo apods a deformagao global da estrutura, caso contrario
a estrutura estaria “abrindo”, comportamento este ndo permitido em nossas analises (ALVES
FILHO, 2000). “Deve-se ressaltar que as condi¢des de compatibilidade ndo tém rela¢do alguma

com as propriedades de resisténcia dos materiais da estrutura.” (MARTHA, 2010).

2.5 Anilise de sistemas discretos —- MEF

O MEF ¢ uma técnica utilizada no ambito computacional para obter solugdes
aproximadas de problemas de condi¢des de contorno em engenharia (HUTTON, 2003). Em
geral, o método é composto, segundo alguns autores, por cinco procedimentos: Pré-
processamento; Desenvolvimento das equagdes dos elementos; Montagem; Solug@o do sistema
de equagdes; Pos-processamento (BELYTSCHKO; FISH, 2007).

A discretizagdo e a escolha do tipo de elemento ¢ um fator muito importante para se
analisar antes de iniciar a aplicacdo do MEF. Dependendo do problema abordado, o tipo, e
também o tamanho do elemento, devem ser adequados para proporcionar resultados
satisfatorios sem afetar o desempenho computacional (LOGAN, 2006). Neste projeto, foi
aplicado o elemento mais simples, elemento de barra ou também chamado de linha (elemento
linear), composto de dois noés em suas extremidades. Esse tipo de elemento ¢ utilizado para
analise de trelicas, vigas e porticos. Além desse tipo de elemento, existem outros para outras

aplicagdes.
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Figura 2.5 — Alguns tipos de elementos — MEF

ol A 1
M 1
X 1 5

al Elemento de linha simples de dois nds normalmente usado
para repgresentar uma barra ou elemento de viga

A A TN

Triangular CQuadrilatero

Fonte: LOGAN, 2006

Define-se entdo as relagdes de tensdo-deformagdo para os elementos, o que ira constituir
a rigidez dos elementos, bem como a matriz de rigidez. A universalidade da matriz de rigidez
de um elemento ¢ um dos atributos do MEF que reafirma sua versatilidade (BELYTSCHKO;
FISH, 2007). Existem alguns métodos para se derivar a matriz de rigidez, como por exemplo:
método direto de equilibrio; método baseado em trabalho e energia; ¢ o método dos pesos
residuais ou método de Galerkin.

Em seguida deriva-se por sobreposi¢do a matriz de rigidez global da estrutura, o qual
foi utilizado o método direto neste projeto, por ser mais simples de ser implementado
computacionalmente. Aplica-se entdo as condi¢des de contorno, ou seja, restricdes ou apoios,
tornando possivel a solucdo do sistema linear de equacdes. Apos os deslocamentos nodais serem
solucionados, basta ent@o resolver a matriz de rigidez global da estrutura ndo simplificada com

relagdo as forgas, obtendo assim as tensdes.

2.6 Sistema de Portico Plano

A matriz de rigidez (stiffness matrix) de um elemento (barra, mola, etc.) relaciona as
coordenadas dos deslocamentos nodais as forgas aplicadas no elemento (LOGAN, 2006). E
importante salientar que existe a matriz de rigidez local e global. A primeira refere-se ao
elemento isolado, e a segunda se trata da unido das matrizes de rigidez locais, por meio do
processo de montagem utilizando o método da rigidez direta (direct stiffness method).

O elemento mais simples para se estudar esse topico sdo as molas. No entanto, por fins
praticos, a explica¢do se dara com foco nos elementos que constituem os poérticos, ou seja,
barras de vigas (beam).

Trabalha-se o conceito de vigas de Navier que em sua base adota a hipotese de Euler-
Bernoulli, que considera que, na flexdo de uma barra, se¢des transversais permanecem planas

e perpendiculares ao eixo deformado da barra (conforme Figura 2.6), ou seja, despreza-se
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deformacgdes devido ao efeito cortante, portanto, nesse caso, a rigidez do elemento considera

apenas a componente axial e a componente de flexdo (MARTHA, 2010).

Figura 2.6 — Consideracdo da formulagdo adotada — Viga de Navier/Euller Bernoulli

P
¥
dg
: x'\%
+F dx=p-d@
1, dvg
eldstica 4\' - E
P—_ft; ﬂ (tangente da

dx elastica)
Fonte: MARTHA, 2010
Analisando os graus de liberdade da barra do portico e aplicando os conceitos
apresentados anteriormente teremos uma barra com 6 (seis) deslocabilidades conforme Figura
2.7.
Figura 2.7 — Graus de liberdade de um elemento de viga isolado
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Fonte: ALVES FILHO, 2000
Pela hipotese das pequenas deflexdes, o comportamento axial do elemento ¢
independente do comportamento a flexdo (ALVES FILHO, 2000).

Para a componente de flexdo teremos a seguinte relagio:
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d’y M)

dx?  EI

A equacgdo diferencial leva em consideracdo a teoria da viga de Navier e relaciona o

(2.9)

momento fletor na se¢@o transversal com a segunda derivada do deslocamento transversal em
relacdo a x (ALVES FILHO, 2000).

Para componente axial teremos a seguinte relagdo, expressao 2.8:

AE
F=—d (2.8)

A equacdo ¢ a relacdo linear entre deslocamento e forca de uma barra. A barra de um

portico, quando sujeita a tensdo axial, comporta-se de modo semelhante a mola, de constante

eléstica K = “= (ALVES FILHO, 2000).

2.6.1 Matriz de Rigidez do elemento de barra no Ambito local e global

Para a barra de portico teremos 6 (seis) deslocamentos possiveis como mostrado
anteriormente, sendo 4 (quatro) lineares e 2 (dois) de rotagdo. Uma das formas de se obter a
matriz de rigidez do elemento de viga € por meio das equagdes de equilibrio, analisando para
cada deslocamento nodal isoladamente e realizado a superposi¢do dos efeitos para montagem
da matriz de rigidez local do elemento da barra de portico.

Seja, por exemplo, o caso em que apenas o deslocamento v1 ¢ considerado teremos a

seguinte configuragdo representada conforme Figura 2.8 abaixo:

Figura 2.8 — Esquema para obtencio dos coeficientes da matriz de rigidez

fx 5 4 M1 e
g

Tﬂy

Fonte: AUTOR, 2022
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Esse problema pode ser resolvido por integragdo da equagdo diferencial mostrada para
componente de flex@o, sendo as reac¢des de apoio, parte da matriz de rigidez local da barra do
portico devido ao deslocamento nodal v1.

Considerando as equagdes de equilibrio e aplicando as condigdes de contorno teremos
as seguintes equagdes para o problema:

ML fpl?

2.10
El El 0 (210)

9A=0
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fl® MyL?
=7l — =l 2.11
Vg v 4 £l 2E] v ( )
Sistema cuja solugéo ¢ dada por:
6E] 12E1
Ml = L—ZU]., y1 = TU]. (212)
E pelas equagdes de equilibrio determina-se os esfor¢os na extremidade B.
6E1 —12EI
MZ = L—ZU]., y2 = L—3U1 (213)

E realizada a mesma analise para cada deslocamento nodal. A Figura 2.9 apresenta os

resultados obtidos para cada um dos deslocamentos isoladamente.

Figura 2.9 — Coeficientes de Rigidez do elemento de viga
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Fonte: AUTOR, 2022

Considerando o efeito da imposi¢do simultanea de todos os deslocamentos, é possivel

chegar na seguinte relagéo:

De forma compacta tem-se:

M, 0 0 |
L L
12EI  6EI —12EI 6EI
[/ 1x7] I 3 2| uly
fly 6EI  4EI —6EI  2EI| |v1
M1 2 L 2 L ||e1
1=l 10 (2.14)
oyl |0 0 — 0 0 ||,
2 ] _12E] —6EI 1261 —6EI | lo2.
L3 LZ L3 L2
. 6EL  2El —6El  AEI
| 12 L 12 L
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{f} = [k]° x {6} (2.15)

{f} =Vetor de for¢as nodais;
[k]¢= Matriz de rigidez do elemento;
{6}= Vetor de deslocamentos nodais.

Para realizar a determinagdo das propriedades de rigidez da estrutura completa a partir da
rigidez de cada elemento, ¢ necessario relacionar as forgas e os deslocamentos associados dos
elementos individuais a um sistema de referéncia comum, valido para a estrutura como um todo
(ALVES FILHO, 2000).

Como as matrizes de rigidez sdo calculadas inicialmente em coordenadas locais, ¢
necessario introduzir a transformagdo de forcas de um sistema de coordenadas para o outro
(ALVES FILHO, 2000).

Esse processo ¢ realizado com uma matriz de transformacdo que utiliza o angulo a qual
as barras estdo posicionadas em relac@o aos eixos cartesianos globais X, Y, projetando as forcas

¢ deslocamentos para o sistema local x,y conforme podemos observar na Figura 2.10.

Figura 2.10 — Transformacao do sistema local para global

ELEMENTO DE VIGA

RIGIDEZ AXIAL E
RIGIDEZ A FLEXAD
PORTICO PLAND

1
v FORCAS NODAS
i EXFRESSAS EM
| COORDENADAS
| DO ELEMENTO
! LOCAL FORGAS NODAIS EXPRESSAS
i EM COORDEMADAS DA ESTRUTURA
b
': GLOBAL
P |
s !
o
Fi L L4
L

Fonte: ALVES FILHO, 2000
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Como os momentos presentes no portico plano séo perpendiculares ao plano cartesiano,
tanto no sistema local x,y como no sistema global XY, os vetores de momento permanecerao
com a mesma dire¢@o, de maneira que suas coordenadas ndo serdo alteradas.

Assim a correspondéncia entre as for¢as nos dois sistemas pode ser dada pelas seguintes
equacdes e escrita matricialmente da seguinte forma:

( f1x = Flx.cos () + Fly.sen(a)
fly = —F1x.sen(a) + F1y.cos (a)
M1 =M1

< f2x = F2x.cos (@) + F2y.sen(a) (2.16)
f2y = —F2x.sen(a) + F2y.cos (a)
\ M2 = M2
Onde:
u = sen(a) (2.17)
A = cos(a) (2.18)
Na forma matricial tem-se:
flx] 2 u 0 0 o0 o7[FN
fiyl| |-=u 2 0o 0o o of|Fly
Mil_fo o0 1 0 0 Of|M1
f2x] 7] 0 0 0 A pu O||F2x @.19)
f2y 0 0 0 —-u A Of]|F2y
L2 L0 0 0 0 0 14|37
De forma compacta, tem-se:
{f} =IT].{F} (2.20)

Para transformar a matriz de rigidez local em global utiliza-se de propriedades

matematicas matriciais igualando a equagdo 2.15 a 2.20 obteremos a seguinte equagao:

{F} = [T]".[k]°.[T].{8} (2.21)

[K]e = [T]7. [k]e.[T] (2.22)
[K]¢ =Matriz de rigidez global;
[k]¢= Matriz de rigidez local;

Aplicando a expressdo 2.22 para o elemento de viga com rigidez axial e rigidez a flexdo,

teremos a matriz de rigidez do elemento no sistema global de coordenadas, dado a seguir.
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[ aA? + 12bu? (a—12b)ud —6bLu —aA? —12bu? —(a—12b)Au —6bLyu]
(a—12b)ud au? +12b2* 6bLA —(a—12b)Au —au? —12bA*  6blIA
K] = —6bLyu 6bLA 4b12 6bLy —6bLA 2b12 (2.23)
—aA?> —12bp? —(a—12b)Au  6bLu  alr? +12bu? (a—12b)Au  6bLu '
—(a—12b)An —au® —12b2%> —6bLA (a—12b)Au au® +12b2%> —6bLA

—6bLu 6biA 2b12 6bLu —6bLA 4b12
Onde:
a= % (2.24)
b = % (2.25)

2.7 Fundamentos da Analise Nao-linear
No ambito da analise linear at¢ o momento abordada, percebe-se que a rigidez da
estrutura ndo varia, tornando assim, proporcional as forcas e deslocamentos (ALVES FILHO,

2000), conforme a expressao ja vista e Figura 2.11:

{f} = [k]° x {8} (2.15)

Figura 2.11 — Comportamento linear em analogia com molas

& Forga
Reta === Fungdo linear
R T st oo Pl e T

IF $——mrmm—

Deslocamento
.

>

3.uU

i
v

Y

Fonte: ALVES FILHO, 2000
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Ja conforme um comportamento dito ndo linear, e utilizando a analogia com molas, a

tratativa seguiria segundo a Figura 2.12.

Figura 2.12 — Comportamento Nao linear em analogia com associacio de molas

Mdnwvel
‘\\

Forca

4 Forga ‘

Conjunto de
T molus
constituintes da

. estrutura.

A medida que a
forga ¢ aplicada
&0 AT 52
ML, 1T
malas trafalham
c a rigidez do
conjunte aumenta

Deslocamentir
>

e, =K,
o, = K,
s =K,y

Representagdo do
sistema de malas por
intermédio de wma
maola equivalonte de
rigidc? virjdavel,

A rigidez da estrutura
awmenta 4 medida
que o cunpo de
destocamentn
aumenia

# Deslocamento

Fonte: ALVES FILHO, 2000

Isto ¢, nota-se que a medida que a forga aplicada na estrutura mével avanga em encontro

as molas, as rigidezes se associam, ou seja, um problema ¢ ndo linear quando a rigidez da

estrutura esta em fung@o dos deslocamentos (ALVES FILHO, 2000). Esse comportamento ¢

facilmente notado no grafico Forca x Deslocamento, ¢ se torna necessario o emprego de

métodos incrementais e iterativos para solucionar o problema.

2.7.1 Formulagdo Lagrangiana Atualizada — Sistema de coordenadas

Segundo Galvao (2000) os referenciais Lagrangianos s3o usados para medir

deslocamentos de um sistema estrutural com rela¢do a uma configuragdo inicial deste sistema,

sendo possivel ainda adotar dentre duas formas deste referencial: Lagrangiano Total (RLT) e

Lagrangiano Atualizado (RLA).

No RLT, em uma analise ndo linear incremental, os deslocamentos sdo medidos em

fun¢do da configuragdo inicial (Figura 2.13).
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Figura 2.13 — Modelo genérico submetido ao RLT

rrbtuel

Yoar

ity

Fonte: GALVAOQ, 2000

Ja no RLA, a configura¢do de referéncia do incremente subsequente ¢ dada pela

estrutura deformada (Figura 2.14).

Figura 2.14 — Modelo genérico submetido a0 RLA

Fonte: GALVAO, 2000

2.7.2 Nao linearidade Geométrica

A ndo linearidade geométrica, a qual este trabalho aborda, ¢ caracteristica de estruturas
submetidas ha grandes deslocamentos/deflexdes e pequenas deformacgdes, como ¢ o caso, por
exemplo de estruturas esbeltas (PARASKI, 2012).

O desenvolvimento das equagdes a seguir se da segundo Alves Filho (2000).
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De acordo com a Figura 2.15, comprimento ds ndo possui grande variagdo comparado
a dx, isto ¢, ocorre pequenas deformagdes, mesmo a estrutura (neste exemplo, uma viga)

apresentando grande deslocamento (ALVES FILHO, 2000).

Figura 2.15 — Analise de um comprimento infinitesimal de uma viga

: _l__l_L_

-
<

I

O deslocamento A da viga ¢ consideravel
em relacdo ao comprimento L da viga.
Desta forma, as deflexdes sdo grandes.

Fonte: ALVES FILHO, 2000

Conforme ja apresentado em item anterior (analise linear) e retomando conceitos de
resisténcia dos materiais, a deformagdo especifica longitudinal pode ser expressada, em um

caso geral, por duas parcelas, devido a agdo axial e momento fletor:
du + 4%y (2.16)
€ = — — .
* Tax Y\
Em uma analise ndo linear, surge a necessidade da adi¢do de mais uma parcela, esta

derivada do efeito da agdo flexional na parcela da deformac@o axial, ou seja, a interferéncia da

flex@o na deformacdo axial, tornando a equagdo 2.16, em:

d d? ds—d
_ u+y< y)+( X)

£, 2.17)

T dx dx? dx
Mediante desenvolvimento matematico da tltima parcela de acordo com a Figura 2.15,

tem-se resumidamente:

dvy2
ds = ].FQ—)dx (2.18)

Sendo:
dvy? 1 /dv\?
= —_ ~ (= (2.19)
ds 1+<dx) dx [1+2(dx)ldx
1 /dv\?
dszdx+-(1)dx (2.20)
2 \dx

Logo, rearranjando a equacdo, tem-se:
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2
ds —dx _ l(ﬂ) 2.21)
dx 2 \dx
Ou seja, a equagdo 2.17 ¢ dada agora por:
du d?y\ 1 /dwv\?
= )+ (= 222
&Y (dx2> 3 (dx) (222)

Isto ¢, o campo de deslocamentos (u, v) ¢ composto de duas parcelas lineares (axial e

flex@0) e uma parcela néo linear (advinda do acoplamento das agdes flexional a axial).

2.7.3 Matriz de Rigidez Geométrica

Os termos lineares da expressdo 2.22 estabelecem a base da matriz desenvolvida no item
2.6.1, chamada de matriz elastica ou, no ambito da analise ndo linear, rigidez de partida (ou
predita). Como ja mencionado, a solug@o do problema ¢ dada por método incremental iterativo,

pois a rigidez varia, isto é:

[K]incremento = [K]Predita + [K]Corregéo (2.23)
Ou seja:
[K]Corregéo = [K]Geometrica (2.24)
Equivalente:
[K]Geomstrica = [K]g
[K]preaita = [K]o
Assim:

{F} = [K].{A} = ([K]o + [K]6). {2} (2.25)

{F} = Vetor de incremento de forgas nodais;
[K]= Matriz de rigidez do elemento corrigida;
{A}= Vetor de incremento de deslocamentos nodais.
O desenvolvimento da Matriz de Rigidez Geométrica se da pela aplicag@o do principio

dos trabalhos virtuais, e ¢ dada, no ambito local, por:

0o 0 0 0 0 0
L0 36 3L 0 -3 -3
_Elo 3L 42 0 -3L -I?
e=300l 0 0 0 0 o0 o0 (2.26)
0 —36 —3L 0 36 -3L

0 —-3L —-L* 0 —-3L 4L?
Nota-se que a caracteristica fundamental dessa matriz ¢ que a mesma depende somente de

parametros geomeétricos.
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Assim sendo, conforme expressdo 2.25:

{F} = [K].{A} = ([K]o + [K]6)-{A}

Tem-se:
EA I 2 o]
L L
o 12BI 6EI = —12EI GEI
flx L2 12 L3 L? [0 0 0 0 0 0 11N
[fly} o SEL 4E —6El 2l | 0 36 3L 0 —36 —3L| |v1
M1|_ 2L 12 Ly B o 30 42 0 -31 -1 61 2.27)
[F2x| = | {—EA EA 30l 0 0 0 0 0 0 |f|u :
Loyl |17 O o - 0 0 0 -36 —-3L 0 36 -3L|[[v2
2l —12E —6EI 12EI  —6EI 0 —3L —1> 0 —3L 4121 lg
0 B 2 Y 12
0 GEI 2Bl = —6El 4EI
i 12 L 12 L

Por conseguinte, ¢ realizado a transformac@o do sistema de coordenadas locais para
sistema global, de acordo com a expressdo 2.22, dando origem entdo a Matriz de Rigidez

Geométrica Global do elemento:

[K16¢ = [T]". [kyg] - [T] (2.28)

2.7.4 Newton-Raphson como método de soluciio de Sistemas Nao Lineares

Segundo Segnini (2000) o método consiste em se determinar o desequilibrio, ou residuo,
entre esforgos internos e as forgas aplicadas existente nos nds da estrutura ao final de cada
iteragdo. De acordo com Paraski (2012), essa comparagao entre as forcas externas e internas a
cada ciclo, baseia-se no principio Variacional (tema este ndo abordado neste trabalho), onde a
primeira variagdo do funcional de energia deve ser igual a zero, tornando assim a estrutura
equilibrada. “O célculo Variacional estuda os métodos que permitem achar os valores extremos
dos funcionais. As leis da mecénica que aplicam esses métodos sdo chamadas de principios
variacionais. A eles pertencem, por exemplo, o principio da minima energia potencial, o
principio da minima agdo e a lei da conservagdo de energia.” (ASSAN, 2003).

Analisando um grau de liberdade com o objetivo de determinar a configuragdo

deformada da estrutura dado um carregamento externo, tem-se o seguinte esquema:
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Figura 2.16 — Método de Newton Raphson para um grau de liberdade

Load

Linear Ad, ‘Adz‘

solution  \ } i ‘

=) N
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[§)
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AU,

Deformation

Fonte: (KASSIMALL, 2011)

Percebe-se que ao inicio do processo, ¢ realizado uma analise linear, tendo carregamento
P e deslocamento di. Em seguida ¢ calculado o desequilibrio de forcas da primeira iteragdo
AU\, fazendo a subtracdo das forcas externas com as forgas internas, isto ¢: AU; =P — fi. Este
processo ¢ chamado de iteragdo a carga constante (Método de controle de Cargas), e trata-se de
uma estratégia de facil implementacdo e ineficaz em uma analise de pontos limites da estrutura
— ndo tratado neste trabalho — (PARASKI, 2012).

De acordo com Kassimali (2011) essa variacdo de forgas ¢ tratada como um incremento
de carregamento a ser aplicado na estrutura. A partir desse incremento ¢ calculado a corregéo
ou residuo de deslocamento Adi. Assim, a nova posi¢do da estrutura deformada ¢ dada pela
configuracdo deformada inicial mais a correcdo, ou seja: do = d; + Ad..

Existem outros métodos incrementais-iterativos mais sofisticados tal como os métodos
baseados em controle de deslocamentos, controle de trabalho e energia, comprimento de arco
cilindrico, ¢ métodos modificados baseados nestes ja citados (GALLAGHER; MCGUIRE;
ZIEMIAN; 1999)
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Figura 2.17 — Exemplos de métodos incrementais-iterativos
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Fonte: (GALLAGHER; MCGUIRE; ZIEMIAN; 1999)
O critério de parada das iteragdes, isto €, apresentar convergéncia dos resultados,
segundo Kassimali (2011) ¢ dado basicamente pela comparagao dos residuos de deslocamentos

da iteracdo atual e anterior, ou seja, admite-se uma tolerancia para este erro, dado por:

S(@d)? _

2.29
NCHL 22

e
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3 METODOLOGIA
A metodologia aplicada para a resolugdo dos problemas, seguiram procedimentos

similares. As rotinas computacionais que foram implementadas se fundaram no seguinte

fluxograma.
Figura 3.1 — Modelo organizacional inicial
CALCULOS
Sera utilizado do Método dos
Elementos Finitos mediante as
férmulagoes que regem a analise
nao-linear para discretizar o
problema e calcular os
ETAPA 1 deslocamentos nodais. ETAPA 3
ETAPA 2
MODELO EM CAD RESULTADOS
Construcao do modelo de estudo Os resultados poderao ser
graficamente em software consultados de forma grafica e
AutoCAD, permitindo liberdade numerica.

ao usuario.

Fonte: (AUTOR, 2020)

Os porticos planos foram modelados graficamente em ambiente CAD. Tal modelo foi
submetido a uma rotina computacional que o analisara quantitativamente. Na mesma rotina, ¢
apresentado de forma visual e numérica os resultados obtidos.

3.1 Abordagem Computacional
3.1.1 Representacio Grafica — Desenho em CAD

Partindo desse simples modelo inicial foi tracado entdo a estratégia para alcangar o
objetivo final de obter os deslocamentos nodais. Para extrair as coordenadas do desenho foi
utilizado de uma biblioteca Python denominada EZdxf. Com a mesma pode-se obter uma matriz

de coordenadas de todos os pontos que constituem as linhas representativas do objeto de estudo.

3.1.2 Método de Calculo - MEF
ApOs essa etapa de introdugdo de dados no algoritmo que foi implementado, a etapa
seguinte constituiu da programacao da rotina do MEF quanto ao elemento de barra denominado

viga. O fluxograma a seguir apresenta os passos o qual o algoritmo executa.
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Figura 3.2 — Modelo organizacional quanto aos calculos

CALCULOS - MEF

POR MEIO DAS COORDENADAS
NODAIS CALCULA-SE O
COMPRIMENTO DA BARRA

SIMPLIFICAGAO DA MATRIZ DE
RIGIDEZ GLOBAL DA ESTRUTURA
(CONDICOES DE CONTORNO)

APLICACAO DOS
CARREGAMENTOS

CALCULA-SE OS COSSENOS DIRETORES DA
BARRA (SISTEMA LOCAL) COM RELACAO
AOS EIXOS GLOBAIS (X, Y)

CALCULA-SE A MATRIZ DE RIGIDEZ
GLOBAL DO ELEMENTO DE BARRA

REALIZA-SE A MONTAGEM DA MATRIZ DE
RIGIDEZ GLOBAL DA ESTRUTURA
ADICIONANDO A MATRIZ DE RIGIDEZ
GLOBAL DA BARRA EM SUA POSIGAO
DETERMINADA PELOS GRAUS DE
LIBERDADE

APLICAGAO DAS
RESTRICOES

RESOLUCAO DO
SISTEMA LINEAR
RESULTANTE
(DESLOCAMENTOS
NODAIS
CALCULADOS)

ULTIMA BARRA ?

Fonte: (AUTOR, 2020)

3.1.2.1 Enumeracao dos Graus de Liberdade
E importante expor o modo como o algoritmo admite os graus de liberdade
(deslocabilidades) para cada n6. Admitisse o modelo da Figura 3.3.

Figura 3.3 — Graus de liberdade para fins de implementacio computacional do elemento de viga (beam)
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Fonte: ALVES FILHO, 2000

O algoritmo determina os graus de liberdade por meio das seguintes féormulas:
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U, =3n—2 (3.1)
vy, =3n—1 (3.2)
6, =3n (3.3)

Onde:
n = namero do no.

Realizou-se os seguintes testes com o intuito de verificar as equagdes propostas.

1+2
uy=3n—-2 - 1=3n-2 - n=T - n=1
2+1
vy=3n—-1 - 2=3n-1 - n=T - n=1
3
6=3n—-1 - 3=3n - n=§ - n=1
442
u,=3n—-2 - 4=3n-2 - n=T - n=2
5+1
v,=3n—1 - 5=3n-1 - n=T - n=2
6
6,b=3n—-1 - 6=3n - n=§ - n=2

Portanto, conclui-se que a formula oferece os resultados corretos e pode ser utilizada. A
formula ainda pode ser adaptada para ndo utilizar o valor zero, o que pode causar alguma
dificuldade na nota¢do matricial. No entanto, para fins computacionais ndo ha maiores
dificuldades.
3.1.2.2 Montagem da Matriz de Rigidez Global da Estrutura

“O método dos deslocamentos determina a matriz de rigidez global de um modelo por
superposicao de casos basicos” (MARTHA, 2010).

Considere o esquema genérico de um portico da figura a seguir:

Figura 3.4 — Graus de liberdade de um poértico genérico

Coordenadas All
generalizadas 12 7
globais

AR

31T 2 5
2 4

Fonte: MARTHA, 2010
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O passo inicial ¢ enumerar os ndés. Em seguida determinar os graus de liberdade,
conforme item anterior. Assim, existe uma relacdo direta entre o nimero do no e seus graus de

liberdade. A Matriz de Rigidez Global da Estrutura ¢, portanto, uma matriz /2x1/2.
Figura 3.5 — Montagem da Matriz de Rigidez Global da Estrutura

®.®®®.®®; @@@ (D@(D 1
8 88 8? vetor de espalhamento o O @ O i
D @ |8 5
O _OD @ 9 6
128789 o 1@ OHO 7
©, @ 8
ONONENONO) 9
10
11
12

12345678 9101112
@ @2 ) ¢+ 1
@ | @ |5 2
j 3‘% ;2) vetor de espalhamento @ @ @ ®2
o e n) eNCEEmCNOE
45 6101112 7
8
9
@ [ @_12)10
@ @ _[1
@ 2 @ _12)12

12345678 9101112

)|
2
vetor de espalhamento :::
[ e
6
IUSNSKINSNS) 7
99,806,606 R
IIINSIINSN3) 9
I3 10
IAIMSIIN3INS) 11
INSNSNSHSN3) 12

12345678 9101112

Fonte: Adaptado de MARTHA (2010)

O processo de montagem (Assembly) consiste em basicamente somar coeficientes de
mesmos indices (Graus de Liberdade) da i-ésima linha e j-ésima coluna. Os indices sdo

representados pelos valores dispostos na horizontal e vertical a fim de facilitar a visualizacao.

Figura 3.6 — Matriz de Rigidez Global da Estrutura do pértico genérico

1 2 3 4 5 6 17 8 9 10 11 12
(1010001 0 1 0 0 0 71!
010 0 00 O 1 0 0 0 0 | 2
101000 1 0 1 0 0 0o | 3
00 0 202 0 0 0 2 0 2 | 4
00 00 20 O 0 0 0 2 0 | 5
K6 |00 0202 0 0 0 2 0 2 | 6
12x12719 0 1 0 0 0 1+3 3 1+3 3 3 3 7
0100 00 3 1+3 3 3 3 3 | 8
10 1000 1+43 3 143 3 3 3 |9
000 2 0 2 3 3 3 243 3 243 10
00 0 0 2 0 3 3 3 3 243 3 | 11
Looozoz 3 3 3 2+3 3 2431 1p

Fonte: (AUTOR, 2020)
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Em seguida, ¢ realizado o processo de simplificagdo, isto &, aplicar as condi¢des de
contorno (restricdes) e carregamentos externos. Para exemplificar, adotou-se o esquema

genérico, aplicando restri¢des de 3° género e um carregamento externo F.

Figura 3.7 — (a) Modelo generalizado ; (b) Modelo Reduzido

11 v4
ST, 10w
12 64
8 v3
u3
F F (/3 7
N
963
2
)
(a) (b)
Fonte: (AUTOR, 2020)
Sabendo que:
{F} = [K].{2} (3:4)
Logo:
F 1 0 1. 0 0 0 1 0 1 0 0 0 71 /M
F, 010000 O 1 0 0 0 0 21
F; 101 0 00 1 0 1 0 0 0 01
E, 00 0 2 0 2 0 0 0 2 0 2 Uy
Fs 000 0 20 O 0 0 0 2 0 12
Fo|_[o o0 2 02 o0 0 0 2 0 2 6, (3.5)
F, 101 0 00 14+43 3 1+3 3 3 3 Uz :
Fy 010000 3 143 3 3 3 3 V3
Fy 101 0 0 0 1+3 3 1+3 3 3 3 03
Fol [0 00 2 0 2 3 3 3 243 3 243 |us
F,|] o o oo 2 0 3 3 3 3 2+3 3 Uy
F,/ o o o0 2 0 2 3 3 3 2+3 3 2431 \g,

Onde F pode representar uma forga pontual ou momento fletor.
Considera-se ent@o que foi aplicado uma for¢a ' no né 3 na dire¢@o do grau de liberdade
7, um apoio de 3° género no n6 1 e 2 (restringindo deslocamento vertical, horizontal e rotagao).

Assim, a expressao 3.5 se torna:
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Fy 1 0 1. 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0

F, 010 00 0 O 1 0 0 0 0 ]

F3 1.0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0

F, 000 202 o0 0 0 2 0 2 0

Fs 0000 20 0 0 0 0 2 0 0

Fe|_[o o0 2 02 o0 0 0 2 0 2 0 (3.6)
F 101 000 1+3 3 1+3 3 3 3 U3 :
Fg 010000 3 143 3 3 3 3 V3

Fy 101000 1+43 3 1+3 3 3 3 N

Fio 0 00 20 2 3 3 3 243 3 2+3||u

Fi, 0 00 0 2 0 3 3 3 3 243 3 v,

F, 0 00 20 2 3 3 3 243 3 2431 \g,

Pode-se entdo reduzir a matriz de Rigidez Global da Estrutura anulando as linhas e

colunas dos respectivos valores nulos presentes no problema. Por fim, a expressado reduzida:

F 1+3 3 1+3 3 3 3 Us

Fg 3 143 3 3 3 3 V3

Fo [_[1+3 3 143 3 3 3 03 (3.7)
Fio 3 3 3 243 3 243l w :
Fi, 3 3 3 3 243 3 \m/

Fi, 3 3 3 2+3 3 2431\
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3.1.3 Método de calculo aplicado a analise nao-linear
O fluxograma a seguir representa de forma mais objetiva o processo pelo qual a analise

ndo-linear geométrica foi implementada em uma estrutura de portico plano.

Figura 3.8 — Modelo organizacional quanto aos calculos da analise ndo-linear

ANALISE NAO-LINEAR -
MODELO 2D

CALCULA-SE OS DESLOCAMENTOS E
ROTAGOES DE FORMA LINEAR, DE
ACORDO COM FLUXOGRAMA
ANTERIOR.

|

CALCULA-SE PARA CADA BARRA: NOVO
COMPRIMENTO; OS COSSENOS
DIRETORES; AS FORCAS INTERNAS E
SUAS COMPONENTES EM X E Y; A MATRIZ
DE RIGI DEZ TANGENTE (Kt).

CALCULA-SE A SUBT RA(;AO DAS FORCAS
EXTERNAS E INTERNAS
(DESEQUI LI BRIO), GERANDO UM VETOR
(AV)

CALCULA-SE ENTAO A CORRECAO DE
DESLOCAMENTO (Ad) POR MEIO DE:
AU = Kt Ad

ITERACAO i =i + 1

" d=d+Ad
S . o
~— ERRO < TOLERANCIA ? — (FIM)

Fonte: (AUTOR, 2020)

3.1.4 Algoritmo implementado e interface grafica

A ultima etapa, ap6s obter os deslocamentos e rotagdes, trata-se da visualizacdo desses
resultados em forma de uma listagem das coordenadas finais dos nds, bem como a forma grafica
da estrutura deformada.

A interface grafica tem como finalidade facilitar o uso pelo usuario. A mesma conta

com regides especificas e que conduzirdo o usudrio. A mesma pode ser vista na figura a seguir:
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Figura 3.9 — Interface grafica

¥:
- z
2 | afo | &l ] Settoal
Arquivo .DXF | Procurar Arquivo | |Estrutra 2D v| CarregamentosPontuais: [1 | MaxiteragBes: 1 [CInené  [rontsiz=| [ camegamentos . [ Deformada | Displacements +|  Aplicar Help | RESTART ALL
— _ | Processar !
Portico Plano, dxf Desenhar | Restrigdes: |1 Carregamentos Dist: 1 Tolerancia: [0.0000001 | [ Estrutura (A Grid [ Restrigdes Fator de Escals | | aplicar About Clear

Fonte: (AUTOR, 2020)

3.1.5 Softwares Utilizados

Python 3.10: E uma Otima linguagem de programacdo orientada a objetos,
interpretada e interativa. Combina notavel poder com sintaxe muito clara. Possui
modulos, classes, excegdes, tipos de dados dinamicos de nivel muito alto, digitagdo
dindmica e bibliotecas. As bibliotecas complementares conhecidas também como
packages (pacotes) sdo blocos de codigos desenvolvidos por programadores a fim

de facilitar o uso do usuario.

Foram utilizadas as seguintes bibliotecas auxiliares:

NumPy 1.19.2: E um projeto open source criado em 2005 escrito em linguagem C
que possibilita manipulacdo multidimensional de vetores e matrizes, oferece
geradores randomicos de nimeros, rotinas de algebra linear, transformagdes de
Fourier, etc.;

Matplotlib 3.0.3: Biblioteca para criagdo de graficos 2D-3D estaticos, animados e
interativos.

EZdxf 0.14.2: Segundo o autor, Manfred Moitzi (Mozman), ¢ um biblioteca para
criar e ler/modificar arquivos do formato DXF (Drawing Interchange Format ou
Drawing Exchange Format) de modelos CAD (Computer Aided Design).

PyQT 5.15.1: Segundo a companhia desenvolvedora Riverbank Computing
Limited, QT ¢ um conjunto bibliotecas multiplataformas em C++ implementadas

em linguagens de alto nivel. Ja o PyQT5 ¢ um apanhado de rotinas de ligagdo em
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Python v2 e v3 para QT. De forma bastante resumida, o PyQT35 permite usufruir da
linguagem Python em relagdo ao C++. Por intermédio do PyQT5, houve a
possibilidade da cria¢do da interface grafica do usuario (GUI — Graphical User
Interface) utilizando o QT Designer 5.11.1.

PyQTGraph 0.11.0: Biblioteca criada por Luke Campagnola por volta de 2011 a
2012 pela Universidade da Carolina do Norte em Chapel Hill (University of North
Carolina at Chapel Hill). A biblioteca tem o objetivo de ser rapida e versatil quanto
a visualizacdo 2D e 3D de graficos interativos e no manejo de grande quantidade
de dados, podendo ser utilizada em aplicagdes nas areas de matematica e
engenharia.

AutoCAD 2019: Segundo a desenvolvedora Autodesk, o AutoCAD ¢ um software
CAD que profissionais de construg@o utilizam para criar desenhos 2D e 3D de

forma precisa.

Foram utilizadas os seguintes softwares para comparagao de resultados:

— Ftool 4.00.04: Programa desenvolvido por meio de um projeto de pesquisa do

departamento de informatica da PUC-Rio. O sofiware realiza analise estrutural de
porticos planos, afim de promover rapida e eficiente forma de estudo de estruturas.
No ambito do atual trabalho, o Ftool foi utilizado como forma de comparagéo dos
resultados para validagdo do algoritmo implementado.

MASTAN2: Software desenvolvido em MATLAB por Ronald D. Ziemian,
William McGuire e Siwei Liu, autores do livro texto Matrix Structural Analysis,
1999. O programa foi utilizado como forma de comparacdo de resultados dos

problemas com Analise Linear e Analise Nao Linear.

3.1.6 Especificacdes técnicas do computador utilizado

As

configuragdes do computador utilizado no processamento do algoritmo

implementado e dos resultados apresentados neste trabalho sdo:

Processador: Intel Core 13 10105 @3.70Ghz 4/8;
Placa mae: H510M H;

Memoria RAM: 8GB DDR4 3.200 MHz;

Placa Grafica: Integrada intel UHD Graphics 630;
SO: Windows 10 Pro v. 22H2 — 64bits;
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O tempo de processamento pode ser influenciado diretamente pelas especifica¢des do

computador, bem como pela falta de otimizagéo da rotina implementada.

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Com a rotina implementada realizou-se observacdes quanto ao impacto do aumento do
nimero de elementos na analise além da comparacdo de problemas ja conhecidos da literatura
com os resultados obtidos pela rotina programada. A comparagao foi realizada para problemas
lineares e para ndo lineares utilizando-se de softwares renomados para afirmagao dos resultados

encontrados.

4.1 Relacao entre nimero de elementos e precisiao

Em uma simulag@o que utiliza de analise numérica, como o caso do MEF, ¢ necessario
ter em mente que sdo métodos aproximados, ou seja, possuem erros. Quando se recorre a
utilizagdo desses métodos para resolver problemas de engenharia, ¢ de grande importancia
desenvolver meios de identificar os geradores e a magnitude destes erros (TEIXEIRA DIAS et
al., 2010).

Levando em consideragdo essa importancia, para o MEF, ¢ fundamental estabelecer uma
quantidade de elementos adequada para a analise do portico, visando o equilibrio entre precisdo
e desempenho de processamento. Dito isso, foi realizado uma série de processamentos com a
mesma estrutura aumentando apenas a quantidade de elementos na analise para que se pudesse
observar o impacto nos resultados observados.

Foi realizado o estudo da quantidade de elementos necessarios para uma tolerancia de

erro de 1.10* para a estrutura com as propriedades e configura¢des da figura a seguir:

Figura 4.1 — Pértico de estudo

12 kNm
20kN
«— ¥
Parametros Geométricos e Material
Moédulo de Elasticidade (E) 210000000 Pa
§ Area da Sec¢do Transversal (A) 0,02 m?
Momento de Inércia (I) 0,00005 m*

s

w2 7/

4.00

Fonte: Adaptado de KATTAN (2008)
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Analisando os deslocamentos de um ponto fixo no poértico — ponto médio da barra
horizontal — € possivel perceber que com o aumento dos elementos os valores de deslocamentos
tendem a convergir para um resultado, ou seja, o erro tende a diminuir. contrapartida o tempo
de processamento da estrutura aumenta devido & quantidade de matrizes a serem calculadas. E
possivel observar os resultados na tabela a seguir que relaciona os deslocamentos em x e y de
um ponto fixo no pdrtico, com o aumento de elementos.

Tabela 4.1 — Resultado em funcio do aumento de elementos

Deslocamento em fun¢ido do aumento de elementos
N de Tempo de

Elementos X (m) y (m) processafnento (s)

3 -0,003783 0 0,295

9 -0,003783 | -0,000276 0,314

15 -0,003783 | -0,000298 0,374

21 -0,003783 | -0,000304 0,488

27 -0,003783 | -0,0003065 0,808

33 -0,003783 | -0,000308 1,139

39 -0,003783 | -0,0003085 1,854

63 -0,003783 |-0,0003095 8,625

Fonte: (AUTOR, 2022)

Percebe-se que com 21 (vinte ¢ um) elementos o valor ja converge com um erro
aceitavel e que uma quantidade maior de elementos traria um ganho pouco significativo na
precisdo e um tempo de processamento superior. Essa caracteristica fica muito clara quando
extrapolamos o niimero de elementos para 63 (sessenta e trés) e os resultados praticamente nao
se alteram, porém o tempo de processamento ¢ muito superior. Uma analise que deve ser feita
também ¢ a rapida convergéncia dos valores de deslocamento em X que ndo se alteraram com
a diferenca no nimero de elementos, ou seja, o aumento no numero de elementos, para esse
caso, foi mais importante na minimizagao do erro nos valores dos deslocamentos em y.

A convergéncia dos deslocamentos em fun¢do do aumento do nimero de elementos

além das configuragdes do portico analisado podem ser observadas nas figuras a seguir:
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Figura 4.2 — Deformada da estrutura com 3 elementos

Fonte: (AUTOR, 2022)

Figura 4.3 — Deformada da estrutura com 21 elementos

Fonte: (AUTOR, 2022)

Observando o grafico fica claro que com o aumento do niimero de elementos o valor do

deslocamento em y tende a um resultado.



Deslocamento y

Ja no grafico
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Grafico 4.1 — N° de Elementos x Deslocamento em y

-0,00027
-0,000275
-0,00028
-0,000285
-0,00029
-0,000295
-0,0003
-0,000305
-0,00031
-0,000315

N2 de Elementos

Fonte: (AUTOR, 2022)

abaixo, fica evidente que o tempo de processamento praticamente dobra

apos adotado 21 elementos, enquanto o valor do deslocamento em y pouco se altera. Com a

extrapolacdo de 63 elementos, percebe-se o quanto este estudo ¢ importante de ser realizado,

evitando custo computacional desnecessario.

Tempo de Processamento (s)

Grafico 4.2 — N° de Elementos x Tempo de processamento

[u=y
o

S P N W s U1 O N 0 0

0 10 20 30 40 50 60 70
N2 de Elementos

Fonte: (AUTOR, 2022)
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4.2 Problema 1 — Analise Linear

Com objeto de validar os resultados obtidos da analise linear realizada pelo algoritmo
desenvolvido, utilizou-se como comparagdo um problema com resultados ja conhecidos pela
literatura. Ainda foi realizado a comparag@o dos resultados com o software Ftool, utilizado
amplamente no Brasil, e o resultado apresentado pela literatura.

O problema proposto trata-se do exemplo 8.1 do livro Matlab Guide to Finite an
Iteractive Approach do autor Kattan (2008), ja utilizado em topicos anteriores, no entanto com
intuito diferente. Trata-se de um portico com dois apoios de 3° género, solicitado por uma carga

horizontal de 20 kN e um momento no sentido anti-horario de 12 kN.m.

Figura 4.4 — Problema 1 — Analise Linear

20KN 12 kNm
ol ¥\
Parametros Geométricos e Material
o Médulo de Elasticidade (E) 210000000 Pa
= Area da Sec¢do Transversal (A) 0,02 m?
| Momento de Inércia (I) 0,00005 m*

w2 77/

4.00

Fonte: Adaptado de KATTAN (2008)

Como visto no topico anterior, serd utilizado 21 elementos para resolucdo do problema,
pois com esse niumero de elementos o resultado possui um erro dentro dos padrdes adotados
como aceitaveis com um tempo de processamento otimizado.

E entdo introduzido os dados na GUI implementada, como pode ser visto na imagem

a seguir.



Fropriedades Carregamentos Restrigiies Result:

Figura 4.5 — Problema 1 — Insercio de dados

Propriedades Restrigdes Resultados

Me M MNP () (4) m Pontual  Distribuida
1 210000000 0.02  0.00005 " P 0 b .
2 210000000 0.02  0.00005
3 210000000 0.02  0.00005 1! g 2 0 0
4 210000000 0.02  0.00005 22 2 0 0 12
5 210000000 0.02  0.00005
B 210000000 0.02  0.00005 Propriedades Carregamentos Resultados
7 210000000 0.02  0.00003 o o Restx Rerty Aotz
8 210000000 002  0.00005
9 9 1413 210000000 0.02  0.00005 1 ! ! ' '
1010 13 12 210000000 002  0.00005 22 15 1 1 1
1111 12 11 210000000 0.02  0.00005
1212 11 10 210000000 0.02  0.00005
1313 10 9 210000000 0.02  0.00005
1414 9 8 210000000 0.02  0.00005
1515 16 15 210000000 0.02  0.00005
16 16 17 16 210000000 0.02  0.00005
17 17 18 17 210000000 0.02  0.00005
18 18 19 18 210000000 0.02  0.00005
19019 20 19 210000000 0.02  0.00005
2020 21 20 210000000 0.02  0.00005
2121 2221 210000000 0.02  0.00005
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Fonte: (AUTOR, 2022)

Na aba (Restri¢des) o valor 1 (um) significa que o movimento ¢ restrito e 0 (zero)
significa que o movimento ¢ permitido.

Ao lancgar os dados acima, tem-se:

Figura 4.6 — Problema 1 — Janela 3D do algoritmo

Fonte: (AUTOR, 2022)

Tem-se entdo os resultados calculados pela rotina. Unidade dos deslocamentos em

metros e rotagdes em radianos.
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Figura 4.7 — Problema 1 — Apresentacio dos resultados na GUI com 21 elementos

ReaBes o Esf. Interna Barra d Cores Dedocamentos  Reagbes ¢ Esf, Interno | Barra d Cores

Deslocamentos (ndice do nd, x, v, 2} - (metres) L Total Displas X Displac. ¥ Dizplac, T Deeplae,
G.000000  0.000000  0.000000 —

-0.000169 0000001 0,0D0752 LT ]

0000614 -D.000002 O0.001790

0.001244 -0.000003 0.001615 00035 aneis
0001967 -0.000004 0.001727 gy Frmr

0.002694 -D,000004 0.0015625

40.003330 0000005 0.001311

£.003757 0.000006 0.000733 i

000375 0L000225  0.000071 aboie 00000

005785 0.000125 -0.000375

0.003784 0000152 -0.000553 i e
Q.003732 0000455 -0.000484 -

003731 0000532 0000109 00015
£.003780 D.000528  0.000515 e |
2000000 0.000000 -0.000000 —

.000135 0000001 0000611 ~{L0003

0000504 0000002 0.001084 010030 0.000%
Q001046  0.000003 0.001422

00172 0000004 0001622 00015

ALO0Z416 0L000004 0.001686

40.003127 0000005 D.001613 00055
22 Q003779 0000006 0.001404

{1 {HR) |

=013

=4 i e i D OO oo i

oG L]
L]
=00

LTS ~0.000%
0,005

00 0.000%

Fonte: (AUTOR, 2022)

Figura 4.8 — Problema 1 — Deformada da estrutura (Extrapolado 250 vezes)

Fonte: (AUTOR, 2022)

Os resultados sdo demonstrados para os pontos 8 e 22 na tabela a seguir, comparando-

se ao resultado obtido por Kattan (2008) e o software Ftool.
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Tabela 4.2 — Problema 1 — Resultados numéricos com 21 elementos

Deslocamentos nodais - Analise Linear

Rotina Implementada Kattan (2008)

N6 x(m) y(m) $(rad) N6 x(m) y(m) $(rad)

8 -0,003787 -0,000006 0,000783 2=8 -0,0038 0 0,0008

22 -0,003779 0,000006 0,001404 3=22| -0,0038 0 0,0014

Parametros Geométricos e Material utilizados Ftool

E 210000000Pa A 0,02m? I 0,00005 m* N6 x(m) y(m) ¢(rad)
Parametros do Modelo Estrutural 2=8 |-0,003785 | -0,000006133 | 0,000783
Nos 22 Elementos 21 Graus de Liberdade 66 3=221-0,003779 | 0,000006133 |0,001404

Fonte: (AUTOR, 2022)

Observa-se excelente aproximagdo dos resultados. O tempo gasto para o algoritmo

realizar os calculos e apresenta-los na GUI, levou cerca de 0,4 segundos.

4.3 Problema 2 — Analise Linear

O problema proposto trata-se de um portico de 3 lances, com trés apoios de 3° género,
solicitado por cargas horizontais de 25 kN. Neste problema analisou-se principalmente os
deslocamentos horizontais dos nds ja existente na estrutura. Se houvesse a necessidade de obter
os deslocamentos em qualquer ponto das barras, seria de suma importancia subdividir em mais
elementos, aumentando assim a exatiddo dos valores, bem como demonstrado no estudo da
relacdo entre nimero de elementos e precisdo

Figura 4.9 — Problema 2 — Analise Linear

25kN
1
[Te}
25kN
4’ L
S Parametros Geométricos e Material
[Te}
25kN Médulo de Elasticidade (E) 21000000 Pa
I ] Area da Secdo Transversal (A) 0,002 m?
= Momento de Inércia (I) 0,00005 m*
25kN
4’ _
8
[Te}
94
15 |

n
\

} 10.00

10.00 |

Fonte: (AUTOR, 2022)



54

Segue entdo o mesmo procedimento de inser¢do de dados e obtencdo dos resultados no

algoritmo.

Figura 4.10 — Insercdo de dados

Propriedades  Camegamentos  Resfrigies  Resultados Propriedades  Carregamentos | Restrighes  Resultados
e Mi Mf (i3] (5] w - Pontual Distribuido

1 2 21000000 0.002  0.00005 EhE NG Ex Fy Mz
22 2 7 21000000 0002 0.00005 1.3 5 25 ] 0

3 3 2 3 21000000 0,002 0.00003 22 4 23 ] 9

4 4 3 3 21000000 0,002 0,00005 3B 3 25 0 0

5 15 ] 7 21000000 0.002 0.00005 4.4 2 25 o 0

6 6 7 8 21000000 0.002 0.00005 Propriedades  Carregamentos  Restriches  Resultados
77 3 |4 21000000 0.002 | 0.00005 CNe N Rest x Resty —
8 8 4 9 21000000 0002 0.00005 11 1 1 1 1

9 9 g 9 21000000 0.002  0.00005 22 5 1 1 1

10 19 4 2 21000000 0.002 0.00005 33 1" 1 1 1

11 5 10 21000000 0.002 0.00005
12 112 9 10 21000000 0.002 0.00005
1313 7 12 21000000 0.002 0.00005
14 14 8 13 21000000 0.002 0.00005
15 15 1 12 21000000 0.002 0.00005
16 16 12 13 21000000 | 0.002 0.00005

TS g 14 21000000 0.002 0.00005

1g 18 13 14 21000000 0 00T OO 2

Ef21000000 | afocoz | xfooooos | Settoal

15 nodes 20 elements 45 dofs

Fonte: (AUTOR, 2022)

Figura 4.11 — Apresentacio dos resultados na GUI com 20 elementos

Propriedades Carregamentos Restrighes Resultados Propriedades Carregamentos Restriciies Resultados

Deslocamentos Reacdes e Esf. Interno Barra d Cores Deslocamentos Reacdes e Esf. Interno Barra d Cores
Deslocamentos {indice do nd; x; ¥, 2) - (metros} Total Displac ¥ Displac, ¥ Displac, 2Z Dizplac,
1 0.000000 0.000000 0.000000 0.00
2 0685433 0.005427 -0.153368 A

3 1592416 0.003842 -0.131414

4 2261724 0.010455 -0.084012

5 2.6373% 0.011019 -0.042801 0.02
6 0.000000 0.000000 0.000000 00475

7 0.582048 -0.000005 -0.116022

@ 1588006 -0.000004 -0.105307

9 2257502 -0.000004 -0.083573 stk L —0.04
10 2.632851 -0.000004 -0.029233

11 0.000000 0000000 0.000000

12 0.679608 -0.005423 -0.152521 ..

13 1586425 -0.008838 -0.131553 ] - —0.06
14 2,25577% -0.010481 -0.0B3987

15 2631443 -0.011015 -0.042807

0.0000

Deslocamento Total (indice do nd, deslocamenta) - {metros) —0.08
1 0.000000

2 0683455 HE

3 1592941 Ela

4 226174 R0
5 2837419

[ 0,000000 =D.0050

7 0.632048

8 1583005 -2
g 2257502 00075

10 2832851

11 0.000000

12 0.679630 : i
13 1586450 .

14 2.255803

15 2631466

Fonte: (AUTOR, 2022)

Observa-se novamente 6tima aproximacao dos resultados entre o algoritmo e o software

MASTAN?2. O tempo decorrido para o algoritmo realizar os calculos e apresenta-los na GUI,

levou cerca de 0,385 segundos.
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Tabela 4.3 — Problema 2 — Resultados numéricos com 20 elementos

Deslocamentos nodais e rotacoes - Analise Linear
Rotina Implementada MASTAN?2

N6 x(m) y(m) ¢(rad) |N6| x(m) y(m) ¢(rad)
5 2,637396 | 0,011019 -0,042801 |13 | 2,637 | 0,01102 -0,0428
4 2,261724 | 0,010495 -0,084012 |16| 2,266 | 0,01049 -0,08401
3 1,592416 | 0,008842 -0,131414 | 7 | 1,592 | 0,00884 -0,1314
2 0,685433 0,005427 -0,153368 | 4 | 0,6854 | 0,00543 -0,1534

Parametros Geométricos e Material utilizados
E 21000000 Pa A 0,002 m? I 0,00005 m*
Parametros do Modelo Estrutural
Nos 15 Elementos 20 Graus de Liberdade 45

Fonte: (AUTOR, 2022)

Figura 4.12 — Problema 2 — Deformada da estrutura

. 10 . 15 -

(18]

2 -Ié .‘&1
Fonte: (AUTOR, 2022)

4.4 Problema 1 — Analise Nao-Linear

Através do estudo realizado da relacdo entre o numero de elementos e a precisdo na
convergéncia aceitavel dos resultados, utilizou-se do mesmo poértico ja estudado na analise
linear (com 22 elementos) para se realizar o estudo quanto a analise ndo linear geométrica. Os
dados iniciais de caracteristicas fisicas e geométricas do portico foram os mesmos, no entanto,
¢ necessario informar a tolerancia e quantidade de itera¢des. Tais valores ndo seguem uma regra
especifica, e € responsabilidade do usudrio analista de propo-los, efetuando tentativas.

Inicialmente adotou-se 50 iteracdes e tolerancia de 1.107 (unidade de deslocamento).
Notou-se que ja na primeira iteragdo, isto €, os resultados apds a solugdo predita, que o erro

calculado foi de 2,610764.107, ou seja, menor que a tolerancia exigida. Afim de contornar esse



56

ocorrido, reduziu-se ainda mais a tolerancia, para 1.107, mantendo 50 iteracdes, e realizou
novamente a analise.

O algoritmo levou aproximadamente 42 segundos para calcular e plotar os resultados
visuais e numéricos. O valor do erro calculado de 2,617006.107, ndo apresentou variagdo
expressiva com relag@o a primeira analise, ocorrendo, portanto, a conclusdo da analise por meio
do critério de iteracdes, ou seja, alcangou o nimero maximo de 50 iteragdes.

Os resultados obtidos, analisando-se os nds § e 22, ndo apresentaram nenhuma diferenga
quando comparados com a analise linear realizada. Tal comportamento ja era esperado, pois 0s
valores bem reduzidos dos deslocamentos nodais (conforme Tabela 4.2) da analise linear, ndo
causa um efeito expressivo na matriz de rigidez geométrica, parcela esta da rigidez da estrutura,
que depende fundamentalmente da alta variacdo dos comprimentos dos elementos que
constituem o portico estudado.

Assim, dois outros problemas foram propostos a fim de demonstrar uma variagio

significativa dos deslocamentos.

4.5 Problema 2 — Analise Nao-Linear

O problema proposto trata-se de um portico idéntico ao primeiro problema analisado,
logo foi utilizado 22 elementos em sua modelagem, com dois apoios de 3° género, solicitado
por uma carga horizontal de 50 kN. Utilizou-se 20 iteragdes e tolerancia de 1.10”. Haja visto
que no problema anterior, ndo houve variacdo expressiva dos resultados, os pardmetros de
modulo de elasticidade e area da se¢do transversal foram reduzidos para esta analise, esperando

assim que houvesse maiores deslocamentos, devido a consequente perda de rigidez.

Figura 4.13 — Problema 2 — Analise Nao Linear

50 kN
—»
Parametros Geométricos e Material
o Moédulo de Elasticidade (E) 2100000 Pa
% Area da Sec¢do Transversal (A) 0,002 m?
5 Momento de Inércia (I) 0,00005 m*

w2 Y/

4.00

Fonte: (AUTOR, 2022)

Segue entdo o mesmo procedimento de inser¢do de dados e obtencdo dos resultados no

algoritmo.
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Figura 4.14 — Insercéao de dados

Propriedades  Carregamentos:  Restighes | Resultades Propriedades ~ Carregamentos  Restrigles  Resultados
M= Mi M (E) () i)} la Pontual Distribuido
1 22 14 21060000 0.002 0.00005 ENe N& Fx By
Z 12 2 1 2100000 0,002 0.00005 F1 8 S0 0
3 3 3 2 2100000 0.002 0.00005 Propriedades Carregamentos RestricBes Resultados
4 4 4 3 2100000 |0.002 0.00005 C e NG Restx Resty Restz
5 5 5 4 2100000 0.002 0.00005 11 1 1 1 1
& & & 5 2100000 0,002 0.00005 22 15 1 1 1
T 7 & 2100000 10.002 0.00005
8 8 8 T 2100000 0.002 0,00005
9 9 14 1% 2100000 | 0.002 0.00005
10 10 13 12 2100000 |0.002 0.0D005
11| 13 12 1 2100000 0.002 0.00005
1212 11 10 2100000 0.002 0.00005
13 13 10 G 2100000 0.002 0.00005
14 14 9 g 2100000 0.002 0.00005
15 15 16 15 2100000 |0.002 0.00005
16 16 1# 16 2100000 |0.002 0.00005
17 18 i) 21060000 0.002 0.00005
19108 10 10 2100000 0 007 0NNDNS o
2100000 | afoooz | n:[o.00005 Scttoal |

22 nodes 2]." elements 66 dofs
Fonte: (AUTOR, 2022)
Figura 4.15 — Apresentacio dos resultados na GUI com 21 elementos

Propriedades Carregamentos Restricies Resultados Propriedades Carregamentos Restriciies Resultados

Deslocamentos Reagbes e Esf, Interno Barra d Cores Deslocamentos Reacdes e Esf. Interno Barra d Cares

Deslocamentos {indice do nd, %, v, 2} - {(metros) Ll Total Displac ¥ Displac. ¥ Displac. Z Displac.
1 0.000000 0.000000 0.000000

2 0.035405 -0.000052 -0.158873
3 0.129118 0.000350 -0.273972
4 0.253042 0.001211 -0.345598 0.06
5 0.418004 0.002404 -0.373795
6 0,575060 0.003711 -0.358454
7 0.717891 0.004885 -0.299719
§ 0.5825489 0.005594 -0.197236
9 0.819883 -0.063713 -0.055342
10 0.814048 -0.065718 0.040330
11 0.80813% -0.026659 0.089238
12 0.802141 0.027084 0.091650
13 0.796133 0.068871 0.047532
14 0.790286 0.072399 -0.043293
15 0.000000 0©.000000 -0.000000
16 0.033%48 0.000190 -0.151518
17 0.123739 0.001004 -0.260961
18 0.252067 0.002650 -0.328627
19 0.400173 0.004234 -0.354294
20 0,550897 0.007477 -0.338157
21 0.684863 0.009735 -0.280257
22 0,785153 0.011453 -0.180280

0.0
0.04

0.02

oo

-0.2
002

—0.06

Fonte: (AUTOR, 2022)

Realizado uma analise linear do problema, observa-se outra vez uma excelente
aproximagao dos resultados entre o algoritmo e o software MASTAN2. O tempo decorrido para

o algoritmo realizar os calculos e apresenta-los na GUI, levou cerca de 0,470 segundos.
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Tabela 4.4 — Problema 2 — Resultados numéricos com 21 elementos

Deslocamentos nodais - Analise Linear
Rotina Implementada MASTAN?2

No x(m) y(m) $(rad) N6 | x(m) y(m) $(rad)

8 0,846398 0,010902 -0,203551 3| 08464 | 0,0109 -0,2036
22 0,822826 -0,010902 -0,194979 4 | 0,8228 | -0,0109 -0,195

Parametros Geométricos e Material utilizados
E 2100000 Pa A 0,002 m? I 0,00005 m*
Parametros do Modelo Estrutural

Nos 22 Elementos 21 Graus de Liberdade 66

Fonte: (AUTOR, 2022)

Ja na analise ndo linear, os resultados apresentaram proximidade nos deslocamentos
horizontais e rotacgdes, ¢ resultando em uma razoavel diferenca nos deslocamentos verticais. O
tempo decorrido para o algoritmo realizar os calculos e apresenta-los na GUI, levou cerca de
3,755 segundos. A conclusdo da analise ocorreu por meio do critério de iteragdes, isto &,
alcangou o numero maximo de 20 iteragdes, como informado a rotina, apresentando um erro de
0,002118 (2,118.10°) superior a tolerancia exigida.

Figura 4.16 — Problema 2 — Deformada da estrutura
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Fonte: (AUTOR, 2022)

Figura 4.17 — Problema 2 — Deformada da estrutura software MASTAN?2
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Fonte: (AUTOR, 2022)



Tabela 4.5 — Problema 2 — Resultados numéricos com 21 elementos e 20 iteragdes

Deslocamentos nodais - Analise NAO Linear

Rotina Implementada MASTAN?2

No x(m) y(m) ¢(rad) N6 | x(m) y(m) $(rad)

8 0,82549 0,00569 -0,197236 3| 08076 | -0,0944 -0,1967
22 | 0,78515 0,01145 -0,18026 4| 0,7878 | -0,1118 -0,1917

Parametros Geométricos e Material utilizados
E 2100000Pa A 0,002 m? I 0,00005 m*
Parametros do Modelo Estrutural

Nés 22 Elementos 21 Graus de Liberdade 66

Fonte: (AUTOR, 2022)
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Pode-se concluir, que os resultados poderiam vir a convergir aumentando, portanto, o nimero

de iteragdes. Mantendo-se os mesmos parametros e elevando o nlimero de iteragdes para 40,

obteve-se os seguintes resultados. Levou cerca de 21,221 segundos e erro de 0,000023.

Tabela 4.6 — Problema 2 — Resultados numéricos com 21 elementos e 40 iteracdes

Deslocamentos nodais - Analise NAO Linear
Rotina Implementada - 20 iteracdes Rotina Implementada - 40 iteracdes
N¢ x(m) y(m) $(rad) N6 | x(m) y(m) $(rad)
8 0,80373 -0,0015 -0,190424 | 3 | 0,82549 | 0,00569 -0,197236
22 | 0,74322 0,03655 -0,163616 | 4 | 0,78515 | 0,01145 -0,18026
Parametros Geométricos e Material utilizados
E 2100000Pa A 0,002 m? | 0,00005 m*
Parametros do Modelo Estrutural
Nés 22 Elementos 21 Graus de Liberdade 66

Fonte: (AUTOR, 2022)

Nota-se uma pequena melhora na convergéncia dos resultados dos deslocamentos verticais, no

entanto houve imprecisdo nos deslocamentos horizontais do né 22. Conclui-se que a rotina

necessita de revisdo, e que os resultados se aproximam, mas de forma insatisfatoria.

4.6 Problema 3 — Analise Nao-Linear

O ultimo problema proposto trata-se de um portico idéntico ao segundo problema

analisado, utilizando-se duas versdes do modelo, com 20 elementos (j& analisado neste trabalho)

e 160 elementos, com 20 iteragdes e tolerancia de 1.107.
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Figura 4.18 — Problema 3 — Analise Nio Linear

g
25kN T
§- Parametros Geométricos e Material
= il Médulo de Elasticidade (E) 21000000 Pa
S Area da Se¢do Transversal (A) 0,002 m?
25kN T Momento de Inércia (I) 0,00005 m*
4’ —
[ 10.00 I 10.00 |
Fonte: (AUTOR, 2022)
Tabela 4.7 — Problema 3 — Resultados numéricos da analise linear com 20 elementos
Deslocamentos nodais - Analise Linear
Rotina Implementada MASTAN?2

No x(m) y(m) ¢(rad) [N6| x(m) y(m) ¢(rad)

5 2,637396 0,011019 -0,042801 |13| 2,637 0,01102 -0,0428

4 2,261724 0,010495 -0,084012 |16 2,266 0,01049 -0,08401

3 1,592416 0,008842 -0,131414 | 7 1,592 0,00884 -0,1314

2 0,685433 0,005427 -0,153368 | 4 | 0,6854 | 0,00543 -0,1534

Parametros Geométricos e Material utilizados
E 21000000 Pa A 0,002 m? I 0,00005 m*
Parametros do Modelo Estrutural

Nés 15 Elementos 20 Graus de Liberdade 45

Fonte: (AUTOR, 2022)

Na analise ndo linear com 15 elementos e 20 iteragdes os resultados apresentaram certa
discrepancia. Levou cerca de 3,192 segundos e erro de 0,004097.

Tabela 4.8 — Problema 3 — Resultados numéricos da analise ndo linear com 20 elementos

Deslocamentos nodais - Analise NAO Linear

Rotina Implementada MASTAN2
N6 | x(m) ym) | ¢(rad) [No| x(m) [ y(m) d(rad)
5 2,95912 | 0,13826 | -0,0611 [13| 2,611 -0,1727 -0,04312
4 2,48424 | 0,12423 | -0,1032 |16 | 2,235 -0,1592 -0,08409
3 1,71007 | 0,09763 | -0,1489 | 7 | 1,571 -0,1167 -0,1309
2 0,71624 | 0,05765 | -0,1627 | 4 | 0,6775 | -0,0402 -0,1518
Parametros Geométricos e Material utilizados
E 21000000 Pa A 0,002 m? I 0,00005 m#
Parametros do Modelo Estrutural
Nés 15 Elementos 20 Graus de Liberdade 45

Fonte: (AUTOR, 2022)
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Alterando-se dois parametros, a quantidade de elementos e iteracdes, fo1 possivel chegar
em resultados mais proximos quando comparados ao sofiware MASTAN2. Apds algumas
tentativas, 7 iteragdes apresentou um tempo de 34,743 segundos. Os resultados com mais
iteragdes ndo apresentaram diferengas significativas.

Os resultados da analise ndo linear abaixo trata-se do modelo com 155 elementos e 7
iteracdes. Novamente os resultados apresentaram uma perceptivel melhora na proximidade nos
deslocamentos horizontais e rotagdes, porém os deslocamentos verticais continuam a apresentar
imprecisdo.

Tabela 4.9 — Problema 3 — Resultados numéricos da analise nio linear com 160 elementos

Deslocamentos nodais - Analise NAO Linear
Rotina Implementada MASTAN?2
N6 |  x(m) y(m) $(rad) N6 | x(m) y(m) $(rad)
25 | 2,66041 | 0,02806 -0,044559 13 | 2,611 -0,1727 -0,04312
19 | 2,27626 | 0,02532 -0,085519 16 | 2,235 -0,1592 -0,08409
13 | 1,59967 | 0,01977 -0,13248 7 1,571 -0,1167 -0,1309
7 0,68744 | 0,01129 -0,153875 4 | 06775 | -0,0402 -0,1518
Parametros Geométricos e Material utilizados
E 21000000 Pa A 0,002 m? I 0,00005 m*
Parametros do Modelo Estrutural
Nés 155 Elementos 160 Graus de Liberdade 465

Fonte: (AUTOR, 2022)

Figura 4.19 — Problema 3 — Deformada da estrutura
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Figura 4.20 — Problema 3 — Deformada da estrutura software MASTAN2
N1 o o - T N14 0t o NS T
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Fonte: (AUTOR, 2022)

5 CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho consistiu, antes de apresentar e validar a rotina implementada, expor ao leitor
a importancia do estudo do comportamento nio-linear em estruturas, topico este ndo comentado
durante o curso de graduagdo e que estd presente inclusive em normas A tratativa do tema
durante o desenvolvimento do trabalho, buscou ser objetiva e intuitiva, apresentando as
principais equagdes e quando possivel, uma explicacdo fisica e pratica, pois o tema em sua
grande parte ¢ bastante complexo.

Além do estudo voltado para a resisténcia dos materiais e analise estrutural, foi
necessario ainda aliar a um conhecimento pouco explorado durante a graduacéo de engenharia
civil, a programacdo computacional. Este aspecto do trabalho foi inteiramente estudado de
forma independente pelos integrantes do trabalho, a fim de estabelecer uma sequéncia logica
para a resolucdo dos problemas propostos.

Dito isto, fica evidente que, o presente projeto serviu como uma excelente base de
aprendizado, tanto na analise estrutural voltada para a engenharia civil, quanto na programacao
envolvida, reforcando assim, as bases dos conhecimentos adquiridos durante o curso.

Os objetivos do trabalho foram em parte alcancados. Quanto a analise linear, os
resultados de deslocamentos e rotagdes obtidos apresentaram satisfatoria convergéncia quando
comparados aos resultados dos sofiwares Ftool e MASTAN?2. O calculo das reagdes, e esforcos

solicitantes axial, de flex@o e cisalhante, ndo foram implementados na rotina, ficando, portanto,
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como sugestdo da continuidade do aperfeicoamento do algoritmo até entdo escrito, pois sdo por
meio destes esfor¢os que os elementos estruturais sdo dimensionados na pratica.

A respeito dos resultados obtidos nas analises ndo-lineares, de fato, esperava-se maior
precisdo. Foi realizado diversas revisdes no codigo implementado, no entanto, nenhuma
incongruéncia tedrica e computacional foi encontrada, ficando portanto, como sugestdo de
trabalhos futuros, a adoc¢do de outro método de solugdo de sistemas ndo lineares, como visto no
item 2.7.4, trazendo assim um comparativo da precisdo de cada método incremental-iterativo,
pois como ja dito, o método de Newton-Raphson ndo descreve com eficiéncia a trajetoria de
equilibrio, isto é, curva carga-deslocamento que apresenta pontos limites (equilibrio ou
estacionariedade), podendo apresentar resultados insatisfatorios..

Por fim, o material apresentado neste trabalho serve como uma fonte inicial e basica do
estudo da analise linear e ndo-linear geométrica (NLG), apresentando aspectos teoricos/fisicos

e computacionais que podem vir de interesse a futuras pesquisas académicas.
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