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Resumo

Neste trabalho, serdo apresentados os principais métodos de solu¢do de equacdes polino-
miais do terceiro e do quarto graus. Dentre os principais métodos que serdo abordados
neste trabalho destacam-se: o Método de Cardano-Tartaglia, as relagdes de Girard, o
algoritmo de Briot-Ruffini, o isolamento de raizes via Teorema do Valor Intermediério e
0 Método de Newton.

Palavras-chave: Equagdes; Métodos; Solucdo; Polinomial.



Abstract

In this work, will be presented the main methods of solving polynomial equations of
the third and fourth degrees. Among the main methods that will be addressed in this
work, the following stand out: the Cardano-Tartaglia Method, the Girard relations, the
Briot-Ruffini algorithm, the isolation of roots via the Intermediate Value Theorem and

the Newton’s Method.

Keywords: Equations, Methods, Solution, Polynomial.
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INTRODUCAO

A procura por solugdes de equagdes polinomiais € um problema bastante antigo
e de grande importancia em Matemadtica. Diversos problemas advindos de quase todas as
areas do conhecimento podem ser modelados e resolvidos por meio do estudo de equacdes
polinomiais, dentre as quais destacam-se as equagdes que envolvem polindmios de grau
mais baixo como, por exemplo, os polindmios de primeiro, segundo, terceiro e quarto
graus. Isto devido a praticidade de se contar com férmulas explicitas para encontrar a
solucgdo.

Neste trabalho, daremos foco ao estudo da solubilidade de equacdes envolvendo
polindmios de terceiro e quarto graus (também denominadas equagdes cubicas e quarticas,
respectivamente) devido a pouca quantidade de material concreto existente nos topicos de
matematica sobre o assunto.

De acordo com EVES (2011, p. 302), "o feito matematico mais extraordindrio do
século X VI foi a descoberta, por matematicos italianos, da solucdo algébrica das equacdes
cubicas e quarticas".

Os primeiros registros de solucdo de uma equacao cubica data por volta de
1515 quando Scipione del Ferro (1465-1526), professor da Universidade de Bolonha,
conseguiu encontrar, por meio de métodos algébricos, uma solucdo para a equagdo
4+ mx—n=0. Em um primeiro momento, Ferro decidiu ndo divulgar seu resultado,
mas compartilhou o achado com Antonio Fior, que na época era seu aluno. Anos depois,
em torno de 1535, Tartaglia, como era conhecido Nicolo Fontana de Brescia, divulgou
que havia desenvolvido um método algébrico para obter uma solucdo para a equagdo
x> + px* —n = 0. Fior, duvidando que o resultado obtido por Tartaglia fosse verdadeiro,
o provoca desafiando-o para uma competicao cujo objetivo era encontrar solucdo para
a equacgdo do terceiro grau. Tartaglia aceita o convite e, mesmo com os dias contados
para a competi¢ao, consegue o trunfo de também resolver a equagao cubica resolvida por
Ferro sem a presenca do termo quadratico. No dia combinado para a disputa, por saber
resolver dois tipos de ctibicas enquanto Fior somente sabia resolver um tipo, Tartaglia foi
declarado vencedor da disputa.

Tempos depois, o médico e professor Girolamo Cardano consegue extrair de

Tartaglia a esséncia da solucdo da equagdo do terceiro grau, apos uma promessa de manter



Introducao 10

segredo sobre o assunto, que nio foi cumprido quando, em 1545, Cardano publica um
tratado de dlgebra denominado Ars Magna que continha a solu¢@o proposta por Tartaglia
para equagao cubica. Tartaglia protestou, mas Ludovico Ferrari debateu justificando que
seu mestre Cardano recebeu noticias de Ferro, por meio de uma terceira pessoa, ao
mesmo periodo que incriminava Tartaglia de ter copiado a mesma origem. A partir disto,
houve uma grande discussio a respeito da autoria de Tartaglia. Nos dias de hoje ainda
encontram-se muitas variacdes em relacao aos detalhes da trama, pois segundo a histodria,
ndo se sabe quem de fato dissera a verdade.

Tempos depois, em 1540, o matemdtico italiano Zuanne de Tonini da Coi
desafiou Cardano a resolver o problema de encontrar um método para solugao de equagdes
do quarto grau na forma geral. Cardano foi incapaz de resolver tal problema, porém seu
discipulo Ferrari o resolveu e esse resultado também consta na Ars Magna de Cardano.

Com o passar dos anos encontraram-se outras solugdes algébricas das equacoes
cubicas e qudrticas gerais. Outros matematicos, como Viete, Descartes, Euler e Lagrange,
também trabalharam em técnicas para resolver equacdes cubicas e qudrticas. De forma
mais precisa, a resolucdo de uma equacdo qudrtica se reduz a resolu¢cdo de uma equacao
cubica associada a ela. Outras histdrias sobre o surgimento dos métodos para solucdo
de equagdes cubicas e qudrticas constam nos livros de histéria da matemdtica, porém,
neste trabalho, optou-se por descrever de maneira resumida a apresentada acima, que foi
descrita de maneira fascimante no livro de Eves ([3], 2011)

Neste sentido, este trabalho tem por objetivo estudar e desenvolver, de maneira
formal, diversos métodos de solubilidade de equacdes polinomiais do terceiro e do quarto
graus com coeficiente real. A metodologia utilizada para o desenvolvimento deste trabalho
fundamentou-se no estudo, pesquisa e andlise das bibliografias listadas nas referéncias
bibliogréficas com intuito de dar embasamento e fundamentacao tedrica ao trabalho. Com
1ss0, este trabalho serd dividido em trés capitulos, como serd apresentado a seguir:

No primeiro capitulo, serd apresentado um breve estudo tedrico sobre equagdes
polinomiais, seus conceitos, propriedades e alguns teoremas.

No segundo capitulo, serdo abordados os métodos de solubilidade de equagdes
do terceiro grau por meio das principais técnicas para obtencdo de solugdo. Para isso,
serdo utilizadas as relacdes de Girard, o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, o Método
de Cardano-Tartaglia e 0 Método de Newton. Mas antes, serd mostrado um método para
isolamento e localizagdo de raizes de equagdes do terceiro grau.

No terceiro capitulo serdo apresentados os métodos de solubilidade de equacgdes
do quarto grau. Para isso, serdo utilizados o Método de Cardano-Tartaglia e o0 Método de

Newton.



CAPITULO 1
EQUACOES POLINOMIAIS: CONCEITOS,
PROPRIEDADES E ALGUNS TEOREMAS

Neste capitulo, serd apresentado um breve estudo tedrico sobre equacdes polino-
miais com objetivo de dar base e fundamento para o estudo de solubilidade de equagdes
polinomiais de terceiro e quarto graus. Os principais resultados deste capitulo se baseiam
nos trabalhos de Fernandez e Santos ([5], 2010), Neto ([12], 2016), Novaes ([13], 2018)
e Rechtschaffen ([14], 2009).

Primeiro, serd definido o que se entende por polindbmio. Em seguida serdo

estabelecidos resultados de existéncia de solucdo de uma equagdo polinomial real.

Definicao 1.1 Um polindmio na varidvel x é uma funcdo p : R — R dada por
p(x) = aux" +ap X"+t ax +aixtag, a;€R, 0<i<n. (1-1)

Na defini¢do acima, as constantes reais ag,ay, - - - ,a, sdo chamadas de coeficien-
tes e n é o grau do polindmio p. E importante destacar que os coeficientes ag,ay,---,a,
podem ser nimeros complexos, porém, por uma questdo de simplicidade, neste traba-
lho optou-se por estudar somente polindmios cujos coeficientes sdo reais. A seguir, serd

definido o que se entende por uma equagdo polinomial.

Definicao 1.2 Sejam p| e ps polinémios na varidvel x. Denomina-se equacao polino-

mial a toda igualdade da forma

p1(x) = pa(x), xe€C. (1-2)

Neste caso, x € C é uma solu¢do de uma equagao polinomial se a igualdade em
(1-2) for verdadeira. As solugdes de uma equagdo polinomial sdo denominadas raizes da
equacao e o conjunto solug@o S € o conjunto de todas as raizes desta equacao. Neste caso,
denota-se S = {x € C; pi(x) = p2(x)}.
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Além disso, se duas equacdes polinomiais tem conjunto solugdo iguais, entdo
estas equacdes sao ditas equivalentes. Pode-se obter equacdes polinomiais equivalentes

modificando uma equagio polinomial por meio de operacdes elementares!. Por exemplo,

1. Se h é um polindmio na varidvel x, entdo as equagdes p;(x) = p2(x) e p1(x)+h(x) =
p2(x) +h(x) sdo equivalentes, ou seja, tem 0 mesmo conjunto solugio;
2. Se k € R é uma constante nio nula, entao as equagdes polinomiais p;(x) = p2(x) e

kp1(x) = kp>(x) sdo equivalentes, ou seja, tem 0 mesmo conjunto solugdo.

Conhecendo-se as operacdes acima, pode-se transformar a equagdo (1-2) na

forma irredutivel
p(x) =0, (1-3)

onde p € um polindmio cujo grau € o maior grau entre os graus de p; e p>. Com efeito,

somando —p,(x) de ambos os lados de (1-2), tem-se

p1(x) — pa(x) = pa(x) — pa(x) (1-4)

e, consequentemente, p;(x) — p2(x) = 0. Definindo p(x) = p;(x) — p2(x), tem-se (1-3).
Manipulagdes algébricas em equacdes polinomiais (como a manipulacdo reali-
zada acima) sdo feitas para simplificar a equacao a ser resolvida. Um método prético que
€ comumente utilizado é fazer uma mudanca de varidvel com objetivo de transformar a
equagdo p(x) = 0 em uma equacdo mais simples ¢g(y) = 0, de forma que as raizes das
duas equagdes se relacionam por meio de uma lei y = f(x).
A definicdo a seguir conceitua o que se entende por uma raiz (ou solugdo) de

uma equagio polinomial da forma p(x) = 0.

Definicao 1.3 Seja p um polinomio de grau n > 1. Diz-se que xq é uma raiz da equacdo

p(x) =0 se p(xo) = 0.

O teorema que serd apresentado a seguir ¢ um dos mais importantes resultados
da teoria das equacdes polinomiais e, em esséncia, garante existéncia de solu¢des de uma

equagao polinomial.

Teorema 1.4 (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polinomio de grau n > 0 com

coeficientes reais possui, no mdximo, n raizes distintas.

Demonstracao: Seja p um polindmio com coeficientes reais e de grau n. A prova serd

feita por indugdo sobre n. Com efeito, para n = 0, o polindmio p € constante e, por isso,

'Operacdes elementares sio operacdes realizadas em uma equagio polinomial que ndo alteram o
resultado desta equagdo.
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ndo tem raiz. Suponha agora que a hipétese seja verdadeira para todo polindmio de grau
n, isto €, suponha que todo polindmio de grau n tem, no maximo, »n raizes distintas. Seja p
um polindmio de grau n+ 1 e suponha que xo € uma raiz de p. Consequentemente, existe
um polindmio ¢, de grau n, tal que, p(x) = (x —xp)g(x) (veja Teorema 1.5). Pela hipStese
de inducdo segue que p tem, no méiximo n + 1 raizes distintas (xp € as n raizes de g),

provando assim o teorema.
0J

Um fato importante a se observar, é que existem diversas versdes do Teorema
Fundamental da Algebra apresentadas nos livros de Matemdtica. Porém, todas elas
convergem para o mesmo resultado: a existéncia de raizes para uma equacao polinomial.
Neste trabalho, optou-se apresentar a versdo mais simples e de melhor entendimento para
o leitor. Outras versodes deste teorema podem ser encontrados nos livros de matematica
bésica e dlgebra do ensino superior.

Uma consequéncia do Teorema Fundamental da Algebra é a garantia de que todo
polindmio de grau n > 1 que possui n raizes distintas pode ser fatorado como produto de

fatores lineares. Isto é, se

p(x) = anxX" +ap 1 X" faixt+ag, ¢ €R, n>1, (1-5)

e xp,- - ,X, sdo raizes da equacdo p(x) = 0, entdo p pode ser decomposto como o seguinte
produto:

P(x) = an(x = xn) (X = Xp—1) -+~ (x —22) (x = x1), (1-6)

Além disso, a fatoragdo acima € tnica a menos da ordem dos fatores. No caso
particular em que o polindmio p tem pelo menos uma raiz xp, o Teorema Fundamental da
Algebra garante que p é divisivel pelo polindémio g(x) = x—xo. Este resultado € conhecido

como Teorema de D’Alembert ou Teste da Raiz.

Teorema 1.5 (D’Alembert) Seja p um polinomio de grau n > 1. Entdo, xo é raiz de

p(x) = 0 se, e somente se, p € divisivel por x — xy.
Demonstracao: Primeiro, suponha que p tenha a forma

p(xX) = apxX" +ap_ 1 X"+t ax® +ayx+ag, ag,---,an €R, (1-7)
e que xo € uma raiz da equagdo p(x) = 0, ou seja, p(xp) = 0. Assim,

p(x) = p(x)—p(xo) = apx" +- - +apx* +a1x+ag — apxly — - - - — axxg — a1xo — ag
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= ap(X" =)+ ax(x* = x§) + a1 (x — x0)
n—1 o
= an(x—xo)Zx(”*l)*’xf,—k-~~+a2(x—xo)(x+xo)+a1(x—xo)
i=0
n—1 o
= (x—x0) <an Z x(”fl)fle) +--Fax(x+x0) +a1>, (1-8)
i=0
n_l . .
e, definindo g(x) = a, Y x4 gy (x+x0) 4 a1, tem-se p(x) = (x —x0)q(x).
i=0

A igualdade acima implica que p € divisivel por x — xp. Reciprocamente,
se p é divisivel por x — xp, entdo existe um polindmio g(x) de grau n — 1, tal que,
p(x) = (x —x0)g(x). Assim, p(xp) = (x0 —x0)g(x0) = 0 e, consequentemente, xy é uma
raiz da equacdo p(x) = 0.

O
Além disso, se ry,r2,- -, r; sdo raizes distintas de um polindmio p de grau n,
com multiplicidades my,my, - - - ,my, respectivamente, entdo p pode ser fatorado como
p(x) = an(x—r1)"™ (x—r2)"™ -+ (x = re)™, (1-9)
ondem; >1,com j=1,--- ke m; +my~+---+m; = n. Neste caso, diz-se que a raiz r;

possui multiplicidade m;.

Considerando o polindmio do quarto grau p(x) = 3x* —3x3 —3x* — 3x— 6, por
exemplo, tem-se, pelo Teorema Fundamental da Algebra, que p tem no maximo quatro
raizes distintas, a saber, x; = —i, xo =i, x3 = —1 e x4 = 2. Consequentemente, p pode ser

decomposto como um produto de fatores dado por
p(x) =3(x+i)(x—i)(x+1)(x—2). (1-10)

Observe que as raizes do polindmio acima tém multiplicidade 1.

O teorema a seguir garante que o resto da divisdo euclidiana de um polindmio p
pelo polindmio x — x; € igual ao valor numérico de p em x1, para x; € R. Este resultado
€ denominado Teorema do Resto e a demonstracao apresentada se baseia nos resultados
de Novaes ([13], 2018).

Teorema 1.6 (do Resto) Seja p um polinomio de grau n > 1 e xo € R. Entdo, o resto da

divisdo de p por x —xq é p(xp).

Demonstracdo: Pelo algoritmo da divisdo, existem polindmios g(x) e r(x), tais que,

p(x) = (x—x0)q(x) + r(x), (1-11)
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onde o grau de r € menor que o grau de x —xo. Como x — x( tem grau 1, segue que r é um

polindmio constante. Logo, r(x) = r(xp), para todo x. Defina r = r(x). Assim,

p(x0) = (xo —x0)q(x0) +r=r (1-12)

O

O teorema que serd apresentado a seguir caracteriza as raizes complexas de um
polindmio p. Em esséncia, esse resultado garante que se p tem raiz complexa, entao esse

polindmio admite pelo menos duas raizes complexas: a raiz e seu conjugado.

Teorema 1.7 (Teorema das raizes complexas conjugadas) Se uma equacdo polinomial
de coeficientes reais tem raiz complexa z = a+ bi, com a,b € R e b # 0, entdo o niimero
complexo conjugado 7 = a — bi também é raiz desta equagdo. Além disso, se 7 =a+ bi é

raiz de multiplicidade k, entdo 7 = a — bi também é raiz de multiplicidade k.

Demonstracio: Sejam p(x) = a,x" + a, 1 X" ' + - 4+ axx? + ajx + ap, onde
ap,ai, -+, a, € R, e z=a+ bi, a,b € R, uma raiz da equagio polinomial p(x) = 0.
Entao,

an? +an 12"+t aw? +aiz+ayg=0. (1-13)

Sendo Z o conjugado complexo de z e sabendo que Z* = 2, para todo k € N,

tem-se que,

p(Z) = anzn+an_lzﬂ—l+'._+a222+a12+a0

= @'+ a1Vt ar?+aiz+ao
= @' tap 177V @ +az+ag
= @' tap 127+ a2 +aiz+ag

= 0. (1-14)

Portanto, 7 = a — bi é raiz da equagé@o polinomial p(x) = 0. Além disso, se o
conjugado de cada raiz complexa é também uma raiz complexa, segue, deste fato, que se

z é uma raiz de multiplicidade k, entdo seu conjugado também tem multiplicidade k.

Considere, por exemplo, o polindmio do quarto grau
p(x) =3x* —3x° —3x —3x— 6 (1-15)

e suponha que se conheca um zero complexo e um zero real deste polindmio, a saber,

xo =i e x;1 = —1. Deseja-se determinar os demais zeros deste polindmio. Para isto,
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primeiro observe que p é um polindmio que tém coeficientes reais. Assim, pelo Teorema
das Raizes Complexas Conjugadas se i € um zero de p, entdo —i também serd. Como
tem-se dois zeros complexos e um zero real, pelo Teorema das Raizes Complexas
Conjungadas, tem-se que o zero que falta encontrar €, necessariamente, um nimero real.
Utilizando o Teorema de D’Alembert, tem-se que p é divisivel por g(x) = (x —i)(x+
i)(x+1) = x> + x> 4+ x4+ 1. Pelo método da chave, tem-se

3t =33 —3x2—3x—6 | ¥ +x2+x+1

—3x* —3x% —3x2 —3x 3x—6
—6x3 —6x* —6x—6
63 +6x2+6x+6
0
Logo,
p(x) =3x* =32 =32 —3x—6= (P + x> +x+1)(3x—6). (1-16)

Resolvendo a equacio p(x) = 0, tem-se (x> + x> 4+x+1)(3x —6) = 0 e, con-
sequentemente, 3x — 6 = 0. Disto, segue que x = 2 €, também, um zero de p. Portanto,

xo =i, x1 = —1, xop = —i e x3 = 2 sdo todos os zeros do polindmio p.

O teorema’ que serd apresentado a seguir relaciona os coeficientes de um

polindmio com suas raizes racionais.

Teorema 1.8 (Teorema das raizes racionais) Sejam p,q € 7 primos entre si. Se P g
q
raiz da equagdo polinomial p(x) = ax" + ap_ (X" ' 4 -+ +ayx* + ajx +ap = 0, com

ap,---, a, € Z, entdo p é divisor de ag e q é divisor de ay,.
~ . . . ) 2 . .
Demonstracdo: Sejam p,g € Z primos entre si € suponha que — seja uma raiz racional
q
de p(x) =0, ou seja,

n n—1 2
anp—n—i-an_l%—i-...—i-azp—z-i-alg-i-ao:O (1-17)
q q q q

Multiplicando ambos os lados da equacdo (1-17) por ¢", obtém-se

anp" + an1p" g+ anop" g + ..+ aipgd" ! +aog" =0 (1-18)

’E importante ressaltar que a aplicabilidade deste teorema se d4 somente para polinémios com coefici-
entes inteiros.
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Isolando o termo a,p" do lado esquerdo da equacdo (1-18) e colocando g em

evidéncia do lado direito desta mesma equacgdo, segue que
anp” = —qlan1p"' +an2p" g+ ...+ arpg" > +aog" ). (1-19)

Por outro lado, isolando o termo apq" do lado esquerdo da equagdo (1-18) e

colocando p em evidéncia do lado direito desta mesma equacdo, segue que

aoq" = —planp™ ' +an1p" 2q+ ... +aiqg" ") (1-20)

Defina
o = (a1p" ' Fanop" g+ . taipgd +aog" ) (1-21)
B = (anp" ' +an1p" 2qg+...+arq" ). (1-22)

Disto, e das equagdes (1-19) e (1-20), resulta que

ap" = —qu (1-23)
n
aoq" = —pP. (1-24)
Como ag,ay,--,an, p € q sdo todos inteiros, segue que o e J também sdo inteiros
n n . . . L . ., L
e, consequentemente, % e % 3o inteiros. Assim, a,p" é divisivel por g e apq" é

divisivel por p. Disto, e do fato de p e g serem primos entre si, segue que a, ¢ divisivel

por g e agp € divisivel por p. Isto prova o teorema.
O

O teorema acima fornece informacdes importantes para encontrar solucdes
racionais de equacdes polinomiais com coeficientes inteiros. Mais precisamente, para
encontrar tais solucdes € suficiente encontrar os divisores dos termos a, € agp, formar
nimeros racionais com estes divisores e verificar quais destes nlimeros sao solucdes da
equagdo. O exemplo a seguir ilustra este argumento.

Considere a equacio polinomial p(x) = 2x> + 3x*> — 8x+ 3 = 0, por exemplo.
Veja que os coeficientes de p sdo inteiros e, por isto, pode-se encontrar solucdes racionais
para esta equacdo. Pelo Teorema das Raizes Racionais tem-se que as possiveis solugdes

sdo da forma E, onde p € divisor de ag = 3 e ¢ € divisor positivo de a,, = 2. Assim,
q

pe{-1,1,-3,3} e g {1,2}. (1-25)
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Com isto, os candidatos as raizes racionais da equacgdo p(x) = 0 sdo

113 3
{—1,1,3,—3,—5,5,5,—5}. (1-26)
Verificando cada termo desse conjunto, tem-se:
e parax = —1,
P(—1)=2(—1)+3(=1)2—8(-1)+3 =12, (1-27)
e, por isso, x = —1 ndo é raiz da equagdo p(x) = 0.
e parax =1,
p(1)=2(1+3(1)2—8(1)+3=0 (1-28)

Com isso, x = 1 é raiz da equagdo p(x) = 0. Pelo Teorema de D’ Alembert, p(x)
¢ divisivel por x — 1. Procedendo com a divisdo de p(x) por x — 1 por meio do método da
chave, encontramos que

p(x) = (x—1)(2x* 4+ 5x—3). (1-29)

Assim, o problema de resolver a equagdo p(x) = 0 se reduz a conhecer as raizes
da equagio do segundo grau 2x% 4 5x — 3 = 0. Pela Férmula de Bhéskara segue que as
raizes desta equagdo do segundo grau s@do x = -3 e x = % Como estas raizes sdo também

raizes da equagdo p(x) = 0, segue que as solugdes de p(x) = 0 sdo dadas por
1
X0 = -3, x1 :E’ xy = 1. (1-30)

No capitulo seguinte estudaremos métodos de solubilidade de equagdes do

terceiro grau por meio de métodos algebricos e numéricos.



CAPITULO 2
EQUACOES POLINOMIAIS DO TERCEIRO
GRAU: METODOS DE SOLUBILIDADE

Neste capitulo, serdo apresentadas as principais técnicas para obtencdo de solu-
cdo de equagdes do tipo

f(x) =0, 2-1)

onde f: R — R € uma funcao polinomial cubica da forma
f(x) =ax® +bx* +cx+d, a,b,c,d €R (2-2)

Os resultados apresentados neste capitulo se baseiam nos trabalhos de Barroso
et al ([2], 1987), Filho ([7], 2019), Lima ([9], 1987), Lima ([10], 2006), Moreira ([11],
1994), Novaes ([13], 2018) e Ruggiero ([15], 1996).

Dentre as técnicas de solubilidade da equagdo do terceiro grau que serdo abor-
dadas neste trabalho destacam-se: As relacdes de Girard, o dispositivo pratico de Briot-
Ruffini, o Método de Cardano-Tartaglia e o Método de Newton.

Um passo importante no estudo de raizes de equagdes € a localizacao desta raiz.
Na secdo a seguir serd apresentada uma técnica para localizacdo (ou isolamento) de raizes

de equacgdes do terceiro grau.

2.1 Localizacao de Raizes

Nesta secdo, serd apresentado um método para isolamento e localizagdo das
raizes da fungdo polinomial cibica f(x) = ax® + bx* + cx +d, para a,b,c,d € R, com
a # 0. Mais precisamente, serd mostrado um resultado que garante existéncia de um
intervalo real que contém as raizes desta fungdo. Este resultado € conhecido como
Teorema do Valor Intermedidrio e serd enunciado a seguir. A demonstracdo que serd
apresentada se baseia nas ideias de Lima ([10], 2006) e Stewart ([16], 2013).
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Segundo Lima (2006, p. 77), o teorema do valor intermedidrio "é do tipo dos
chamados "teoremas de existéncia". Sob certas condicOes, ele assegura a existéncia de

uma raiz para a equagdo f(x) = c".

Teorema 2.1 (Teorema do Valor Intermediario) Sejam f : [a,b] — R wuma fungdo
continua e ¢ € R, tal que, f(a) < ¢ < f(b). Entdo, existe xo € (a,b), tal que, f(xo) = c.

Demonstracdo: Defina g : [a,b] — R por g(x) = f(x) — c. Observe que g é uma funcdo
continua, pois € a diferenca entre duas fungdes continuas. Além disso, g(a) = f(a) —ce
g(b) = f(b) —c. Logo, g(a) < 0 < g(b). Seja

_a+b

X0 ="~ (2-3)

Se g(xp) = 0, entdo f(xp) = c. Caso contrdrio, tem-se duas possibilidades:
g(x0) < 0 ou g(xp) > 0. Considere o caso g(xp) < 0 e defina a; = xp e by = b. Neste
caso, tem-se g(a;) <0 < g(b1). Seja

a; + by

X1 = 5 (2-4)

Se g(x;) = 0, entdo f(x;) = c¢. Caso contrario, tem-se duas possibilidades:
g(x1) < 0 ou g(x;) > 0. Considere o caso g(x;) < 0 e defina ap = x| e by = b. Neste
caso, tem-se g(a2) < 0 < g(b2). Seja

a)—+ by

Xy = T (2-5)

Se g(x2) =0, entdo f(xp) = c. Novamente, caso contrério, tem-se duas possibi-

lidades: g(x2) < 0 ou g(x2) > 0. Depois de n itera¢des, definindo

_ aptby
=5

Xn (2-6)
tem-se duas possibilidades: g(x,) < 0 ou g(x,) > 0. Seguindo este argumento sucessiva-
mente, pode-se construir uma sequéncia de intervalos |a;,b;] C R, para i € N, que satisfa-
zem [a,b] D |ay1,b1] D [az2,bz] D -+ D lan,by) D ---.

Assim, {a,ay,az,---,a,,---} é uma sequéncia crescente de nimeros reais e
{b,b1,by,---,by,---} é uma sequéncia decrescente de nimeros reais, tais que, g(a,) <

0 < g(b,). Pelo Teorema dos Intervalos Encaixados', existe pelo menos um xo € [ay,, b,)].

'Teorema (Intervalos Encaixados) [Lima (2006, p- 17)] Dada uma sequéncia decrescente I} O I, D
-++ DI, D --- de intervalos limitados e fechados I,, = [a,, b,], existe pelo menos um nimero real ¢, tal que,
c€l,, paratodon € N.
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Note que, lima, = xo = limb,,. Pela continuidade da funcao g,
0 < limg(b,) = g(x0) = limg(a,) < 0. 2-7)

Portanto, g(xp) = 0. Assim, f(xg) = c¢. O caso em que g(x,) > 0 segue por

analogia.
O

De acordo com Stewart (2013, p. 115), "o Teorema do Valor Intermedidrio afirma
que uma fungéo continua assume todos os valores intermedidrios entre os valores de f(a)
e f(b)".

O caso particular em que ¢ = 0 serd de fundamental importincia para mostrar
existéncia de solucdo para equagdo cubica. Este caso € denominado Teorema de Bolzano

e serd enunciado a seguir.

Teorema 2.2 (Bolzano) Se f : [a,b] — R ¢é uma fungdo continua e f(a) <0 < f(b),

entdo existe xo € (a,b), tal que, f(xo) = 0, isto é, xo é uma raiz da fungdo f.

Demonstracao: A prova é consequéncia direta do Teorema do Valor Intermediario

tomando ¢ = 0.
O

Seja f(x) = ax’ + bx* + cx+d, onde a,b,c,d € R, a # 0. O resultado a seguir
mostra que a funcdo f admite pelo menos uma raiz real e fornece um intervalo que contém

esta raiz. A prova dada segue as ideias em Lima ([10], 2006).

Teorema 2.3 Se f(x) = ax3 + bx* + cx +d, entdo existe pelo menos um xo € R, tal que,

f(xo) =0.

Demonstracao: Primeiro, note que f € uma fun¢do continua, pois toda fun¢do polinomial

¢é continua. Ainda,

b d
flx) = ax’ <1+—+%+—3>. (2-8)
ax ax* ax

Sem perda de generalidade, considere o caso a > 0. Assim, por (2-8), tem-se,

lim f(x)= lim ax’ = —co e lim f(x) = lim ax® = co. (2-9)
X——o0 X—y—o0 X—yo0 X——o0

Logo, existem o, € R, tais que, f(a) < 0 < f(B). Pelo Teorema de Bolzano,
existe xp € (o, B), tal que, f(xp) =0 e xo é uma raiz real de f.
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Em geral, equacdes polinomiais do grau impar com coeficientes reais tem pelo
menos uma raiz real. De fato, como as raizes ndo reais ocorrem aos pares € tais equagdes
possuem um nimero impar de raizes, entdo a0 menos uma dessas raizes precisa ser real.

Note que, o teorema acima garante que toda equacgao do terceiro grau admite pelo
menos uma solugdo real, mas nao garante unicidade da solucao no intervalo considerado.
Com isto, pode ocorrer de existir mais que uma solucdo neste intervalo. Para garantir
unicidade de solucdo € necessario conhecer informacdes adicionais sobre a fungdo. O
resultado apresentado a seguir mostra como garantir unicidade da raiz da funcdo cibica

no intervalo encontrado pelo Teorema anterior.

Teorema 2.4 Seja f(x) = ax® +bx?> + cx +d e suponha que f'(x) > 0 (ou f'(x) < 0),
para todo x € [a,b|. Entdo existe um tinico xo € [a,b), tal que, f(xo) = 0.

Demonstrac¢do: Suponha que f'(x) > 0, para todo x € [a,b]. Com isto, pelo teste da
primeira derivada, f é estritamente crescente em [a,b]. Consequentemente, f(x) < f(y),
para x < y. Suponha, por absurdo, que existam xg,x| € [a,b], tais que, f(xg) = f(x1) = 0.
Logo, tem-se dois casos,
(i) Se xp < x1, entdo 0 = f(x9) < f(x1) =0.
(ii) Se x1 < xp, entdo 0 = f(x1) < f(x0) = 0.

Em ambos 0s casos tem-se um absurdo. Portanto, xo = x| € xo € a Unica raiz de

fem [a,b]. O caso f'(x) < 0, para todo x € [a, b], é andlogo.

2.2 As Relacoes de Girard

As relacdes de Girard sdo um conjunto de equacdes que relacionam as raizes e os
coeficientes de uma equacgdo polinomial. Basicamente, este conjunto de equagdes forne-
cem uma importante ferramenta para determinacao das raizes da equacdo. A quantidade
de equagdes deste conjunto depende do grau do polindmio em estudo. O Teorema a seguir

mostra como determinar as relagdes de Girard para uma equagdo polinomial do grau n.

Teorema 2.5 (Relacoes de Girard) Se xi,x3,---,x,_1,X, sdo as solugcoes da equacdo

polinomial apx + ap_1xX"' + -+ arx® + a1x +ag = 0, entdo, para i # j # k,

(

ay—
Xp+x2+- X X, = -t
XX+ XX 4 XX, = =
ay—
X1X2X3 + + -+ XX jXg £ - Xp—2Xp— 1% = — = (2-10)
a,
XX Xp_1Xp = (—1)”£.
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Demonstracao: Como x,x2,- -, x,_1,X, sdo as raizes da fungao
f(x) = apX" + ap 1 X 4 4 ax® +aix+ ag, (2-11)
entdo f pode ser escrita da forma
X +ap 1 X" b ax farx+ag=ap(x—x1) (x—x2) - (X=X 1) (x—2x,). (2-12)

Assim, dividindo os lados da equagdo anterior por a, # 0, tem-se

= (x—xp)(x—x2) - (x—xp—1)(x —x)

= (x2 — (1 +x)x+x1x2) (x —x3) - (x = x5-1) (X — x)

= (x3 — (x1 +x2 +x3)x2 + (x1x2 +x1x3 + x0x3)x + x1200x3) (X — x4) -+ (X — Xp)

= X —Zx,x" I—I—Z Z xix X" 24 (= Hx,x] (2-13)

i=1 j=i+1

Disto e de (2-12), segue

IR ) et Hx,x] Ve R T
i=1

i=1 j=i+l n n
o que € equivalente as equagdes dadas em (2-10), provando assim o teorema.

O

No caso n = 3, sendo x, x; e x3 raizes de f(x) = ax® +bx* +cx+d = 0, entdo

pode-se escrever ax® + bx> 4+ cx+d = a(x — x1)(x — x2) (x — x3), de onde

X +bx -+ )H—g = (x—x1)(x—x2)(x—x3)

= (x2 — (1 +x2)x 4+ x122) (x — x3)

= X —x3x’— (x1 +x2)x2 + (1 F x2)x3X + X100X — X1 X0X3

= x> — (x1 +x2 4+ x3)x% + (X122 + X1X3 + X2X3 )X — X1 X23.
Assim, as Relacées de Girard para equacio ax® 4 bx? 4 cx +d = 0 se reduzem

X1+x+x3 = —

QS

(2-15)

X1X2 +X1X3 +X2X3

QR Q0

X1X2X3 = —
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Para encontrar as solucdes da equacio do terceiro grau x> — 9x> +23x — 15 =0,

por exemplo, basta resolver o sistema

x1t+x2+x3 = 9,
XX +x1x3+xx3 = 23, (2-16)
X1X2X3 = 15.

Observe que o sistema acima € muito complicado de resolver por métodos usuais
de matemadtica. Vale ressaltar que, para utilizacdo das equagdes de Girard, é necessario
conhecer alguma caracteristica das raizes da fungdo. Suponha, neste caso, que as raizes

X1, xp € x3 formam uma progressao aritmética de razao R. Assim, suponha
x1=xx—R e x3=x+R. 2-17)
Substituindo estas igualdades na primeira das equacdes de Girard, tem-se,
(2 —=R)+x2+ (x2+R) =9, (2-18)
donde x, = 3. Com isto, x> —9x2 +23x— 15 é divisivel por x — 3. Logo, pode-se escrever,
x> —9x? +23x— 15 = p(x)(x—3), (2-19)

onde p(x) é um polindmio do grau 2. Procedendo com a divisdo euclidiana acima para

obtengdo de p(x), tem-se p(x) = x> — 6x+ 5 e, consequentemente,
X —0x? +23x— 15 = (x—3)(x* — 6x+5). (2-20)
Note que, as rafzes da equaciio x> — 6x+ 5 = 0 sdo também rafzes de
X =% +23x—15=0. (2-21)

Portanto, x; = 1, x, = 3 e x3 = 5 sdo as solucdes da equagdo do terceiro grau
dada.

Note que a utilizagdo das relacdes de Girard somente € eficaz quando se conhece
alguma informagao adicional sobre as raizes da funcdo. Caso contrério, o sistema dado
em (2-10) torna-se de dificil solu¢do. Por isto, hd a necessidade de conhecer métodos
mais eficazes para obtencao de solucdo de equacdes do terceiro grau. Nas se¢des a seguir
serdo apresentados métodos alternativos para resolver equagdes polinomiais do terceiro

grau sem o conhecimento prévio de informagdes sobre as raizes destas equagdes.
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2.3 O Dispositivo de Briot-Ruffini

Nesta secdo, serd apresentada a forma geral do algoritmo de Briot-Ruffini para
obtencdo de solucdo para equacdes polinomiais do terceiro grau. De modo geral, o
dispositivo de Briot-Ruffini € utilizado como algoritmo para o processo de divisdo do
polindmio f(x) = ax" + a,_1xX* ' 4 --- + aox® + ax + ap por polindmios do primeiro
grau da forma g(x) = x —xp. No caso particular em que n = 3 e xo é uma raiz de f(x),
entdo o dispositivo de Briot-Ruffini se torna eficiente para resolver equacdes do terceiro
grau, uma vez que o polindmio resultante da divisdo de f(x) por g(x) é um polinémio do
segundo grau que pode ser resolvido pela féormula de Bhéaskara. Mais precisamente, se xq

é uma raiz de f(x), entdio pode-se decompor f(x) = azx’® + axx* + ajx + ag como
a3x3 + a2x2 +aix+ag = (x — xo) (a3x2 + (a3x0 -+ az)x + (a3x(2) +arxo +aq )) (2-22)

Consequentemente, as raizes da equagao a3x> +arx* +ajx+ag=0sdox=xpe

—(asxo+ax) + \/(a3x0 +ay)? —4as (a3x(2) +axxo+ay)
x= > . (2-23)
as

A seguir, serd descrito o algoritmo de Briot-Ruffini para solu¢do de equagdes
polinomiais. A ideia central é decompor o polindmio f(x) = a,x" +a, 1x" ' 4--- +
arx* 4+ ajx + ap como um produto de polindmios da forma f(x) = (x — xp)g(x) onde
g(x) = byx" ! +--- + byx + by é uma funcio polinomial do grau n — 1, xp é uma raiz

de f(x)eby,---,b, € R. Para isto, considere o polindmio f(x), de grau n, na forma geral

flx) = anX" + a1 X" - anx® Farx+a
= x(x(x(x(---x(xan +ap—1)+---aa) +az)+ax)+ay)+ao. (2-24)

Defina
b, =a,, b, 1 =xb,+a,_1, ---,bo =xbz+a>, by =xby+ay, by=xby+ag. (2-25)
Entdo, a equacgdo (2-24) se reduz a
f(x) = bo. (2-26)

Mais geralmente, o algoritmo de Briot-Ruffini pode ser escrito de forma com-
pacta como
b, =an, bi=xbi 1+a;, 0<i<n—1. 2-27)

O Dispositivo € comumente escrito na forma geral dada pela tabela a seguir:
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Coeficientes de f — ay an—1 e ar ap ao
Operagcdes— xo | 4 | bpxo+an_1 | - | baxo+ax | boxo+ay | bixo+ ag
Coeficientes de g — b, b,._1 e b, by bo

Disto, segue
F(x) = (x—x0) (buX" "' + by 1x" 2+ + b3x® + boxy + by). (2-28)
No caso particular em que f(x) = a3x® + axx®> +ayx +ag e xo é uma raiz de f,

o dispositivo de Briot-Ruffini para resolu¢éo da equacdo f(x) = 0 se reduz a decompor o

polindmio cubico utilizando o seguinte algoritmo:

as a aj ag
X0 4 bixo+a> | byxo+ar | bixo+ag
b3 = a3 by by 0

Desta forma:
f(x) = azx® + aox® + arx+ag = (x —x0) (b3x> +byx+by).

Em resumo, para resolver a equacio ctbica azx> + arx® + a1x + ap = 0, conhe-
cendo uma solucdo xq para esta equagao, é suficiente utilizar o dispositivo de Briot-Ruffini
para decompor a equagio na forma (x — xo) (b3x> + box + b1 ) = 0 e resolver a equagio do
segundo grau b3x> + box + b = 0 pelos métodos cléssicos.

Para encontrar os zeros do polindmio do terceiro grau f(x) = 5x> — 45x% +
130x — 120, por exemplo, basta observar que xo = 2 é um zero de f e utilizar o dispositivo

de Briot-Ruffini para decompor este polindmio. De fato, veja que
f(2)=5-2>-45.224130-2— 120 =0.

Assim, utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini para decompor o polindmio f,

tem-se
5 —45 130 —120
211 152-45| -35-24130 | —60-2+120
5 =35 60 0
Consequentemente,

f(x) = (x—2)(5x* — 35x + 60). (2-29)
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Com isto, f(x) = 0 se, e somente se, x = 2 ou 5x> — 35x + 60 = 0. Resolvendo

esta equacao quadratica pela férmula de Bhaskara, obtém-se:

X

_ —(—35)+4/(-35)2—4-5-60 35+5
B 2.5 10

e, com isto, x; = 3 e xp = 4. Assim, as raizes da equacgdo do terceiro grau 5% — 452 +
130x—120=0s30xg =2, x1 =3 ex; =4.

2.4 O Método de Cardano-Tartaglia

Nesta sec¢do, serd apresentado o Método de Cardano-Tartaglia para obten¢do de

uma solucdo da equagdo polinomial do 3° grau da forma
ax> +bx* +cx+d =0, (2-30)

onde a,b,c,d € R. Mais precisamente, o objetivo desta secdo € estabelecer resultados de

existéncia de solucdes para equacio (2-30) e determinar como sdo estas solugdes.
As raizes da equacdo do terceiro grau podem ser obtidas através das formulas
de Cardano-Tartaglia, publicadas por Girolamo Cardano (1501-1576) no livro
Ars Magna em 1545. Por muito tempo, tais férmulas ficaram conhecidas
simplesmente como "Férmulas de Cardano", embora tenham sido descobertas
por Scipione Del Ferro (1465-1526) e redescobertas por Tartaglia (1500-1557).
A contribui¢do de Cardano foi desenvolver um método que reduz a equacdo

geral a um caso particular, no qual um dos coeficientes € nulo. (Filho e Pereira,
2019, p. 205).

Os resultados desta se¢@o sdo consequéncias dos trabalhos de Filho e Pereira ([7],
2019), Lima ([9], 1987), Moreira ([11], 1994) e Rechtschaffen ([14], 2009). Primeiro, sera

provado um teorema que fornece uma expressao para solugcdo da equagdo (2-30).

Teorema 2.6 (Férmula de Cardano-Tartaglia) Sejam a,b,c,d € R, a # 0, e defina

oc:g, B=S oy=d (2-31)

a a

2 3 2 3
sloq . J¢¢ PP 3 qa  [¢F pPoa
S QY R <RIy (R SR O ST 2-32
X \/2+ 4+27+\/ 5 T3 (2-32)

¢ uma raiz da equagdo ciibica ax® 4+ bx* 4 cx+d = 0, onde

Entdo,

o 200 of
B e g=— 2y 2-33
p 3 €9= 57 3 1Y (2-33)
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Demonstraciio: Dividindo ambos os lados da equacio ciibica ax® + bx* + cx+d = 0 por

a e utilizando (2-31), tem-se
x>+ o +Bx+y=0. (2-34)

Assim, x € solugdo de (2-30) se, e somente se, x € solucao de (2-31). Com isto,
o problema de encontrar uma solugdo de (2-30) se transforma no problema de determinar

os valores de x para os quais a equagao (2-34) € satisfeita. Para isto, defina

y = /x1+ V/x2, (2-35)

onde x; e xp sdo as raizes da equacdo quadratica X% — (x1 +x2)x+x1x = 0.
Para simplificar os célculos, defina § = x| + x> e P = x1x3. Elevando ambos 0s

lados da equacdo (2-35) ao cubo, tem-se

Vo= (Vi ym)
= 03V V4 3Vn (V) +x
R Y 3R o
— X+ 3YAE + 3 Vx4 5. (2-36)

Colocando em evidéncia o termo 3./xx2, segue que
¥ = x4 x0 + 3x0 (VA1 + ). (2-37)
Substituindo x1 +x =S, x1x2 = P e y = /X1 + /X2, em (2-37),
Y =3VPy—5=0. (2-38)

Assim, tem-se que para encontrar o valor de y, é necessario resolver uma equagao
cubica que ndo tem a presenca do termo quadrético. Neste ponto, serd necessdrio fazer
uma mudanca de varidvel na equacio (2-34) de forma que o coeficiente do termo y* da

equagao resultante seja zero. Para isso, defina
x=y+t. (2-39)
Disto, e de (2-34),
(1) +aly+1)* +Bly+1) +7=0. (2-40)

Resolvendo o cubo e o quadrado na equacgdo anterior, e agrupando os termos
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comuns, segue que
¥+ (3t +0)y? +3yr% + 13 + 2yr0 + o + By + Br +y = 0. (2-41)

Veja, neste caso, que para anular o coeficiente do termo quadrético é preciso

tomart = —%. Substituindo este valor de f na equagao (2-41), tem-se a seguinte igualdade
3 o 2 o2 o3
3(-3)re)tew(5) 4 (55)
y o+ ( 3 +0o )y + 3y 3 + 3 +
o o2 o
-+ 2y(—§>0t+(1(—§> +By+[3<—§> —|—'Y=0 (2—42)
Assim,
32y o 2yo? o of
3,27 = 27 2 L y= -
+ 9 77 3 + 9 +By 3 +v=0. (2-43)
e, disto, , \ ) \
3 oy o 2yo” 3o of
—_— =t — ——+v=0. 2-44
R T A S B (49
Consequentemente,
2 3
3 o7y 20 of
-4 — ——+v=0. 2-4
3+27+[3y 3—l—\(O (2-45)

Reduzindo os termos comuns, obtém-se a seguinte equacao cibica sem o termo

quadratico
2 3
3 o 200 af
- — —_——— =0. 2-46
y+<B 3)y+(27 3+Y) (2-46)
2 3
o 200 o
Como, por (2-33), p=p— 3 eq= o7 ?B +v, tem-se a equagdo simplifi-
cada,
Y +py+q=0. (2-47)

Comparando (2-38) e (2-47), pode-se afirmar que, p = —3JPe q = —S, onde

S = x| +x2, P =x1x2 € x] € xp sdo raizes de x> — Sx+ P = 0. Logo,

3

p—_Y o9 _, 2-48
7 ¢ q (2-48)

Substituindo P = x1x3 € S = x1 + x» nas duas igualdades acima,

.3
X1X2 = % e x| +x=—q. (2-49)

Da segunda das igualdades de (2-49), tem-se x, = —g — x1. Substituindo esta
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igualdade na primeira das igualdades de (2-49), tem-se

.3

xﬂ—q—m):7§m (2-50)

Note que a equacdo (2-50) € equivalente a equacao do segundo grau

2 P3
S ) 2-51
X7 +qxy 77 (2-51)
Resolvendo a equacdo (2-51) pela Férmula de Bhaskara, segue que
—q+\/ P +4k q V@ +45 g |P+E
= 2 A
2 3
q q p
- _1 .2 2-52
StV Tt (2-52)
Substituindo (2-52) em x» = —g — x1 pode-se determinar o valor de x;, ou seja,
2 3 2 3
q q p q q p
=—q—| —= —t = ===/ =+ =. 2-53
2= <2+ 4+m> 2 Vit (2-53)

Determinadas as raizes x e x da equacio x*> — Sx -+ P = 0, para encontrar o valor

de y, basta substituir os valores de x| € x, em (2-35). Assim,

2 3 2 3

sl g ¢ PP 3 g | p
Y S QP i VS Ry R S S 2-54
Y ¢2+ 4+m+¢2 Y -5

Entdo, para determinar o valor de x, basta substituir (2-54) em (2-39), isto é, em

2 3 2 3
sl—q  |¢¢ PP 3—a | P o
— _— —_ _— _— —_ _ 2—
X ¢2+ 4+m+¢2 T3 (2-55)

€, de fato, uma raiz da equacao (2-30).

o
xX=y— 3 Assim,

OJ

As férmulas de Cardano-Tartaglia foram uma importante motivagio para a in-
troducdo dos nimeros complexos, no entanto convém destacar que essas for-
mulas ndo sdo muito praticas. Basta observar que aplicando-as as equagdes do
terceiro grau que possuem trés raizes reais, recaimos na necessidade de utili-
zar fungdes trigonométricas inversas para chegar em aproximagdes decimais
de cada raiz. (Filho e Pereira, 2019, p. 205).

2 3
E importante destacar que o radicando A = a + P ha equacdo (2-32) tem

4 27
papel fundamental para determinacdo da quantidade de raizes reais para equacdo cubica
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x> 4+ px+ g = 0. Mais precisamente, se este radicando é positivo, zero ou negativo, a
equacdo ctbica x> + px + ¢ = 0 tem, respectivamente, uma raiz real, trés raizes reais (com
uma das raizes de multiplicidade dois) e trés raizes reais distintas. Este resultado serd
provado a seguir no Teorema 2.7. O mais surpreendente é o caso onde o radicando A é
negativo e, mesmo assim, as raizes sdo reais e distintas.

Este é um aspecto paradoxal da férmula de Cardano e Tartaglia. Quando A < 0,
a férmula exprime x como soma de duas raizes cibicas de nimeros complexos.
No entanto, este € 0 caso em que a equagdo possui trés raizes reais distintas.
Este é chamado tradicionalmente o "caso irredutivel"porque, ao tentar eliminar
os radicais, recai-se noutra equacdo do terceiro grau. (Lima, 1987, p. 17).

O resultado que serd apresentado a seguir determina condicdes para garan-
tir existéncia de solucdes reais da equacdo x* + px + ¢ = 0. Neste teorema, para fa-
cilitar os célculos, o discriminante A definido acima foi substituido pelo discriminante
8 = 274% + 4p? pela seguinte relacio

P’ B 27q% +4p? K

2
_T _ 3
A= 13 108 108" (2-56)

~

A seguir estd enunciado e provado este teorema:

Teorema 2.7 Sejam f(x) = x> +px+qe
& =274>+4p°. (2-57)

(i) Se & > 0, entdo f(x) admite uma raiz real;
(ii) Se 8 = 0, entdo f(x) admite duas raizes reais, sendo uma raiz dupla;

(iii) Se & < 0, entdo f(x) admite trés raizes reais.

Demonstracao: A prova deste resultado sera feita por meio de uma anélise do gréfico
de f(x) = x> + px+ q. Note que se, x é um ponto de intersec¢io do grifico de f com o

eixo—ux, entdo x serd uma raiz real da equacdo f(x) = 0. Primeiramente, veja que

f(x):x3+px+q:x3<l+£2+%). (2-58)
X X
Definindo
g =1+24+4 (2-59)
x2 x3 ’
tem-se que f(x) = x>g(x),
xgrrloog(x) =0e xgn}rwg(x) =0. (2-60)

Disto, para x suficientemente grande,

sign(g(x)) = sign(1) > 0 e sign(f(x)) = sign(x*) = sign(x). (2-61)
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Para Lima (1987, p. 20), isto significa que "o sinal® de f(x), quando o valor
absoluto de x € muito grande, € o mesmo sinal de X3, isto é, de x. Em particular, o
polindmio f(x) é negativo para valores muito grandes negativos de x e é positivo se x
¢ um ndimero positivo muito grande". Assim,

xgnl . flx) <0< xgnlw f(x), (2-62)
de onde existem x| € (—e,0) e x3 € (0,4o0), tais que, f(x1) <0 < f(x2) e, como f é
continua, pelo Teorema de Bolzano, existe x € R, tal que, f(x) = 0.

Conclui-se com todo esse argumento que se f possul pelo menos uma raiz real,

ou seja, o grifico da funcgdo f(x) = x> + px+ ¢ intersecta o eixo—x em pelo menos um

ponto. Note que, as derivadas de primeira e segunda ordem de f sdo
fl(x)=32+p e f"(x)=6x (2-63)

Com isto, pode-se considerar os seguintes casos:
Caso 1: p € positivo.

Neste caso, f'(x) > 0, para todo x € R. Logo, por estudos da teoria das derivadas,
f € uma funcdo crescente que intersecta o eixo—x em um unico ponto. Consequente-
mente, a equacio x> + px+ ¢ = 0 terd uma tnica solucio real (positiva, negativa ou nula)
e duas solugdes complexas conjugadas.

Caso2: p=¢g=0.

Neste caso, a fungdo f pode ser escrita como f(x) = x>. Assim, a equacio

f(x) = 0 tem uma raiz real tripla em x = 0.
Caso3: p=0eq#0.

Neste caso, a fungdo f se reduz a f(x) = x> +¢. Assim, a equacio f(x) = 0 tem

uma raiz real simples da forma x = {/—¢ e duas raizes complexas conjugadas.

Caso 4: p € negativo.

Zsign(f(x)) = sinal da funcdo f(x).
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Neste caso, seja p = —3a?, para a < 0. Assim, por (2-63), flx) = 3x% — 342
Resolvendo a equacdo f’(x) = 0, tem-se que x = —a e x = a sd0 0s nicos pontos criticos
de f. Novamente por (2-63), f"(—a) < 0e f”(a) > 0. Com isto, x = a e x = —a sdo,
respectivamente, um ponto de maximo local e um ponto de minimo local de f. Disto,

pode-se ter,
f(£a) <0, f(£a) >0, f(—a)=0 ou f(a)=0, ou f(a) <0< f(—a). (2-64)

Assim,
(i) f tem uma tnica raiz real e duas complexas se f(—a) <0e f(a) <0;
(ii) f tem uma tnica raiz real e duas complexas se f(—a) > 0e f(a) > 0;
(iii) f tem uma raiz real simples e uma raiz real dupla se f(—a) =0 ou f(a) =0;
(iv) f tem trés raizes reais distintas se f(a) <0 < f(—a).

A figura 2.1 a seguir representa as situagdes (ii), (iii) e (iv) descritas acima:

Figura 2.1: O grdfico de f
A A A
|
//E'\ \./__ ,/5\\'/" VA \;’/ /o
-a a -a a ~a |

Fonte: LIMA (1987, p. 22)

Ou seja, dos itens anteriores pode-se concluir que f tem uma raiz real se
f(=a)f(a) > 0, f tem trés raizes reais, sendo duas iguais, se f(—a)f(a) =0 e f tem

trés raizes reais distintas se f(—a)f(a) < 0. Veja que,

fla) = & -3d*a+q=a’-3a>+q=q—2d° (2-65)
f(=a) = —d®-3d*(—a)+q=—a’+3da>+q=q+2d°. (2-66)
Com isso,

fla)f(—a)=(q— 2a3) (q+ 2a3) = q2 + 2a3q - 2a3q —4a% = q2 — 440, (2-67)

Lembrando que p = —3a?, elevando os lados desta igualdade ao cubo e isolando

o valor de a®, tem-se —a® = 5—7 Substituindo este resultado em (2-67) e utilizando (2-57),
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segue,
3 2

p° 21q +4p> B
40 = P4 =22 0
f@)f(—a)=q*+4a® = g*+ = =37

Logo, o sinal de f(a)f(—a) serd o mesmo sinal do discriminante 8. Conclui-se

(2-68)

que a fungdo f(x) = x> + px+ ¢ possui uma, duas ou trés raizes reais distintas de acordo

com o valor de .
O

O teorema que serd apresentado a seguir é um resultado de Filho e Pereira
([71, 2019) que relaciona duas raizes reais da equagdo cibica ax® + bx*> +cx+d =0,

a,b,c,d € R, com uma raiz real ja calculada desta equacdo.

Teorema 2.8 (Relacdo Entre as Raizes) Sejam f(x) = ax® +bx*> +cx+d, a,b,c,d € R,
e x1 € R uma raiz da equagdo f(x) = 0. Entdo, as outras raizes de f(x) =0 sdo dadas

por

. (ax) +b) — \/b% —3ac —af'(xy) . (ax) +b) ++/b? —3ac —af'(x;)
2= 3= )
2a 2a

onde f'(x1) é a derivada de f em x.
Demonstracao: Seja x| € R, tal que, f(x;) = 0. Entdo,

f@x) —fx1) = a® +bx* +ex+d—ax} —bxt —cx—d
= a( —x}) + (" —x]) +c(x—x1)
= a(x—x1) (P 4+ xx; +x3) +b(x—x1) (x+x1) +c(x —x1)
= (x—x1)(a(x* +xx;+x3)+b(x+x1)+c)
= (x—x1)(ax* + (ax; + b)x+ (ax? +bx; +¢)). (2-69)

Definindo g(x) = ax? + (ax; +b)x+ (ax? + bx; +c), escreve-se
f(x) = (x—x1)g(x). (2-70)

Assim, f(x) =0 se, e somente se, x —x; = 0 ou g(x) = 0. Como a primeira

condicdo ja ocorre, resta analisar para quais valores de x € R tem-se g(x) = 0, ou seja,

ax® + (ax; +b)x+ (ax? +bx; +¢) = 0. (2-71)
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Resolvendo esta equagcdo pela foérmula de Bhaskara e observando que
f'(x) = 3ax*> 4 2bx +c, tem-se

—(ax;+b) £ \/(axl +b)% —da(ax? + bx; +c)

T 2a
—(axi +b) £ \/a*x3 + 2abx; + b* — 4a2x? — dabx; — 4ac
N 2a
B —(ax;+b) £ \/(b2 —3ac) —3a*x} — 2abx| — ac
N 2a
B —(ax;+0b) £ \/(b2 —3ac) —a(3ax} —2bx; —c)
N 2a
_ —(axy +b) +/b* —3ac —af'(xy) 2-72)
2a
Assim, as outras duas raizes da equagdo ax’ + bx* + cx+d = 0 sdo
(ax1+b) — —+/b? —3ac —af'(x) . (ax) +b) +/b% —3ac —af'(x)
X = X3 =— :
2 2a . 2a
Il

Segundo Filho e Pereira (2019, p. 208), "se uma das raizes do polindmio f(x)
for previamente conhecida, podemos aplicar diretamente o Teorema para determinar as
demais raizes".

Para encontrar as raizes da equacio x> — 7x2 + 14x — 8 = 0, por exemplo, basta
observar que x; = 1 € raiz desta equacdo e, em seguida, utilizar o Teorema 2.8 para
determinar as outras duas raizes. De fato, defina x; = 1 é raiz de x> — 7x2 4+ 14x— 8 =0,
pois

1P—7-124+14-1-8=1-7+14-8=0.

Defina f(x) = x> — 7x? + 14x — 8. Assim, f’(x) = 3x?> — 14x + 14. Entdo, pelo

Teorema 2.8, tem-se

_(ax1+b)j:\/b2—3ac—af’(x1)

2a
4T EV(ET)?P 3114 -1-(3- 12— 141+ 14)
2-1

 —6+49-42-3
- 2
. —6+v4
)

—6+2

2
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Assim, as outras duas raizes da equagdo x> —7x> + 14x —8 =0sdo x; =2 e
x3=4.

Observe que, para aplicagdo do Teorema 2.8, € necessario conhecer a priori uma
raiz da equagdo cubica. Quando ndo se conhece previamente nenhuma raiz, utiliza-se a
férmula de Cardano-Tartaglia dada no Teorema 2.6 para calcular a primeira raiz e, em
seguida, utiliza-se o Teorema 2.8 para calcular as outras duas raizes desta equagao.

Também, ainda segundo Filho e Pereira (2019, p. 209), "caso ndo conhe¢camos
nenhuma raiz de f(x), podemos aplicar um dos métodos numéricos para calcular aproxi-
macoes decimais de uma raiz real. Na sequéncia, basta aplicar o Teorema 2.8 para deduzir
as aproximacgodes decimais das demais raizes".

O teorema apresentado a seguir determina condi¢des para que uma equagao

cubica admita somente solucdes reais.

Teorema 2.9 Seja f(x) = ax® +bx> +cx+d, onde a,b,c,d € R. Se a > 0 e existe x; € R,

tal que, f(x1) =0 e f'(x1) <0, entdo a equagdo f(x) =0 admite somente raizes reais.

Demonstracio: Note que, af’(x) <0, onde f'(x) = 3ax? 4 2bx +c. Multiplicando f’(x)
por a, tem-se
af'(x) = 3a*x* + 2abx + ac. (2-73)

Calculando o discriminante A* da equacdo do segundo grau af’(x) = 0, segue
que
A = (2ab)* — 4(3a%)(ac) = 4a*b* — 12a°c = 4a*(b* — 3ac). (2-74)

Veja que A > 0. De fato, se fosse A < 0, teria-se que af’(x) > 0, para todo x € R,
o0 que é impossivel, pois af’(x;) < 0. Assim,

4a*(b* —3ac) >0 (2-75)

e, consequentemente, b> — 3ac > 0. Disto, (b* —3ac) —af’(x;) > 0. Sabendo que as outras
raizes x, e x3 da equagdo f(x) = 0 sdo dadas pelo Teorema 2.8, segue que x3,x3 € R
e, portanto, sdo reais todas as raizes da equagdo f(x) = 0. Analogamente, se a < 0 e

f'(x1) > 0 entdo a equagdo f(x) = 0 admite somente raizes reais. Isto prova o Teorema.
0J

Na préxima se¢do, serd apresentado um modelo numérico para aproximacao de

uma solucdo de equagdes cubicas. Este modelo ¢ denominado Método de Newton.

3Neste teorema, A é o discriminante da equacdo do segundo grau geral ax’> + bx + ¢ = 0 dado por
A = b* —4dac.
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2.5 O Método de Newton

Nesta secao, serd apresentado o Método de Newton para solucio de equacdes da
forma f(x) = 0, onde f é uma fungio ctbica da forma geral f(x) = ax’® 4 bx*> +cx +d,
paraa,b,c,d € R. A teoria que serd desenvolvida aqui se baseia em resultados de Andlise
Numérica adaptados das bibliografias aqui assumidas. Os principais resultados desta
se¢do sdo baseados nos trabalhos de Barroso et al ([2], 1987) e Ruggiero ([15], 1996). Os
pré requisitos para o bom entendimento desta se¢ao sao: o Teorema do Valor Intermediario
e técnicas cléssicas de derivagao.

A ideia central do método de Newton €, a partir de uma aproximacao inicial
dada para a raiz da equagdo f(x) = 0, refinar tal aproximagdo por meio de um processo
iterativo definido por este método. Para isto, primeiro € necessario localizar um intervalo
que contenha a raiz exata da equagdo f(x) = 0 e, em seguida, melhorar a aproximagao
inicial até que se tenha uma soluc¢do aproximada com uma precisao € desejada.

Seja f : [a,b] — R uma fun¢@o continua e com derivadas continuas até a
segunda ordem e suponha que exista um unico X € [a,b], tal que, f(X) =0e f'(x) #0,
para todo x € [a,b]. Sejam xp um ponto inicial e x,, uma sequéncia (ou aproximagio) que

converge para o zero X de f, ou seja,

Xx= lim x,. (2-76)

n—-yo0

Como f tem derivadas continuas de segunda ordem, a expansdao em Série de

Taylor de primeira ordem para f em torno de x,, ¢ dada por

Fx) 2= f(xn) + f (60) (x — x). (2-77)

Consequentemente, resolvendo a equag@o f(x) = 0, para x = x,1, tem-se

0 = flm+1) = f(x) +f () nr1 —xn) (2-78)

e, isolando x,41, segue que

Xnt1 = Xp — % (2-79)
onde n > 0 e x,,+1 € uma aproximacao de xy. A igualdade em (2-79) é denominada Método
de Newton para aproximacio da raiz X da equagdo f(x) = 0. A aplicacdo da igualdade
(2-79), para cada n € N, denomina-se iteracgao.

Geometricamente, x,,.| € o ponto de intersec¢ao da reta tangente ao grafico de f

no ponto x = x,, com o eixo das abscissas. De fato, por resultados de Célculo I, sabemos
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que a equagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto x, é

y = f(xn) + f (x0) (x —x,). (2-80)

Quando y = 0, esta reta intersecta o eixo das abscissas. Assim, para’y = 0, tem-se
que f(xn) + f'(xn) (x — x,) = 0, ou seja,

— S (xn)
" I ()

(2-81)

Portanto, quando x = x,,1, tem-se a equagdo (2-79), que € o método de Newton.

Note que o método de Newton requer que f”(x,) # 0, para todo n. No caso em
que f'(x,) = 0 (supondo f(x,) # 0), a reta tangente A fun¢@o no ponto x, é
paralela ao eixo das abscissas, € x,11 € indefinido. Porém, se f’ (x)=0(xétal
que f(x) =0) ef'(x,) # 0, 0 método de Newton estd bem definido, embora a
convergéncia seja mais lenta. (ARENALES e DAREZZO., 2008, p. 88).

A figura 2.2 a seguir d4 uma interpretacdo geométrica do método de Newton

descrito acima.

Figura 2.2: O Método de Newton

Ax)

Sx)

fx)

Fonte: Adaptado de RUGGIERO (1996, p. 68)

A curva em vermelho € o grafico de f enquanto que as retas em azul sdo as retas
tangentes ao grafico de f nos pontos de aproximagdo da solugdo da equagdo f(x) = 0.
Observe que as interseccoes das retas tangentes ao grafico de f com eixo das abscissas se
aproximam do zero da funcio f.

A grosso modo, para encontrar a aproximacao x, da raiz X segue-se o seguinte

procedimento: traca-se uma reta tangente a curva y = f(x) no ponto (xp,f(xp)) cuja
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interseccdo com o eixo das absissas é o ponto xj. A partir do ponto (x, f(x;)) traca-
se outra reta tangente a curva que passa pelo eixo das absissas no ponto x», e este ponto
€ uma melhor aproximacgdo de X. Segue-se este passo a passo sucessivamente até que seja
determinado X ~ x;,, com uma precisdo desejada.

Segundo Barroso et al. (1987, p. 123), "o Método de Newton € equivalente a
substituir um pequeno arco da curva y = f(x) por uma reta tangente, tragada a partir de
um ponto da curva".

Pode ocorrer, dependendo da escolha do ponto xp, que o ponto x; esteja fora do
intervalo [a, D] e, com isto, 0 método ndo convirja para a raiz X da equacgdo f(x) = 0. Por
isto, € necessario fazer um estudo sobre a convergéncia do método. Este estudo sera feito
a seguir.

Para estudo da convergéncia do método de Newton devemos considerar todos os

casos possiveis para o comportamento de f no intervalo [a,b]. As possibilidades sdo:

e Caso 1: f ¢ estritamente crescente com concavidade para cima em [a,b], ou seja,

fl(x)>0e f"(x) >0

e Caso 2: f ¢ estritamente decrescente com concavidade para cima em [a,b], ou seja,

fl(x)<0e f"(x)>0;

e Caso 3: f ¢ estritamente crescente com concavidade para baixo em [a,b], ou seja,

fl(x)>0e f"(x) <O0;

e Caso 4: f ¢é estritamente decrescente com concavidade para baixo em [a,b], ou seja,
fllx)<0e f(x) <.

O estudo sobre a convergéncia do método de Newton serd feito, sem perda de
generalidades, com base no Caso 1 (cujo gréifico estd esbocado na Figura 2.2), uma
vez que todos os casos resultam na mesma equacio. Veja que, neste caso, a sequéncia
(x1,Xx2,, Xy, --) de aproximagdes de X € mondtona decrescente, limitada inferiormente
por X e superiormente por b. Este fato serd importante para garantir a convergéncia do
método de Newton.

Segundo Ruggiero (1996, p. 70), "em geral, afirma-se que o método de Newton
converge desde que a aproximacdo inicial xg seja escolhido "suficientemente préximo"da
raiz x".

De acordo com Barroso et al. (1987, p. 125), "é condi¢do suficiente para conver-
géncia do Método de Newton que: f’(x) e f”(x) sejam ndo nulas e preservem o sinal em
(a,b) e xq seja tal que a f'(xo) f" (xo) > 0".



2.5 O Método de Newton 40

Como a sequéncia (x,) é mondtona e limitada, por resultados de analise®, existe
X € (a,b), tal que,
lim x, = *. (2-82)

n—soo

Portanto, o método de Newton € convergente. Resta mostrar que a sequéncia de
interagdes (x,) converge para o zero X da func@o f.

Passando ao limite quando n tende para infinito em ambos os lados da equagdo

(2-79) e utilizando a continuidade das fungdes f e f’, tem-se

= fim e = fimn—Jim S e 0 e
ou seja,
.. f®
X=x— &) (2-84)

Assim, f(%¥) = 0. Como a fungdo f possui apenas uma raiz no intervalo [a,b]
entdo pode-se concluir que ¥ = X.

Segundo Fernandes (2015, p. 48), ”a vantagem do método de Newton € que
sua convergéncia € quadratica. Isso porque a medida que os valores da sequéncia se
aproximam de X, a quantidade de digitos significativos corretos € duplicada”.

Neste ponto, um fato importante a se considerar € saber o quio préximo a
enésima iteracdo x, estd da raiz exata x. A resposta desta questdo depende da verificacdo

de um teste que serd definido a seguir:

Definicao 2.10 (Critério de Parada) Seja x,, a enésima iteracdo obtida pelo método de
Newton. Entdo, x,, € a raiz aproximada da raiz exata X da equagdo f(x) =0 com precisdo
€ se uma das seguintes condicoes ocorre:

() |x,—%|<g

i) | f(xp) |<e

Assim, quando uma das condi¢des acima € verificada, o processo iterativo
definido para o método de Newton se encerra e x, ~ X ¢ raiz da equacdo f(x) = 0. Em
termos de cdlculos, é invidvel utilizar a primeira condi¢ao da definicdo 2.10, uma vez que
ndo se conhece a raiz exata Xx. A alternativa é reduzir o intervalo que contém essa raiz até

o ponto em que a precisdo desejada seja atingida utilizando o seguinte critério de parada:

"Xn+1 € raiz aproximada da equagdo f(x) = 0 com precisdo € se a seguinte condi¢do se

verifica:

| Xpa1 — X |< €7 (2-85)

“Toda sequéncia monétona limitada é convergente. (Veja Lima ([10], 2006, p. 31, Teorema 4)
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Geometricamente, a condi¢do descrita acima significa que a cada iteragcdo, o
intervalo inicial [a,b] que contém a raiz X é reduzido até que seu comprimento seja menor
que a precisao €.

No caso particular em que f é a funcio ctibica da forma f(x) = ax® +bx> + cx+
d,com a,b,c,d € R, tem-se f'(x) = 3ax? 4 2bx + c. Assim, o método de Newton passa a

assumir a forma

flxn) ax; 4+ bx2 +cx, +d
e f'(xn) e 3axZ + 2bx, +c
3ax;, + 2bx,% +cxp — ax,% — bx% —cxp—d 2ax,31 + bx,% —d
3ax2 +2bx, +c © 3axZ +2bx, +c’

Xn+1 =

(2-86)

O estudo da convergéncia do método de Newton para a funcdo cubica € analogo
ao caso geral feito anteriormente.

Considere o problema de uma encontrar solu¢do para equacgdo f(x) = 0, utili-
zando o método de Newton, onde f(x) = x* — 5x* +x+ 3, e com precisdo’ € < 0,00001.

Para resolver o problema acima € necessdrio, primeiro, encontrar um intervalo

da reta que contenha uma solucdo desta equacao. Para isto, veja que,

f(=2,44) = (—2,44)3 —5(—2,44)2 4 (=2,44)+3 = —43,73478 < 0,

2-87
f(—0,38) = (—0,38)>—5(—0,38)%+(—0,38)+3 = 1,84313 > 0,287

Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¥ € (—2,44;—0,38), tal que,
f(x) = 0. Note que, f'(x) = 3x*> — 10x+1e f”(x) = 6x — 10.

Tome xg = —2,44 como ponto inicial para aplicacdo do método de Newton. Veja

que,
f(=2,44) = —43,73478 <0, (2-88)
f(=2,44) = 6(—2,44)—10= —24,64 <O0. (2-89)

Consequentemente, f(—2,44)f"(—2,44) > 0, e 0 método de Newton converge
para soluc@o da equagdo f(x) = 0, para este valor de xo tomado. Assim, a iteragdo do

método de Newton dada pela equagdo (2-86) € dada por

2% —5x2 -3

— N. 2-90
3x2 —10x, + 1’ "e (2-90)

Xn+1 =

A seguir tem-se os calculos das aproximacodes dadas pela equagdo (2-90) com

SNo método de Newton, a precisio € é a medida de qudo préxima a raiz aproximada encontrada pelo
método de Newton estd da raiz exata.
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valor inicial xo = —2,44 e os erros cometidos em cada aproximacdo, para cada n € N:

26 —5x2—3  2(=2,44)% —5(—2.44)2 -3
o = D03 2C2A) 24 =3 g,
3x3—10xg+ 1 3(—2,44)2—-10(—2.44) + 1

Erro: € = |x —xo|=|—1,42904— (—2,44) |=1,01096

2 3 5,2 o 3 g 2
o - 203 2(-L42904P - S(-1L4004P2 -3 e
30— 10x + 1 3(—1,42904)2 — 10(—1,42904) + |

Erro: € = |x»—xi |=| —0,88937 — (—1,42904) |= 0,53967

2x3 —5x3 -3 — 3_5(— 2_
o — );2 x3—3 _ 2(-0,88937)° —5(-0,88937) 3:_07 63167
3x3—10x2+1  3(—0,88937)2 — 10(—0,88937) + 1

Erro: € = |x3—x; |=|—0,68167 — (—0,88937) |=0,20770

o 23 —-5x3—3  2(—0,68167)3 —5(—0,68167)2 -3 0.64673
YT 32 10r+1  3(—0,68167)2—10(—0,68167)+1

Erro: € = |x4—ux3|=|—0,64673 —(—0,68167) |=0,03494

o 233 —5x3—3  2(—0,64673)3 —5(—0,64673)2 -3 064575
> 7 32— 10x+1  3(—0,64673)2—10(—0,64673) +1

Erro: € = |xs—ox4|=|—0,64575— (—0,64673) |=0,00098

24 -5 -3 _ 2(-0,64575)° ~5(-0,64575)* -3 _
Xg = — _ -
6 3x2 —10xs+ 1 3(—0,64575)2 —10(—0,64575) + 1 ’

Erro: € = |x6—uxs|=| —0,64575— (—0,64575) |=0,00000 < 0,00001.

Como a precisao € foi atingida depois de seis iteracdes segue, portanto, que a
raiz da equacio x* — 5x? +x+3 =06 X = x5 = —0,64575°.
Nao se deve usar o Método de Newton para resolver equacdes cuja curva
y = f(x), préxima ao ponto de interse¢do com o eixo dos x, é quase horizontal,
pois neste caso f'(x) =0 e f(x)/f'(x) dard um nimero tdo grande que pode

ndo ser possivel representd-lo em um instrumento de cdlculo. (BARROSO et
al., 1987, p. 131).

A maneira mais pratica de resolver um problema utilizando o método de Newton,
€ construir uma tabela onde a cada iteracdo (ou em cada linha), calcula-se o termo x, € o

quao préximo esse termo estd da raiz exata com a precisio € desejada.

Neste exercicio foi utilizada uma aproximagio de 5 casas decimais.
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A tabela a seguir descreve a itera¢do obtida pelo método de Newton até a obten-

¢do da raiz aproximada com a precisdo desejada.

AN N B WD = O 3

Outros métodos numéricos podem também ser utilizados para resolver uma
equacdo cubica, como, por exemplo, os métodos da bisseccdo, das secantes, do ponto

fixo ou da iteracdo linear. Optou-se por utilizar, neste trabalho, somente o método de

Xn
-2,44
- 1,42904
- 0,88937
- 0,68167
- 0,64673
- 0,64575

Tl
raiz

f(xn)
-43,73478
-11,55814
-2,54774
-0,32179
-0,00853
0,00001

I (%)
43,26080
21,41687
12,26664
9,21072

8,72208
8,70848

f )/ f' (xn)
-1,01096
-0,53967
-0,20770
-0,03494
-0,00098
0,00000

€ =| Xpt1—Xn |
1,01096
0,53967
0,20770
0,03494
0,00098
0,00000

"
< 0,00001

Newton pois a convergéncia da sequéncia de aproximacoes € mais rapida neste método.

Para o leitor interessado em conhecer mais sobre o método de Newton ou mais sobre

outros métodos numéricos para o cédlculo de raizes da fun¢do cubica, sugere-se consultar

Barroso et al. ([2], 1987), Ruggiero ([15], 1996) e suas referéncias bibliograficas que

tratam sobre o assunto.



CAPITULO 3
EQUACOES POLINOMIAIS DO QUARTO
GRAU: METODOS DE SOLUBILIDADE

Equagdes polinomiais do quarto grau, ou equagdes qudrticas, sdo equagdes de
dificil resolucdo, pois os métodos existentes para solugdo deste tipo de equacdo sdo
complexos e ndo muito conhecidos na literatura matemaética. Poucos artigos tratam sobre
0 assunto em sua esséncia.

Neste capitulo, baseados nos estudos de Barroso et al. ([2], 1987) e Moreira
([11], 1994), sera apresentado um método algébrico e um método numérico para obten¢do

de solucdo de equagdes do tipo

f(x) =0, (-1

onde f: R — R é uma fun¢do polinomial do quarto grau na forma geral
f(x)=ax* +bx> +cx* +dx+e, a,b,c,d,ecR (3-2)

Dentre as técnicas de solubilidade da equacdo do quarto grau que serdo aborda-
das neste trabalho estdao: o Método de Cardano-Tartaglia e o Método de Newton. Outros
métodos cldssicos como, por exemplo, o0 método da mudanca de varidvel para a equacdo
biquadrada ax* 4+ cx* 4+ e = 0 e o dispositivo de Briot-Ruffini ndo serdo abordados neste
capitulo, ja que esses sdo métodos comuns encontrados em diversos livros didaticos do
ensino médio. A seguir, serd apresentado o método de Cardano e Tartaglia para solugcdo
da equagio ax* +bx> +cx* +dx+e =0, a,b,c,d,e € R.

3.1 O Método de Cardano-Tartaglia

A técnica apresentada nesta secio € um resultado de Moreira ([11], 1994) que,
em esséncia, determina um método para o cdlculo de raizes de equacdes quarticas. A
técnica para obtencdo do Método de Cardano-Tartaglia para resolver a equacdo do quarto

grau ax* 4+ bx> + cx® + dx + e = 0 é semelhante ao caso estudado para equagio ciibica.
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Assim, com objetivo de estabelecer este método, considere a equagdo do terceiro grau
3 2 _
x =Sx"+S;x—P =0, (3-3)
com raizes dadas por x1, x7 e x3, satisfazendo as seguintes condi¢des

xi+x+x3 = S,

X1x2 +x1x3 +x2x3 = Sy, (3-4)
x1xox3 = P
Defina
Y =/X1 + X2+ /3. (3-5)

Elevando ambos os lados de (3-5) ao quadrado, tem-se que

¥ o= (VA v+ y/as)?
= (VX)) + (Vm2)? 4+ (VX3)* + 2y/x1 /X + 2/x1 VX3 + 2% /33, (3-6)

Eliminando os radicais nos trés primeiros termos da igualdade e evidénciando o

nimero 2 nos demais termos, segue que,

¥2 = x1 4 x0 4 x3 + 2(\ /X132 + /X135 + /X0%3). (3-7)

Subtraindo (x; +x +x3) em ambos os lados de (3-7), obtém-se

y2 — (x1 +x2+x3) =2(/x122 + /X1X3 + /X2X3). (3-8)

Agora, substituindo a primeira igualdade de (3-4) em (3-8), dividindo ambos os

lados da igualdade resultante por 2 e elevando ao quadrado, tem-se

P -5\’
( > ) =(\/X1xz+\/x1x3+\/X2x3)2- (3-9)

Resolvendo o lado direito de (3-9) e eliminando os radicais possiveis

2 2
-8
(y > ) = (\/xlxz)z + (\/X1X3)2 + (\/XQX3)2 + 2/X1X2+/X1X3 +
+ 2\/)61)62\/)62)(3 + 2\/X1X3\/XQX3
X122 + X713 + X3 + 23/%1 20263 (/X1 + /X2 + 1/X3)- (3-10)

Substituindo a segunda e a terceira igualdades de (3-4) e a igualdade de (3-5) em
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(3-10),

2_S 2
(y : ) =S, +2VPy, G-11)

que, depois de alguns cdlculos, se transforma na equagdo do quarto grau em y dada pela
igualdade
Y282 —8VPy+ 5> —4S,=0. (3-12)

Agora, dividindo os lados da equagdo ax* + bx® 4+ cx> +dx+e = 0 por a, e
definindo
, (3-13)

obtém-se
o + B+ +e=0. (3-14)

Neste ponto, serd necessario fazer uma mudanca de varidvel na equacdo (3-14)
para eliminar o termo ctbico e tornar a equacao mais simples. Para isto, defina x =y +1.

Substituindo este valor de x em (3-14), tem-se
G+ ray+1)> B +1)* +y(y+1) +e=0. (3-15)

Resolvendo os produtos notéveis de (3-15) e agrupando os termos comuns, segue

que
4 3 2 2 3 2 4 3 2 _
V' 4 (4t + o)y’ + (667 + 300 + B)y” + (417 +3ou” + 2Bt +y)y + (1" + o’ + P-4yt +¢€) = 0.

(0 .. L
Tomando r = 7 e substituindo em (2-49) para cancelamento do termo cubido,

obtém-se

EY el S e <o

Desenvolvendo as poténcias acima, tem-se

602 302 40 302 20 ot ot af o
(B (0 (e

16 4 16 4 256 64 16 4
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Assim, calculando o minimo multiplo comum e reduzindo os termos em (3-17),

60 — 1202 —40° + 1202 20 o —40t of ay
4 2 _ - _ e
y+(—16 +l3)y +( 0 J +Y)y+( e 16 4+£) 0.
(3-18)

Assim,

60> 8o 2 3ot
y4+(—1—0é+l3)y2+(i—iﬁ+y)y+<—i+a—s—y+e):0. (3-19)

64 4 256 16 4
Definindo
60 8o 20 30 of oy
ki = ——— ky=——— k3=——+———+¢. 3-20
1= TR k=g e Y e k=gt e T T G20
segue uma equacao do quarto grau da forma:
vt kiy? oy + k3 =0, (3-21)

Igualando os termos correspondentes de (3-12) e (3-21), tem-se

—2S=ki, —8VP=ky e S —4S; =ks. (3-22)
Com isso,
ki
S = —— 3-23
> (3-23)
k 2
P = (—2) e (3-24)
8
Sk (_,&)2_@ 1 (k2 Kooky kK2 —4k
J— 2 J—
Sq = 3 — = (A kg ) =L -2 =8 (325)
4 4 4\ 4 16 4 16

Substituindo os valores de S, P e S; das igualdades acima em (3-3) tem-se a

k K2 — 4k o\ 2
3, M2 T (R2) _
x+2x+< 6 )x (8) 0. (3-26)

Logo, resolvendo a equacdo do terceiro grau acima utilizando o Método de

equacdo cubica

Cardano e Tartaglia estabelecido na Se¢do 2.4 do Capitulo 2, obtém-se raizes xi, xo e
x3 tais que y = /x1 + /X2 + /X3 satisfaz y* +ki1y> 4 kay + k3 = 0. Disto, para encontrar
as solugdes da equacdo x* + o> 4+ Bx? 4+ yx +€ = 0, basta subtrair g das raizes da equagao
Y+ ky? +kyy+ ks = 0.

Note que, cada raiz quadrada pode admitir dois valores complexos, porém, a
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k k
equacio P = _gz fala que /x1/x24/x3 = —§2. Entretanto, para cada valor de /x|
e /x2 tem-se um unico valor de ,/x3. Assim, determina-se todas as quatro raizes da
equacgdo (3-14).

Considere, por exemplo, o problema de encontrar as raizes da equagdo do quarto
grau y* — 12y? — 16y — 4 = 0, utilizando o Método de Cardano e Tartaglia. Neste caso, de

acordo com o que foi estabelecido anteriormente pelo método, tem-se que
ki =—12, ko =—16 e k3 = —4. (3-27)

Com isso, a equacao do terceiro grau auxiliar dada em (3-26) se reescreve como
—12 (—12)2 —4(—4) ~16)?
3 2
+ [ — + —|— ] = -2
X ( > )x ( T X 3 0, (3-28)

¥ —6x*+10x—4 =0. (3-29)

ou seja,

Resolvendo a equacdo do terceiro grau acima pelo dispositivo de Briot-Ruffini,

tem-se que as raizes desta equacao sao
x1=2, xx=2+4V2 e x3=2—2. (3-30)

Portanto, conclui-se que as raizes de y* — 12y> — 16y — 4 = 0 sio:

yi = \/§+\/2+\/§+\/2—f2, (3-31)

2 = xfz—\/2+\/§—\/2—\/§, (3-32)
p o= VI 24va-y 22 (3-33)

e (3-34)
va = —ﬁ—\/2+¢§+\/2—\/§. (3-35)

3.2 O Método de Newton

Nesta secdo, serd estabelecido o método de Newton para aproximacdo de uma

raiz de uma equacgdo do quarto grau
ax4+bx3+cx2+dx—|—e:0, a,b,c,d,e c R (3-36)

Lembre-se, da Secdo 2.5 do Capitulo 2, que se f : [a,b] — R é uma fung¢io
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continua com derivadas continuas e X é o dnico ponto em [a,b], tal que, f(X) = 0, entdo
0 Método de Newton para obtenc¢ao de uma sequéncia (x,) que converge para o zero X de
f, dado um ponto inicial xg € R, com precisao € é

J (xn)

gl = Xy — 200 (3-37)

/(xn)7

desde que f(x) # 0, para todo x € [a, b]. No caso particular em que f é a fun¢do do quarto
grau da forma
flx) = ax* +bx + x> +dx+e, a,b,c,d,e R,

com f’(x) = 4ax’ 4 3bx* + 2cx + d, o método de Newton assume a forma

Xppl = X S (xn)

I (%n)

axt 4+ bx} 4+ ex2 +dx, +e
= X;—

dax3 +3bx: +2cx, +d
_ 4ax +3bx> +2cx2 + dx, — ax — bx} — cx2 —dx, — e
dax} 4 3bx2 + 2cx, +d
_ 3a)§ﬁ—|—2b);,31+cx%—e ‘ (3-38)
4ax; +3bx; +2cx, +d

Considere, por exemplo, o problema de uma encontrar uma solugdo positiva para

equagdo f(x) = 0, utilizando o método de Newton, onde f é a fun¢do do quarto grau
fx) =2 —dx® +4, (3-39)

com precisdo € < 0,0008.

Andlogo ao caso estudado no Capitulo 2, para resolver o problema acima é ne-
cessario encontrar um intervalo da reta que contenha uma solucio positiva desta equacao.
Porém, para este problema, € invidvel a utilizacdo do Teorema do Valor Intermediério,
uma vez que nio existem nimeros reais o e P, tais que, f(a)f(B) < 0. A figura 3.1 dada
a seguir apresenta o grifico da fungio quértica f(x) = x* —4x? +4:

Por uma andlise do grifico acima, observa-se que f(x) > 0, para todo x € R, e
que a solucdo positiva da equagio x* — 4x? +4 = 0 estd no intervalo [1,2]. O método de
Newton serd aplicado para aproximar esta solucao com valor inicial xy = 1. Veja, primeiro,
que

flx)=4x—8x e f"(x)=12x*—38 (3-40)

Assim,

f=1*—4-1’+4=1>0¢ f'(1)=12-1>-8=4>0.
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Figura 3.1: Grdfico de f(x) = x* —4x> +4

Fonte: Plotado por Melo, G. M. utilizando Winplot em 21/04/2021

Consequentemente, f(1)f”(1) > 0, e a sequéncia (x,) de aproximagdes gerada
pelo método de Newton converge para solugdo da equagdo f(x) = 0 para xo = 1. Assim,

a iteracdo do método de Newton dada pela equacao (3-38) é dada por

Xn+1 =

3t —dx2 —4
4x3 — 8x,

(3-41)

Os célculos do processo iterativo para equagdo do quarto grau sdo andlogos

aos cdlculos feitos na Secdo 2.5 do Capitulo 2 para equagdo cubica. Por isto, a se-

guir, serd apresentado somente o tabelamento para aproximagdo da solucao da equagdo
x* —4x> +4 = 0 com precisio € < 0,0008.

Xn
1
1,25

1,3375
1,37696
1,39578
1,40505
1,40966

1,412
1,41313

t

raiz

O 0 9 N N B WD = O S

f(xn)
1
0,19141
0,04456
0,01078
0,00268
0,00067
0,00017
0,00004
0,00001
0,00000

f'(xn)
-4

-2,1875
-1,12935
-0,57271
-0,2892
-0,1452
-0,07251
-0,03533
-0,01732
-0,00805

S o)l f (xn)
-0,25
-0,0875
-0,03946
-0,01882
-0,00927
-0,00461
-0,00234
-0,00113
-0,00058
0,00000

€=|Xpt1— X |
0,25

0,0875
0,03946
0,01882
0,00927
0,00461
0,00234
0,00113
0,00058

"
< 0,0008
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Outros detalhes sobre o método de Newton podem ser encontrados em Barroso
et al. ([2], 1987), Ruggiero ([15], 1996) e em suas referéncias.



CONCLUSAO

Ao se desenvolver um trabalho de conclusdo de curso, procura-se um tema que
motive a estudar, a ir em busca de conhecimentos e que direcione a alcangar resultados
de relevancia cientifica. E foi justamente isso que foi feito aqui, ou seja, buscou-se a
possibilidade de se estudar e pesquisar mais sobre um tema de ampla importancia, neste
caso, a Algebra.

Ao longo do progresso e producdo deste trabalho, foi realizada uma revisdo
bibliografica dos conceitos e propriedades das equacdes polinomiais e alguns teoremas, e,
em seguida, foram apresentados os métodos de resolucao de equagdes de terceiro e quarto
graus.

Neste sentido, foi possivel constatar o quao importante foi o desenvolvimento de
métodos de solubilidade de equagdes do terceiro e quarto graus para o desenvolvimento
da matematica e de diversas outras dreas das ciéncias, devido a aplicabilidade que estes
métodos fornecem para solu¢do de inimeros problemas.

Portanto, entendo que a pesquisa realizada expandiu o entendimento em relagdo
a Algebra e favoreceu de forma relevante para a evolucdo do conhecimento e para a

formacdo académica.
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