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Resumo

Neste trabalho, serd realizado um estudo tedérico sobre a Geometria Diferencial das
curvas e das superficies parametrizadas regulares, com objetivo de mostrar resultados de
classificacdo de curvas por meio de informagdes conhecidas, a priori, sobre a curvatura
e a torcdo destas curvas e obter um resultado de classificacdo de superficies por meio
do conhecimento prévio do sinal da curvatura gaussiana e das caracteristicas dos pontos
dessa superficie. Além disso, serd realizado um estudo geral sobre algumas superficies
de curvaturas gaussiana e/ou média constantes. Para alcangar os objetivos do trabalho
utilizou-se de pesquisas bibliogréificas e, como ferramentas principais, de técnicas de
derivacdo e integracdo, além de resultados classicos do Célculo Diferencial e Integral

e da Geometria Analitica.

Palavras—chave: Geometria; Curvas; Superficies; Curvatura; Classificacao.



Abstract

In this work, a theoretical study will be carried out on the Differential Geometry of
the regular parameterized curves and surfaces, with the objective of show results of
classification of curves through known information, a priori, on the curvature and twist of
these curves and obtain a result of classification of surfaces through the prior knowledge
of the gaussian curvature signal and the characteristics of the points of this surface. In
addition, a general study will be carried on some surfaces of gaussian and/or average
constant curvatures. To achieve the objectives of the work, we used bibliographic research
and, as main tools, derivation and integration techniques, as well as classic results

Differential and Integral Calculus and Analytic Geometry.

Keywords: Geometry; Curves; Surfaces; Curvature; Classification.
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INTRODUCAO

A Geometria Diferencial € a parte da Matematica que estuda as propriedades
das curvas e superficies por meio das ferramentas do Calculo Diferencial e Integral.
Informalmente, a Geometria Diferencial se desenvolveu em paralelo com o Célculo
Diferencial e Integral, mas tomou forma e conhecimento no século XVIII nos trabalhos
de Carl Friedrich Gauss para superficies.

Para Do Carmo (2005), a Geometria Diferencial Cléssica é o estudo das propri-
edades locais de curvas e superficies. Por propriedades locais entendemos aquelas que
dependem unicamente do comportamento da curva ou superficie em torno de um ponto.
Os métodos adequados para o estudo de tais propriedades sdo os do Célculo (Calculo Infi-
nitesimal). Por esta razdo, as curvas e superficies consideradas em Geometria Diferencial
estdo definidas por fung¢des que podem ser diferencidveis um certo nimero de vezes.

Basicamente, a Geometria Diferencial tem por objetivo produzir aplicagdes dos
métodos e regras estudados no Calculo em problemas de Geometria. De modo mais
preciso, a Geometria Diferencial consiste no estudo de objetos geométricos, denominados
curvas e superficies, que possuem como conceito fundamental a existéncia de uma reta
ou plano tangente nas imediacdes de cada um de seus pontos.

Para Lima (2016, p. 1), “Este fundamento nos permite, entdo, introduzir o
conceito mais fundamental da Geometria Diferencial, o de curvatura e, relativamente,
ao mesmo tempo, estudar e classificar estes objetos”. Em pesquisas mais recentes, tais
conceitos sdo utilizados para o estudo da curvatura de certas superficies (ou variedades
em um conceito mais geral) em espacos cuja estrutura e propriedades sdo alteradas pela
mudanca da métrica. Neste sentido, dentre as superficies que se destacam pela relevancia
estdo aquelas cuja curvatura gaussiana e/ou média sdo constantes.

Em uma visdo geral, estudar Geometria Diferencial € de grande importancia em
matematica, devido ao grande nimero de aplicacdes desta teoria em outras areas das
ciéncias. Inimeros problemas que surgem do estudo da Matematica, Fisica e Engenharias
podem ser modelados e resolvidos em termos de equagdes diferenciais e surgem de
maneira natural a partir de alguns problemas de Geometria Diferencial.

Os sistemas de equagdes diferenciais, por exemplo, sdo consequéncias diretas

de alguns problemas de Geometria Diferencial; assim como, o problema de procurar por
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superficies minimas e regradas no espacgo tridimensional. Para problemas desta forma,
podemos encontrar vdrias técnicas para obtencdo de solucao. De modo especial, pode-se
garantir a existéncia de solucdes destes problemas por meio de técnicas de solubilidade
de equacdes diferenciais parciais.

Dentre os autores que mais se destacam em pesquisas relacionadas ao assunto
podemos citar: Alencar, Santos e Neto ([1], 2020), Do Carmo ([7], 2005), Tenenblat ([14],
2008), Lima ([11], 2016), Aradjo ([2], 1998) e suas referéncias.

Em 2005, no trabalho intitulado “Geometria Diferencial de Curvas e Superfi-
cies”, DO CARMO desenvolve resultados gerais referentes ao estudo das curvas e super-
ficies diferencidveis. Mais precisamente, o autor faz um breve estudo sobre as curvas no
espaco e, em seguida, utiliza estes conceitos para estudar e obter resultados relacionados
ao estudo das superficies, da Geometria da Aplicacdo de Gauss e da Geometria Intrinseca,
além de fazer estudos sobre a Geometria Diferencial Global. Dentre os principais resul-
tados obtidos por Do Carmo podemos citar: o Teorema de Gauss-Bonnet e o Teorema de
Hopf-Rinow para superficies diferencidveis.

Ja em 2008, TENENBLAT estuda, de maneira geral, os conceitos e propriedades
da teoria das curvas e das superficies parametrizadas. A autora faz um trabalho completo
sobre curvas parametrizadas diferencidveis estudando, através do Célculo Diferencial e
Integral, propriedades destas curvas e mostrando alguns resultados de classificacdo de
curvas por meio de informagdes especificas sobre a curvatura e a tor¢ao da curva. Além
de fazer um trabalho sobre as superficies regulares no espago tridimensional, estudando as
propriedades destas superficies e resultados de classificacdo de pontos de uma superficie
por meio de informacdes prévias sobre suas curvaturas gaussiana e média. Dentre as
principais superficies estudadas neste trabalho estio as superficies minimas (aquelas cuja
curvatura média € nula) e as superficies regradas.

Por outro lado, em 2020, ALENCAR, SANTOS e NETO, em seu trabalho
intitulado “Geometria Diferencial das Curvas no R?”, estudam resultados e propriedades
referentes ao estudo das curvas planas. Neste trabalho, os autores abordam conceitos
fundamentais desta teoria, tais como: comprimento de arco, parametriza¢io, curvatura,
regularidade e suavidade. Além disso, eles provam um resultado de existéncia e unicidade
de curvas planas e introduzem o conceito de indice de rotagao.

Nessa perspectiva, e baseados nos autores acima, este trabalho tem por objetivo
estudar conceitos e propriedades das curvas no plano e no espago e obter resultados
de classificacdo de curvas desde que sejam conhecidas certas informagdes a respeito da
curvatura e torcao da curva. Bem como, estudar conceitos e propriedades das superficies
regulares, tendo como foco o estudo das curvaturas gaussiana e média e obter resultados
de classificac@o de superficies, dadas certas informagdes a respeito do sinal da curvatura

gaussiana e das caracteristicas dos pontos dessa superficie.
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Neste sentido, este estudo se justifica por ser um assunto de grande relevancia
tedrica e pratica em matematica, e devido a quantidade de aplicagdes destes conceitos em
outras areas das ci€ncias. Para alcangar os objetivos do trabalho, utilizaremos como fer-
ramentas principais os resultados estudados nos cursos de Cdlculo Diferencial e Integral,
isto €, os resultados relacionados ao estudo das derivadas, integrais e suas propriedades.

A metodologia se baseard em pesquisa bibliogréfica, feita em artigos cientificos,
revistas especializadas e nos livros da bibliografia listada, onde coletaremos informagdes
precisas que oriente a desenvolver este trabalho. Segundo Marconi e Lakatos (2003,
p- 158) “a pesquisa bibliogrifica ¢ um apanhado geral sobre os principais trabalhos
ja realizados, revestidos de importancia, por serem capazes de fornecer dados atuais e
relevantes relacionados com o tema”.

Assim, este trabalho estard dividido em trés capitulos especificados a seguir:

No primeiro capitulo, faremos um estudo sobre a teoria basica das curvas para-
metrizadas diferencidveis no plano e no espaco, estabelecendo conceito e propriedades de
curvas no plano e no espaco. Em seguida, utilizando o teorema fundamental das curvas
e as Férmulas de Frenet-Serrat como principais ferramentas, estabeleceremos e prova-
remos resultados de classificacdo de curvas parametrizadas diferencidveis, dado que sdo
conhecidas certas informagdes a priori sobre a curvatura e a tor¢do da curva. Dentre os
resultados que serdo expostos neste capitulo destacam-se: as curvas com curvatura nula,
as curvas com curvatura constante, as curvas com tor¢ao nula, as curvas com tor¢ao cons-
tante e as curvas cuja curvatura e a tor¢ao se relacionam por certa condicao.

No segundo capitulo, estudaremos a teoria basica das superficies parametrizadas
diferencidveis, apresentando os conceitos de superficies parametrizadas, plano tangente,
vetor normal e primeira forma quadrética. Além disso, mostraremos resultados impor-
tantes para o estudo de superficies, dentre eles proveremos que, sob certas condi¢des, a
imagem inversa de um valor regular € uma superficie diferencidvel e abordaremos casos
de isometria entre superficies no espago.

No terceiro capitulo, apresentaremos conceitos importantes para o estudo da cur-
vatura gaussiana e curvatura média de uma superficie, tais como a segunda forma quadra-
tica e a curvatura normal. Posteriormente, mostraremos um resultado de classificacao de
pontos de uma superficie e um resultado de classificacdo de superficies de curvatura cons-
tante conhecendo, a priori, certas informacdes relacionadas a curvatura gaussiana e aos
pontos dessas superficies. Precisamente, provaremos que se uma superficie possuir todos
os pontos umbilicos, entdo o traco da superficie estard contido em um plano (caso a cur-
vatura gaussiana seja nula) ou estard contido em uma esfera (caso a curvatura gaussiana

seja positiva).



CAPITULO 1

CURVAS DIFERENCIAVEIS

Neste capitulo, serd apresentado uma breve descricao da teoria local das curvas
parametrizadas diferencidveis e, em seguida, serdo demonstrados dois teoremas de clas-
sificacdo de curvas por meio de informacdes previamente conhecidas sobre a curvatura e
a torcao da curva. Os principais resultados deste capitulo se baseiam em trabalhos de Do
Carmo ([7], 2005) e Tenenblat ([14], 2008). Para iniciar, serdo estabelecidos os conceitos

e propriedades basicas do estudo das curvas, partindo da definicdo de curva regular.

Definicao 1.1 (Curva) Seja Il C R.

(i) Uma curva parametrizada diferencidvel ¢ wuma aplicagdo diferencidvel
o:1 — R? que, a cada t € I, associa um vetor ot) = (x(t),y(t),z(t)), onde
x,y,z: 1 — R sdo fungoes de classe C*™.

(ii) (Regularidade) Uma curva o, é dita regular se o/ (t) # 0, para todo t € I, onde o/ (t) é
o vetor tangente a o, em t € I dado por o/ (t) = (x'(¢),y'(t),7 (¢)).

Por exemplo, a aplicagio o : [0,271] — R? dada por
t t
a(r) = (x0+Rcos <E> . Yo+ Rsin (E>> L R>0, 1€[0,2n], (1-1)

¢ uma curva parametrizada diferencidvel cujo traco € uma circunferéncia no plano de

centro em (xo,yo) e raio R. A figura 1.1 a seguir representa essa curva.

Figura 1.1: Circunferéncia de centro (xo,yo) e raio R

y

Fonte: Construido no GeoGebra por SILVA, L. G. em 22/01/2021.
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Ja a aplicagdo o : R — R? dada por o(t) = (at +c,bt +d), a*>+b*>#0,éuma
curva parametrizada diferencidvel cujo traco é uma reta passando pelo ponto (c,d) e com

direcdo do vetor (a,b). Também, a aplica¢do
o(t) = (¢ cos(t),e' sin(t),e'), t € R, (1-2)

€ uma curva parametrizada diferencidvel cujo traco € uma curva que se desenrola sobre
o cone 7% = x% + y2 (z > 0), conforme mostra a figura 1.2. Posteriormente, serd mostrado

que esta curva € denominada hélice circular.

Figura 1.2: Hélice Circular

Fonte: Construido no GeoGebra por SILVA, L. G. em 22/01/2021.

Ao longo de todo este capitulo / denota um intervalo de R e o é uma curva
parametrizada regular.

Um conceito importante no estudo das curvas diferencidveis € a parametrizagao
pelo comprimento de arco. Este conceito, junto com as Férmulas de Frenet (definidas
posteriormente), permitem fazer um estudo detalhado do comportamento local de uma

curva regular. A definic@o a seguir estabelece o conceito de comprimento de arco.

Definicdo 1.2 Seja o : I — R3 uma curva parametrizada regular.
(i) A fungdo s : I — R definida por

s(t) = /at | o (1) | dt, a,t €, (1-3)

é denominada funcdo comprimento de arco de O. a partir de a.

ii) o é dita parametrizada pelo comprimento de arco se
(i) p p p
b
/ /(1) |dt =b—a, a,bel, a<b. (1-4)
a

E ficil provar que uma curva regular o : I — R estd parametrizada pelo

comprimento de arco se, e somente se, | o' (¢) |= 1. Com efeito, se | o/(¢) |= 1, entdo,
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b
=b—a, (1-5)

a

b b
/ﬂa%ﬂm:/dnn

e, pela definicdo 1.2, o estd parametrizada pelo comprimento de arco. A reciproca é

imediata por derivacdo da fun¢do comprimento de arco. Para uma prova completa deste
resultado veja Do Carmo ([7], 2005, p. 7).
A circunferéncia de equagdo paramétrica dada em (1-1), por exemplo, é uma

curva regular parametrizada pelo comprimento de arco, pois

o (1) = (—sin <It—e>,cos <It_€>> e | o/(1) |= 4| sin? (%)—i—cosz (%) — 1. (1-6)

Ao longo deste trabalho, a menos que seja evidente ou se mencione o contrario,

assume-se que todas as curvas o : | — R> estdo parametrizadas pelo comprimento de
arco. Para mais detalhes sobre parametrizaciao pelo comprimento de arco veja Tenenblat
([14], 2008) e Aradjo ([2], 1998).

A defini¢d@o a seguir estabelece um importante conceito no estudo do comporta-

mento de uma curva regular, a saber, o conceito de curvatura.

Definicdo 1.3 (Curvatura) Seja o.: I — R uma curva parametrizada regular.

(i) Se o estd parametrizada pelo comprimento de arco, o nimero K(s) =| o’ (s) |, definido
para s € I, é denominado curvatura de o.em s € 1.

(ii) Se o ndo estd parametrizada pelo comprimento de arco, a curvatura de o. é definida

por
_ () xo"(1) |

K= P

(iii) Se o é uma curva regular plana (ndo necessariamente parametrizada pelo compri-

(1-7)

mento de arco), a curvatura de o, é dada’ por

Ky — X"y
K(r) = y (1-8)
()2 +0")%)2

Para Aratjo (1998, p. 7), “a curvatura d4 uma medida da variacdo da direcdo

da curva, mas seu conhecimento ndo determina a forma da curva: tanto a circunferéncia
como a hélice, por exemplo, t€m curvatura constante”. A grosso modo, a curvatura de o
mede a velocidade com que as tangentes a o mudam de direcdo, ou seja, o quanto a curva

deixa de ser uma reta.

TAs demonstragdes das igualdades em (1-7) e (1-8) podem ser encontradas em Tenenblat ([14], 2008, p.
67 e p. 46).
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Agora, para cada s € I, sejam #(s), n(s) e b(s) vetores ortogonais e unitarios
definidos por
t(s) =d/(s), n(s)= &, b(s) =t(s) x n(s). (1-9)
| a(s) |
Os vetores ¢(s), n(s) e b(s) sdo denominados, respectivamente, vetor tangente,
normal e binormal a o em s € I, sdo fundamentais para o estudo do comportamento local
de uma curva regular e o conjunto ortonormal {¢(s),n(s),b(s)} é denominado triedro

movel de Frenet. A defini¢do a seguir estabelece o conceito de tor¢cao de uma curva.

Definicdo 1.4 (Torciio) Seja o.: 1 — R3 uma curva regular parametrizada pelo compri-

mento de arco. O niimero real T dado por t(s) = b'(s)n(s) é a tor¢do de o.

Como consequéncia da definicdo acima, a tor¢ao T pode ser definida em fungdo
da curvatura da curva o da seguinte forma: se o0 é uma curva parametrizada pelo

comprimento de arco com curvatura K nio nula, entio”

(o(s) x a"(s), 0" (s))

W)= T R

(1-10)

Segundo Tenenblat (2008, p. 65), “geometricamente, o médulo da tor¢ao mede a

velocidade com que varia o plano osculador®”

. Em palavras, a tor¢do mede a velocidade
com que a curva o deixa de ser plana. J4 para Lima (2016, p. 29), “o valor absoluto da
tor¢cdo de uma curva regular o num ponto s , quando n@o nulo, é, numa vizinhanga de
o(s), uma medida de “afastamento” do tragco de o do plano osculador de o em s”.

Os vetores ¢(s), n(s) e b(s) formam uma base ortonormal de R? e tem derivadas

dadas pela equagao matricial

i (s 0 «x(s) O 1(s)
nis) | =1 —x(s) 0 —1(s) n(s) |, (1-11)
b (s) 0 (s) O b(s)
ou seja,
t'(s) = x(s)n(s), n'(s) = —x(s)t(s) —t(s)b(s), b'(s) =1(s)n(s). (1-12)

As equagdes acima s@o denominadas Férmulas de Frenet e determinam o com-
portamento de o na vizinhanga de um de seus pontos. Para o leitor interessado em conhe-

cer a deducdo das equacgdes acima, sugere-se consultar Do Carmo ([7], 2005), Tenenblat

%A demonstracio da igualdade em (1-10) pode ser encontrada em Tenenblat ([14], 2008, p. 67).
30 plano osculador é o plano que contém o e que é normal ao vetor b(s) (TENENBLAT, [14], 2008, p.
63). Em palavras, € o plano gerado pelos vetores #(s) e n(s).
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([14], 2008) e suas referéncias. Um dos exemplos cldssicos de curvas no espagco sao as
hélices. Estas curvas caracterizam-se por ter curvatura e tor¢do constantes. Em geral, uma
hélice pode ser definida como uma curva no espago, de curvatura nao nula, cuja reta tan-
gente em cada ponto faz um angulo constante com uma direc@o fixada. A defini¢do a

seguir formaliza o conceito de hélice.

Definiciio 1.5 (Hélices) Seja o.: I — R3 uma curva regular ndo necessariamente para-
metrizada pelo comprimento de arco. A curva O. ¢ uma hélice se existe um vetor v, com

v| =1, tal que, o angulo de v com 0. (t) é constante, para todo t € I, isto é,
V| =1, tal que, o angulo d (1) é paratodot €1, isto é
(d(t),v)y=c|d ()], ceR. (1-13)

Se o estd parametrizada pelo comprimento de arco, entdo o é uma hélice se (! (t),v) =,

para c € R.

A curva dada pela equacdo (1-2), por exemplo, € uma hélice, pois
o (1) = (¢' cos(t) — €' sin(t), e sin(t) + ' cos(t),e'), | o/ (t) |= V3, (1-14)

e, tomando a dire¢do fixa v = (0,0, 1), tem-se

(o/(1),v) _ ((¢' cos(t) —e'sin(r), e sin(t) 4 €' cos(z),€'),(0,0,1)) \/_§
| o/ (2) | V3e! 37

Note que o resultado acima € constante e, por isso, oL € uma hélice.

(1-15)

A defini¢@o a seguir conceitua uma classe especial de curvas que sdo, em certo
sentido, generalizacdes das hélices circulares*. Tais curvas foram estudadas no século
XIX por Joseph Bertrand e, por isso, sdo denominadas curvas de Bertrand. Além disso,
estas curvas caracterizam-se pela seguinte propriedade: "Se o é uma curva de Bertrand,
entdo ou a tor¢do T € identicamente nula ou T nunca se anula, isto é, curvas espaciais que

sdo de Bertrand tem tor¢do que nunca se anula".

Definicao 1.6 (Curvas de Bertrand) Uma curva regular o : [ — R3, com curvatura e
tor¢do ndo-nulas e vetor normal W, é uma curva de Bertrand, se existe uma curva regular
B : I — R3, com vetor normal Mg, tal que, as retas normais de o. e P (passando por Mg, e

Mg, respectivamente) sdo iguais em s € 1. Neste caso, escreve-se
B(s) =o(s)+rn(s), s€l, (1-16)

onde r é constante e B é chamado par de Bertrand de o. .

“o0 ¢ uma hélice circular se tem curvatura e a tor¢io constantes.
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A figura 1.3 dada a seguir d4 uma interpretacao geométrica da defini¢do anterior.

Figura 1.3: Curvas de Bertrand

Fonte: Construido no GeoGebra por SILVA, L. G. em 22/01/2021.

O resultado a seguir é um dos principais teoremas do estudo das curvas para-
metrizadas diferencidveis. Em esséncia, este teorema garante que as fungdes curvatura
e tor¢cdo determinam completamente uma curva, a menos de sua posi¢do no espaco. Tal
resultado é denominado Teorema Fundamental das Curvas. A versido do Teorema Funda-

mental das Curvas apresentada a seguir se deve a Do Carmo ([7], 2005).

Teorema 1.7 (Teorema Fundamental das Curvas) Dadas as funcoes diferencidveis
k(s) > 0et(s), s € I CR, existe uma curva parametrizada regular o : I — R3, tal que, s
é o comprimento de arco, K(s) € a curvatura e t(s) é a tor¢do de o. Além disso, qualquer
outra curva B satisfazendo as mesmas condicoes difere de . por um movimento rigido,
isto é, existe uma aplicagdo ortogonal ¢ : R — R3, com determinante positivo, e um

vetor v, tal que, = 0+ v.

A prova deste teorema se baseia em resultados de existéncia de Equacdes
Diferenciais Ordindrias para a existéncia da curva o, nas equagdes de Frenet para
unicidade e distancia-se dos objetivos do texto. Por isso, neste trabalho, serd omitida a
demonstracdo do teorema acima. Para o leitor interessado em conhecer os detalhes desta
prova, sugere-se consultar Do Carmo ([7], 2005), Lima ([11], 2016), Tenenblat ([14],
2008), Aratjo ([2], 1998) e suas referéncias.

Segundo Tenenblat (2008, p. 90), “o Teorema Fundamental das Curvas prova
que, dadas duas func¢des diferencidveis quaisquer, sendo uma delas positiva, existe uma
curva regular de R? que admite essas fun¢des como curvatura e tor¢io”.

Os resultados principais deste capitulo, tratados a seguir, classificam algumas
curvas diferencidveis por meio de informacdes previamente conhecidas sobre a curvatura
e/ou a tor¢do da curva. Mais precisamente, a seguir, serdo mostrados dois resultados
de classificacdo de curvas, a saber: um resultado que classifica todas curvas planas de

curvatura constante e um resultado de classificacdo de curvas espaciais conhecendo, a
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priori, certas informagdes sobre a curvatura e a tor¢cao da curva. A grosso modo, o primeiro
resultado apresentado a seguir mostra que as Unicas curvas com curvatura constante nao

negativa siao, em esséncia, a reta e a circunferéncia.

Teorema 1.8 (Curvas Planas de Curvatura Constante) Seja o : [ — R2 uma curva

regular parametrizada pelo comprimento de arco com curvatura X. Entdo:

1. o é uma reta se, e somente se, K = Q.

2. o estd contida em uma circunferéncia de raio R > 0 se, e somente se, K = 11—3.

Além disso, se o é uma curva plana de curvatura constante X > 0, entdo O estd contida

em uma reta ou . estd contida em uma circunferéncia.

Demonstracdo: Seja o(s) = (x(s),y(s)) uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco com £(s) = o/'(s) = (x'(s),Y/(s)) e & (s) = (x"(5),y"(s))-

Prova de 1: Como o € uma reta, pode-se parametrizar o pela aplicacdo
o(s) = (xo +as,yo +bs), s €1, onde a e b sio constantes e a’> + b> = 1. Como,

o/ (s) = (a,b) e " (s) = (0,0), entdo, pela defini¢do de curvatura, segue que
K(s) =|a"(s) =0, sel (1-17)

Reciprocamente, suponha que o seja uma curva parametrizada pelo compri-

mento de arco com k(s) = 0. Pela defini¢do de curvatura,
()2 + (") =] &"(s) |= x(s) = 0. (1-18)
E, disto, segue que o (s) = 0. Por integragio,
S
o (s) = / o (s)ds + o (0) = a, (1-19)
0
onde a é constante. Novamente por integracao, tem-se
N N
ofs) = / o (s)ds + o (0) = / ads+o(0) =as+b (1-20)
0 0
para constantes a € b. Assim, 0.(s) é uma reta.

Prova de 2: Considere a circunferéncia parametrizada por

ol(s) = (a+Rcos (%),bJrRsin(%)), SER, R>0 (1-21)
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Assim,

((s) = <—sin (%) cos (%)) : (1-22)
, 1 s 1 . /s
f'(s) = (_ECOS (I_€> )~ g sin <I_€>) : (1-23)

n(s) = (—cos (j_e) ,—sin (%)) . (1-24)

Portanto, K(s) =1'(s) -n(s) = —.
Para reciproca, basta provar que a aplicacio diferencidvel f : I — R? definida
por f(s) = a(s) + Rn(s) é constante. De fato, derivando f e usando as férmulas de Frenet,

vale que
f'(s) = a(s) +R'(s) = 1(s) + R(—xe(s)) (1-25)

Como k = 112 tem-se f'(s) = #(s) —#(s) = 0. Consequentemente, f € constante
e, assim, existe uma constante c, tal que, o.(s) + Rn(s) = c. Com isto, | a(s) —c |=R e,
portanto, o estd contida em uma circunferéncia.

Para a prova da segunda parte do teorema, basta observar que se ¥ = 0, entdo,
pela primeira parte do teorema, o é uma reta. Por outro lado, se k > 0 é uma fun¢do
diferencidvel em /, utilizando o Teorema Fundamental das Curvas, tem-se que uma curva

plana que tem ¥ como curvatura é dada’ por

o(s) = </cose(s)ds—l—bo,/sine(s)ds—i—bl), (1-26)

onde bg, by sdo constantes,
8(s) = / K(s)ds + P, (1-27)

e a curva é determinada a menos de uma translagdo do ponto (bg,b;) e uma rotagdo do
angulo ®. Sendo k¥ > 0 constante, é facil notar, por integragdo das equacdes (1-26) e
(1-27), que o estd contida em uma cincunferéncia. Isto mostra que o estd contida em uma

reta ou em uma circunferéncia provando, assim, o teorema.
O

Para uma versdo do Teorema Fundamental das Curvas Planas (isto €, quando
T = 0) usado na prova do teorema anterior, veja Do Carmo ([7], 2005) e Tenenblat ([14],
2008). A seguir, serd apresentado um lema fundamental para a demonstragdao do préximo

resultado de classificagcdo de curvas (Teorema 1.10).

SPara prova desta afirmacio veja Do Carmo ([7], 2005, p. 29, exercicio 9).
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Lema 1.9 Seja o: I — R3 uma curva regular com curvatura x(s) # 0, s € I. Se o é uma
curva plana, entdo o plano osculador de o. independe do pardmetro e o traco de Q. estd

contido neste plano osculador.

Demonstracao: Suponha que o estd parametrizada pelo comprimento de arco. Caso ndo
seja, basta reparametriza-la pelo comprimento de arco. Sendo o uma curva plana, entdo

o(I) estd contido em algum plano IT de R3. Seja v # 0 um vetor ortogonal a IT.
Afirmacio: v é paralelo ao vetor b(s), paratodo s € I.

De fato, seja so € [ fixado. Entdo,
(o(s) —also),v) =0, sel, (1-28)

e, derivando esta equacdo, segue que (o!'(s),v) = 0, isto é, (t(s),v) = 0, para todo s € 1.

Novamente, por derivacdo, tem-se
(o’ (s),v) =0, sel. (1-29)

Disto, segue que ('(s),v) = 0 e, consequentemente, (k(s)n(s),v) = 0, ou seja,
K(s)(n(s),v) = 0. Como «(s) # 0, pode-se concluir que v é ortogonal a t(s) e n(s) e,

assim, v é paralelo a b(s), para todo s € I, 0 que prova a afirmacao anterior.

Portanto, como v é paralelo a b(s) e ortogonal de o (1), segue que o plano que

contém (/) é o plano osculador e este plano ndo depende do pardmetro dado.
OJ

O teorema a seguir classifica algumas curvas espaciais de curvatura e tor¢ao

constantes ou cuja curvatura e tor¢cdo se relacionam por certa equagao.

Teorema 1.10 Seja o.: I — R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de

arco com curvatura X # 0 e tor¢do <. Entdo:

1. o é uma curva plana se, e somente se, T= 0.

2. o€ uma hélice se, e somente se, % ¢é constante.

3. o é uma curva de Bertrand se, e somente se, existem constantes ndo nulas A e B,
tais que, AK+ Bt = 1. Além disso, se T # 0, entdo o é uma curva de Bertrand se, e
somente se, existe uma constante A # 0, tal que, (1 —AK)’C’ +Ax't=0.

4. o estd contida em uma esfera se, e somente se,

1 K \?
_+( ) —¢, cER, K£0, T£0. (1-30)

K2 K27
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Demonstracao: Seja o(s) = (x(s),y(s),z(s)) uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco com 7(s) = o (s) = (X' (s),)'(5),7'(s)) e &' (s) = (X" (s5),y"(s5),7"(5)).

Prova de 1: Seja oo uma curva plana, entdo b(s) é constante e, consequentemente,

b'(s) =0, para todo s € 1. Sendo assim, pela defini¢éo de tor¢do, tem-se
t(s) =b'(s)n(s) =0, sl (1-31)

Reciprocamente, se T(s) = 0, s € I, entdo b'(s) = 0 e b(s) é constante. Denote

b(s) = b. Agora, para cada s¢ € I fixado, defina
f(s) = (as) —a(so),b). (1-32)

Afirmacao: f(s) =0, paratodo s € I.

De fato, derivando f em s, obtém-se
f'(s) = (a/(s),b) = (1(s),b) =0. (1-33)

Portanto, f(s) é constante. Como f(sg) = 0, conclui-se que f(s) = 0.
Assim, (a(s) —a(so),b) = 0, para todo s € I. Consequentemente, o esta contido

no plano que contém o.(sp) e é ortogonal ao vetor b.

Prova de 2: Se o é uma hélice, entdo existe um vetor unitario v, tal que (t(s),v) = c,
para ¢ € R. Derivando esta igualdade, segue que (t'(s),v) = 0 e, utilizando as férmu-
las de Frenet, x(s)(n(s),v) = 0. Como x(s) # 0, segue que, (n(s),v) = 0 e, disto, v
pertence ao plano determinado por 7(s) e b(s), para todo s € I. Assim, pode-se escrever

v =cos0(s) 4 sin0b(s), onde 6 é o Angulo formado por v com as dire¢des tangentes de .
Afirmacao: v € unitario.

De fato, veja que,

V> = (1) = (cos6r(s)+sinBb(s),cosBt(s) + sinOb(s))
= cos29<t,t) +sin26<b,b> = cos’0+sin’0 = 1. (1-34)

Note que 0 € constante. Derivando v e usando as férmulas de Frenet, tem-se

0 = cos0t'(s) +sinBb’(s) = (k(s) cosO +1(s) sinO)n(s) (1-35)
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Logo, k(s)cos®+1(s)sin® = 0 e, assim,

——= = —tan0. (1-36)

K, K, )
Segue que p ¢ constante. Por outro lado, suponha que p ¢ constante e considere

0 fixo, tal que, tan® = ——
Afitmacao: v = cos 6¢(s) +sin6b(s) € constante.

De fato, derivando v e utilizando as formulas de Frenet, tem-se
V' = cosOr'(s) +sin0b'(s) = cos Ok (s)n(s) + sinOT(s)n(s)
= (cosOK(s)+sinOt(s))n(s) = (—cosOtanOt(s) + sinOt(s))n(s)
in0
= (— cos Gm—ne‘c(s) + sin Gt(s)) n(s) = (—sin0t(s) +sinOt(s))n(s)

cos
= 0. (1-37)

Logo, v é constante, provando a afirmacao dada.

Assim, (1(s),v) = cos0(t(s),t(s)) +sinO(¢(s),b(s)) = cosO-1+sinO-0 = cosO
€ constante e, portanto, o € uma hélice.

Observacao: Outra forma de provar este item € seguir as ideias de Flores e Pansonato

([8], 2014) da seguinte forma: Defina v = “(s)i(s) + K(s)b(s) . Assim,

v (x(5))2 + (t(s))2
V= (e s)rls) — Klo)e ) s)b(s) —k(s)t(s)). 1-38
\/((K(s))2+(1(s))2)3<1( )b(s) — k(s)t(s)) (1-38)

Derivando (z(s),v) = ¢, tem-se (t'(s),v) 4 (¢(s),V') = 0. Utilizando as defini¢des

de v eV e as formulas de Frenet, segue que

k(o) L) K<S<)TI>(S§>—0 ouscja, K()t(s) ~K(s)¥(s) =0.  (1-39)

/ / /
Sabendo que < ) = % tem-se <@> = 0 e, portanto, % ¢é

constante. A reciproca € imediata e fica a cargo do leitor.

Prova de 3: A demonstracio deste item segue as ideias de Flores e Pansonato
([8], 2014). Sejam o uma curva de Bertrand e B seu par de Bertrand. Denote por s € 5
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os pardmetros comprimento de arco e 7 € 7 0s vetores unitdrios tangentes de o e [3, respec-

d, _ dt dt _
%<t,l‘>:<t,$>+<$,t>:0. (1-40)

Logo, (t,f) = cosB e |t x 7| = sin® sdo constantes, onde 0 é o dngulo entre 7 e 7.

tivamente. Assim,

Se o é curva de Bertrand, entdo B(s) = a(s) + rn(s). Assim, pelas férmulas de Frenet,

cos® = (1,1) = <Z—E%,t> = <d—f(t+rn’),t> = ?(1 —rK), (1-41)

ds s
© d d
sin9:|f><t|:‘d—;(t+rn’)><t :‘d—;m. (1-42)
Dividindo (1-41) por (1-42), tem-se

1—rx 0
e_ (1-43)

rT sin©

cos 0

e, assim, sin@(1 — rK) = cos0(rt). DefinindoA =reB=r segue que Ak+ Bt = 1.

sin© *

Reciprocamente, suponha Ax + Bt = 1. Defina A = r e 0l(s) = a(s) + rn(s).
Assim, pelas férmulas de Frenet e por rk = 1 — BT, tem-se

% = (1—r)t — rtb = t(Bt — rb). (1-44)

Dividindo os lados por Tv/B% — r2, tem-se que o vetor tangente unitério 7 de [ é

da forma

—<B;2‘ r”; _7 (1-45)
— I

Assim,
di  B''—rb)  Bxn—rwn _ (Bx—r1)

s VB2 VB2 JBR_2

Como o vetor acima pertence a normal principal de 3 e tem dire¢ao da normal de

(1-46)

o, tem-se que retas normais de 3 e o coincidem em s. Portanto, o é uma curva de Bertrand.

Além disso, o0 € uma curva de Bertrand se, e somente se, existe uma constante
A # 0, tal que,
(1 —Ax(s))T'(s) +Ax/(s)T(s) = 0. (1-47)

De fato, sabe-se que o é uma curva de Bertrand se, e somente se,
Ax(s)+ Bt(s) = 1, onde A e B sdo constantes. Assim, se T # 0, entdo,

1 —Ax(s)

(s)

= constante. (1-48)
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Derivando esta igualdade utilizando a regra do quociente, segue que

—AK (s)1(s) — (1 —AK(s))T(s)
(t(s))?

=0 (1-49)
€, consequentemente,
(1—Ax(s))t'(s) +AK (s)T(s) = 0. (1-50)

A reciproca segue os passos contrdrios dos caculos acima realizados.

Prova de 4: Suponha que o.(7) estd contida em uma esfera de centro ¢y e raio a. Logo,

1
Kk(s)=—, |a(s)—col|=a e |a(s)—co|* =a*, s€L (1-51)

a

Derivando esta expressao,

(&(s), o(s) = co)

2|ou(s) — col a(s) — o

=0 (1-52)

e, disto, (1(s),a(s) — co) = 0. Derivando novamente, segue que,
(t'(s), () = co) +(£(s),(s)) =0 (1-53)

Como #'(s) = x(s)n(s), entdo

(n(s),a(s) — o) +1=0 e (n(s), as) —co) = —%. (1-54)
Derivando a dltima equacio,
0 (5), ) — o)+ (n(s)1(5)) = 5. (1-55)
Como 7/(s) = —1(s)b(s) — k(s)t(s), entdo
~t(5)B(s), ) — o) — () (5, () —co) = 5 ¢ (b(s) als) —e0) = 5. (1-56)

Assim, os componentes de o(s) — cp, em relagdo a base ortonormal (¢,n,b), sdo
1 K’
<0, o _TW) . LOgO,

1 2 / 2
<E> +<KKTT) = ¢, ceR. (1-57)
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. 2 \?
Para provar a reciproca, suponha que (%) + <&> =c¢, c € R. Faga,

1 K 1
R=-, R=——=eT=- (1-58)
K K T

Entdo, R> + (R'T)? = c. Derivando e multiplicando esta igualdade por %, tem-se

2RR't  2R'(R'T) 2R
- TT+ (T ):T(Rr+(R’T)’)=Rr+(R’T)’. (1-59)

0
Agora, defina B(s) = o(s) + Rn — R'Tb. Derivando a (s) e usando as férmulas

de Frenet, (1-58) e (1-59), tem-se que

B'(s) = t(s)+R'n(s)—Rtb(s)— Rxt(s) — (R'T)'b(s) — (R'T)tn(s)
= (1—=Rx)t(s)+ (R —R'Tt)n(s) — (Rt+ (R'T)")b(s) =0 (1-60)

Entdo, B(s) = co, onde ¢ é constante. Disto, co = ol(s) + Rn— R'Tbh e, assim,
lou(s) — co|> = R+ (R)*T? = 4 de onde |ou(s) — co| = a. (1-61)

Portanto, o(]) estd contida na esfera de centro cg e raio a > 0.
O

Visto que uma reta e uma circunferéncia em R? sdo curvas que estdo contidas
em algum plano, e que curvas planas sdo caracterizadas por serem curvas cuja tor¢ao
¢ identicamente nula, entdo o Teorema 1.8 pode ser enunciado em termos de curvas
espaciais da seguinte forma:

Seja o : I — R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco com
curvatura X e torgdo T. Entdo:
1. o0 é uma reta se, e somente se, T=0e kK =0.

2. o estd contida em uma circunferéncia de raio R > 0 se, e somente se, T=0e K= %.

A demonstracdo deste resultado € andloga a prova da primeira parte do Teorema
1.8. Para mais detalhes e informagdes sobre o estudo das curvas parametrizadas diferen-

cidveis, consulte a bibliografia listada e suas referéncias.



CAPITULO 2

SUPERFICIES DIFERENCIAVEIS

Neste capitulo, baseados nos estudos de Araudjo ([2],1998), Do Carmo ([7],
2005), Lima ([11], 2016) e Tenenblat ([14], 2008), serdao apresentados os principais
resultados da teoria cldssica das superficies parametrizadas regulares, com objetivo de dar
embasamento tedrico para o estudo da curvatura de superficies parametrizadas estudada
no préximo capitulo. De modo geral, neste capitulo, serdo introduzidos os conceitos de
superficie regular, plano tangente e primeira forma quadratica, iniciando pela defini¢do e

exemplos de superficie regular.

2.1 Superficie Parametrizada Regular

Nesta secdo, serdo estabelecidos os conceitos e as propriedades das superficies
parametrizadas regulares. Para Lima (2016, p. 33), “uma superficie regular € um subcon-
junto ndo vazio de R3, formado por abertos de R?, os quais sdo deformados e colocados
suavemente por meio de aplicagdes denominadas parametrizac¢des locais™.

A definicao a seguir, devida a Tenenblat ([14], 2008), formaliza o conceito de

superficie parametrizada regular.

Definicio 2.1 (Superficie) Seja U C R? um subconjunto aberto. Uma superficie para-

metrizada regular é uma aplicacdo X : U — R satisfazendo as seguintes condi¢des:

1. X é diferencidvel de classe C*. Neste caso, denota-se:
X (u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), (u,v) €U, (2-1)
2. Para todo g = (u,v) € U, a diferencial dX, : R? — R3 ¢ injetiva.

De acordo com Tenenblat (2008, p. 110), “a condi¢do 2 da defini¢do 2.1 garante
a existéncia de plano tangente em cada ponto da superficie”. Esta condi¢do é, por vezes,

denominada condi¢do de regularidade.
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Assim, se {e1,e>} é abase candnicade R? e {f1, />, f3} é a base canonica de R,

entdo, para cada (u,v) € U, a matriz da aplicagdo dX, pode ser escrita como

dx  ox
gu gv
_ y y -
dx,= | 2 2 |. 2-2)
dz  Jz
du ov

Além disso, se denotar
ox 0 0z 0x 0 0z
Xu(u?v> = (a(”;‘))v%(uv‘/)?E(u?‘})?) € XV(”7V> = <$(u,v),a—i(u,v),$(u,v),> ’

entdo, a condigdo 2 é equivalente a X, (ug,vo) X X, (ug,vo) # 0.

Ao longo deste capitulo, por simplicidade e a menos que se diga o contrario,
denota-se X, (u,v) e X, (u,v) por X, e X,, respectivamente, para todo (u,v) € U C R? e,
quando necessdrio, S denotard o conjunto S = {X (u,v) € R}, (u,v) €U}.

Note que, a esfera de centro na origem e raio r > 0, menos os dois pélos, de

equacio paramétrica X : U C R — R3 dada por
X (u,v) = (rsin(u)cos(v), rsin(u)sin(v),rcos(u)), u € (0,mx) ev e (0,2n),  (2-3)

por exemplo, € uma superficie parametrizada regular. Com efeito, a aplicacdo X ¢

diferencidvel, pois

Xy = (rcos(u)cos(v),rcos(u)sin(v),—rsin(u)), (2-4)
X, = (—rsin(u)sin(v),rsin(u)cos(v),0) (2-5)

sdo aplicagdes continuas. Além disso, dX,, € injetiva. De fato,

rcos(u)cos(v) —rsin(u)sin(v)

XuxX, = | rcos(u)sin(v) rsin(u)cos(v)

o~ =~

—rsin(u) 0
2

{8}

= (r*sin®(u)cos(v), r? sin® (u) sin(v), r* sin(u) cos(u)) (2-6)

Consequentemente,

X, x X,| = \/(1’2 sin? (1) cos(v))2 + (r2sin?(u) sin(v) )2 4 (2 sin(u) cos(u))?

= \/r4 sin* (1) cos2(v) 4 r#sin* () sin? (v) + r# sin? (u) cos (u)

— \/r4 sin* () + r# sin® (u) cos2(u) = r?sin(u). (2-7)
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Como r > 0 e sin(u) # 0, para u € (0,x), tem-se |X,, x X, | # 0. Dessa forma, as
condic¢des 1 e 2 da definicdo 2.1 ficam satisfeitas e, com isso, fica provado que a esfera
parametrizada pela equacao (2-3) € uma superficie regular (Veja a figura 2.2).

Agora, se X : U C R> — R? é uma superficie parametrizada regular e
(up,vo) € U é um ponto fixado, as curvas a(u) = X (u,vp) e B(v) = X(uo,v) sdo de-
nominadas curvas coordenadas de X em (ugp,vo). Jd os vetores o (ug) = X, (up,vo) €
B'(vo) = X, (uo,vp) sdo denominados vetores tangentes as curvas coordenadas o e § em
(ug,vo), respectivamente. Graficamente,

Figura 2.1: Vetores tangentes as curvas coordenadas

v z

/_\ X, (ug, vg)

— U = Uy

T\,
L)
o

Xy (ugs vo)

Fonte: Construido no GeoGebra por SILVA, L. G. em 18/03/2021.

Observe que, no caso da esfera, os meridianos e os paralelos sdo as curvas coor-

denadas. A figura 2.2 a seguir representa a esfera e algumas de suas curvas coordenadas:

Figura 2.2: Esfera de centro na origem e raio r

z

0N
1T
Qi

Fonte: Construido no GeoGebra por SILVA, L. G. em 18/03/2021.
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Outro exemplo de superficie regular é o plano
S={(x,y,2) € R¥ax+by+cz+d =0}

parametrizado pela aplicagcao
1
X(u,v) = (u,v, ——(au+bv+d)) . (u,v) €R?, a,b,c#0 constantes.
c

Este € um caso especial de uma superficie parametrizada onde a imagem da apli-
cacdo X é o grifico de uma func¢do diferencidvel. Tais superficies tem papel fundamental
na geometria diferencial. Os teoremas que serdo apresentados a seguir determinam classes
importantes de superficies parametrizadas regulares. Mais precisamente, estes resultados
mostram que graficos de fun¢des diferencidveis, superficies de rotacao e imagens inver-
sas de valores regulares sdo superficies parametrizadas regulares. O primeiro teorema
apresentado a seguir garante que o grafico de uma func¢ao diferencidvel € uma superficie

parametrizada regular.

Teorema 2.2 Se f: U — R ¢ uma funcdo diferencidvel definida em um subconjunto
aberto U C R?, entdo a aplicacdo X (u,v) = (u,v, f(u,v))' é uma superficie parametri-

zada regular que descreve o grdfico da funcdo f.

Demonstracao: Primeiro, veja que X € diferencidvel, pois

_(10% _(01.%
0= (102) e x-(01.2) -

sao aplicacdes continuas, uma vez que suas coordenadas sdo fungdes diferencidveis. Além
disso,

0
1

ox, of7 5 (-4

_57_57 ) 7&0 (2_9)

o~ el
|
bt}
|
|
|
|

f

v

gr o —
QO

Com isso, as condi¢des 1 e 2 da defini¢do 2.1 sdo satisfeitas e, portanto, X (u,v)

€ uma superficie parametrizada regular.
OJ

O teorema apresentado a seguir caracteriza uma classe especial de superficies

parametrizadas regulares denominadas superficies de rotacdo (ou revolucdo). Segundo

'A menos que se mencione o contrério g—z e 3—{ denotam % (u,v) e %{(u, v), respectivamente, para todo

(u,v) €U.
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Tenenblat (2008, p. 116), “este tipo de superficie descreve o conjunto de pontos de R,
obtidos pela rotagdo do traco de uma curva regular plana em torno de uma reta deste plano

que ndo intercepta a curva’.

Teorema 2.3 Seja X (u,v) = (f(u)cos(v), f(u)sin(v),g(u)), uc I CR, v € R a superficie
gerada pela rotacdo da curva regular a(u) = (f(u),0,g(u)),u € I, com f,g: 1 — R
fungdes diferencidveis e f(u) # 0. Entdo, a aplicacdo X é uma superficie parametrizada

regular.

Demonstracao: Derivando X em relacdo a u e v, tem-se,

Xy = (f'(u)cos(v), f'(u)sin(v),&'(u)) e X, = (—f(u)sin(v), f(u)cos(v),0). (2-10)

Como o € regular, entdo X, e X, sdo continuas. Assim, X é diferencidvel. Além

disso, como o (u) = (f(u),0,g'(u)) e | ()| # 0, entdo (f'(u))* + (¢'(u))* # 0.
Também, X, x X, # 0. De fato,

f'(u)cos(v) —f(u)sin(v) i
XuxXy = | fl(u)sin(v) f(u)cos(v) Z
k

(u) 0
= (=f(u)g'(u)cos(v), —f(u)g'(u) sin(v), f(u) f'(u)). (2-11)

oq

Assim,
X X Xo[* = (f(u)g (u))?cos®(v) + (f(u)g (1)) sin®(v) + (f (u) f' (u))?
= (f(w)g ()*(cos®(v) +sin®(v)) + (f(u) £ ())?
= (f)>(f ()* + (f(u)*(¢'(w))?
= (f@)*((F'(w)* + (' ()?). (2-12)

Logo, |X, x X,| # 0, pois f(u) # 0. Consequentemente, as condigdes 1 e 2 da

defini¢do 2.1 sdo satisfeitas e, disto, X (u,v) é uma superficie parametrizada regular.
OJ
A aplicacdo

X(u,v) = <u,acosh <Z> cosv,acosh (Z) sinv) . (u,v) e R?, (2-13)
a a

por exemplo, € uma superficie de rotagdo que descreve o catendide representado na figura

2.3, obtido pela rotagdo da catendria

ou) = <u,acosh(z>,0>, ucelkR e a>0,
a
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em torno do eixo x.

Figura 2.3: Catencide

Fonte: Construido no GeoGebra por SILVA, L. G. em 18/03/2021.

Segundo Biezuner (2019, p. 63), “as superficies parametrizadas regulares, assim
como as curvas parametrizadas regulares, sdo localmente injetivas, pois podem ocorrer

autointerse¢des”. O teorema a seguir comprova este fato.

Teorema 2.4 Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular. Para todo
(uo,vo) € U, existe um subconjunto aberto U C U, tal que (ug,vo) € U e X restritaa U é

injetiva.

Demonstracao: A prova desse teorema é consequéncia do Teorema da Funcdo Inversa e
pode ser encontrada em Tenenblat ([14], 2008, p. 120).

A superficie X da equacdo (2-3), por exemplo, ndo é uma aplicacdo injetiva em
U = (0,m) x R. Mas, X € injetiva quando restrita a um dominio U = (0,7) x I, onde I €
um intervalo aberto de R de comprimento menor ou igual a 27.

O teorema a seguir caracteriza uma classe de superficies que sdo imagens
inversas de valores regulares. “[...] a imagem inversa de um valor regular de uma fungdo
diferencigvel definida num aberto de R? é uma superficie regular, por ser, localmente, o
grafico de uma funcdo.” (LIMA, 2016, p. 54).

Teorema 2.5 Seja f : U C R} — R uma funcdo diferencidvel. Entdo,
S = fﬁl(a) ={(x,y,2) € R3; f(x,v,2) = a} é uma superficie regular, onde a € f(U) é

um valor regular* de f.

2a € f(U) é um valor regular de f se Vf(p) # 0, para todo p € f~!(a).
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Demonstracao: A demonstracido deste teorema segue do Teorema da Fungdo Inversa e
do Teorema 2.2. Para detalhes da demonstracao, veja Do Carmo ([7], 2005, p. 69-70).

Por exemplo,

s 2y 2
Sz{(x,)@z)E]R;;%—ﬁ%—c—z—l:O} (2—14)
€ uma superficie parametrizada regular que descreve um elipséide menos dois pontos

representado na figura 2.4.

Figura 2.4: Elipsoide

Fonte: Construido no GeoGebra por SILVA, L. G. em 18/03/2021.

Com efeito, se definir

X2 2 2

vz
f(X,y,Z):;JFﬁﬂL 1 (2-15)

c2
entdo f € uma funcao diferencidvel, pois as derivadas parciais

of 2x f 2y f 2
ox a2’ 9y b2 9z (2 2-16)

sdo continuas e S = £~1(0). Além disso, zero é um valor regular de f, pois, se p = (x,,z),

entio
V£(p)=(0,0,0) se, e somentese, p=(0,0,0) e (0,0,0)¢ £ 1(0).
Portanto, pelo Teorema 2.5, § = £~ (0) é uma superficie regular.

Por diversas vezes, e para simplificar calculos, serd necessario parametrizar uma

superficie com uma parametrizacdo dada pelo grafico de uma func¢do diferencidvel. O
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problema € que nem sempre isto pode ser feito globalmente. Sendo assim, o teorema que
serd apresentado a seguir compde parte da teoria da reparametrizacdo de uma superficie
regular e fornece uma alternativa para olhar tal superficie regular localmente como grafico
de uma funcdo diferencidvel. Por questdo de comodidade e para ndo distanciar dos
objetivos, a demonstracdo deste teorema serd omitida neste trabalho. Ao leitor interessado
em conhecer a prova, sugere-se consultar Tenenblat ([14], 2008, p. 125-129) e suas

referéncias bibliogréficas.

Teorema 2.6 Sejam U,U C R? subconjuntos abertos e X : U —s R® uma superficie
parametrizada regular.

(i) Se f: U —> U é uma aplicacdo diferencidvel, tal que, h(U) = U com determinante
da matriz jacobiana ndo nulo, entdo X = X o f é uma superficie parametrizada regular
que tem o mesmo trago que X.

(ii) Para cada (ug,vo) € U, existe um subconjunto aberto V.C U que contém o ponto
(uo,vo) e uma reparametrizacdo f: U — V, tal que, o trago de X = X o h é o grdfico de

uma fungdo diferencidvel.

Em esséncia, o item (i) do teorema acima garante que existem diversas superfi-
cies parametrizadas regulares com a mesma imagem. A aplica¢do X definida no teorema
anterior é denominada reparametrizacdo de X por f. O item (ii) garante que toda super-
ficie regular é localmente o grafico de uma funcdo diferencidvel.

A superficie X (@,v) = (@, v,u*> —v?), (u,7) € R?, por exemplo, é uma repara-
metrizacdo da superficie X (u,v) = (u+v,u —v,4uv), (u,v) € R?, por meio da aplicacio
h: R? — R? dada por
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(2-17)

Na secdo a seguir, serd demonstrada a existéncia de um plano tangente bem

definido em cada ponto de uma superficie diferencidvel.

2.2 Plano Tangente

Inicialmente, sejam u = u(z), v = v(z) fun¢des diferencidveis definidas em um

intervalo/ C Re X : U € R?> — R3 uma superficie parametrizada regular. Assim, pode-
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se considerar uma curva diferencidvel o na superficie dada por o () = X (u(t),v(t)). A
grosso modo, um vetor tangente a superficie X € um vetor w tangente a uma curva desta
superficie. A defini¢do a seguir formaliza o conceito de vetor tangente.

Ao longo desta se¢do, quando ndo houver confusdo, X (u,v) representa uma

superficie regular de pardmetros u e v.

Definiciio 2.7 Sejam X (u,v), (u,v) € U C R?, uma superficie parametrizada regular,
q = (ug,vo) € U e a(t) = X(u(t),v(t)), t € I CR, uma curva da superficie, tal que
(u(ty),v(t0)) = (uo,vo), to € I. Um vetor w de R® é um vetor tangente a X em q se
w=0(t9) (Veja a figura 2.5).

Os vetores w; = X, (ug,vo) € wo = X, (ug,vp), por exemplo, sdo vetores tan-
gentes a X em (ug,vp), jA que wi e wy sdo vetores tangentes as curvas coordenadas
o(u) =X (u,vo) e B(v) = X (up,v) de X em (up,vo).

Definicdo 2.8 O conjunto de todos os vetores tangentes a X no ponto q = (ug,vo) €

denominado plano tangente a X em q. A notagdo T,X denota o plano tangente a X em q.

A figura 2.5 a seguir representa geometricamente os conceitos de vetor e plano

tangente a superficie X.

Figura 2.5: Veror Tangente e Plano Tangente de uma Superficie

)

Fonte: Construido no GeoGebra por SILVA, L. G. em 19/03/2021.

-
|

X X (ug,vg)

De modo geral, se g = (ug,vo), entdo T,X = {w; w=aX,(q)+bX,(q), a,b € R},
ou seja, T, X é o plano de R? obtido pela combinagdo linear dos vetores X, (¢) € X,(¢). De
fato, seja w € T, X e, sem perda de generalidades, suponha que 7y = 0. Pela Defini¢ao 2.7,
w=0/(0), onde o(t) = X (u(r),v(t)) e (u(0),v(0)) := q. Pela regra da cadeia,

w=a/(0) = —(X(u(t),v(1))| _=Xu(q)'(0)+X,(q)V'(0). (2-18)
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Tomando a =u/(0) e b =V/(0), tem-se w = aX,,(q) + bX,(q). Por outro lado, seja

w uma combinagdo linear de X, e X,, ou seja,
w = aX,(q) +bX\(q).

Defina u(t) = at + uo, v(t) = bt +vo e considere a curva em X definida por
o(r) = X (u(t),v(t)). Entéo, (u(0),v(0)) =g, u'(0) =a,V(0) =be

a'(0) = —(X(u(t),v())|

= w (2-19)

Disto, w € um vetor tangente a uma curva & de X e, consequentemente, w € T,X..

A partir deste ponto, este trabalho sera direcionado a estabelecer o conceito de
curvatura de uma superficie, isto é, serd verificado o quao rdpido uma superficie regular
X afasta-se de seu plano tangente nas proximidades de um ponto ¢ = (u,v). Isto significa
medir a “velocidade” com que a direcdo de um vetor normal e unitdrio a X em ¢ varia em
uma vizinhanga de ¢ contida em X (COIMBRA, 2008, p. 89).

No que segue, serd feita uma breve descricao sobre a aplicacao normal de Gauss
com objetivo de estabelecer, posteriormente, o conceito de curvatura. A definicdo a seguir
¢é devida a Tenenblat ([14], 2008).

Definiciio 2.9 Sejam X (u,v) uma superficie definida em U C R? e g = (ug,vo) € U.
(i) Um vetor w € R3 é dito um vetor normal a X em q se w é ortogonal a 1,X, ou seja, se
w é ortogonal a todos os vetores tangentes a X em q. O vetor normal unitdrio a X em q é

o vetor
X, XX,

N(g) = =422
(9) X X,|

(q)- (2-20)
(ii) A aplicagdo diferencidvel N : U — R definida por

X, x X,
N = — 2-21
() = 5 g 1) @-21)

tem imagem Im(N) na esfera unitdria S? e é denominada aplicagdo normal de Gauss.

Considere, por exemplo, o cilindro circular parametrizado por

X (u,v) = (cosu,sinu,v), (u,v) € R (2-22)
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Entio, o plano tangente a X em ¢ = (u,v) € o plano T, X gerado pelos vetores
X, = (—sinu,cosu,0) e X, =(0,0,1). (2-23)

Além disso, veja que,

i j K
Xy xX, = | —sinu cosu 0 |=(cosu,sinu,0) (2-24)
0 0 1

e |X, x X,| = V/cos?u+sin*u = 1. Consequentemente, o vetor normal 2 X em cada (u, )
¢ dado por
X, XX,

S ki inu,0). 2-2
N(u,v) X, % X (cosu,sinu,0) (2-25)

Agora, sejam h uma mudanga de parimetros ¢ X = X o4 uma reparametrizacdo
de X por h. Entao Tq)_( = TjzX . A afirmagdo seguinte mostra que uma mesma superficie

pode ser parametrizada por duas parametrizagdes com orientacdes opostas.

Afirmaciio: Se N é o vetor normal a X em g € N o vetor normal a X em h(g), entdo

N(qg) = £N(h(gq)), onde o sinal depende do sinal do determinante da matriz jacobiana de

h, ou seja,

gy
detJ(h) = ' (@) 9
&

Com efeito, sejam g = (u,v), h(q) = h(u,v) = (u,v) e X(u,v) = X(h(u,v)).

Entdo, pela regra da cadeia,

Xal@) = Xu(h(@) 5@ +X,(h(@) o (3) e27)
Xo@) = Xu(h(@) 2e(@) + %) @) @-28)

Além disso, é ficil ver que (X
que detJ(h) # 0 e Xz(q), Xv(q) € Xu(h(g)), X,(h(g)) sdo bases do mesmo plano de R>.

Portanto,

N@G) = N(h(g)) se detJ(h) >0 (2-29)
N@G) = —N(h(g)) se detJ(h) <0, (2-30)

provando a afirmagdo anterior.
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Seja
X (@,v) = (cosv,sinv,%), (@,7) € R?, (2-31)

por exemplo, uma reparametrizacio de X, dada na equagdo (2-22), por meio da mudanga

de parametros h(u,v) = (v,u). Entao,
X7 =1(0,0,1) e Xy=(—sinv,cosv,0). (2-32)

Como, detJ(h) = —1 < 0, segue que, N(u,v) = —N(h(u,v)) =
(—cosv,—sinv,0), uma vez que N(u,v) = (cosu,sinu,0), conforme a equagado (2-25).
Na préxima secdo serd estabelecido um importante conceito para caminhar para

definicao de curvatura de uma superficie regular, a saber, a primeira forma quadratica.

2.3 A Primeira Forma Quadratica

Nesta secdo, serd apresentado um conceito fundamental para estabelecimento do
conceito de curvatura de uma superficie: a primeira forma quadrética ou primeira forma
fundamental. De modo genérico, este conceito permite medir elementos de uma superficie
e, com isso, pode ser utilizado para determinar, por exemplo, comprimento de curvas em
uma superficie regular, angulo entre vetores tangentes e dreas de regides da superficie.

Segundo Delgado e Frensel (2017, p. 129), “[...] aimportancia da primeira forma
fundamental 7 vem do fato de que, conhecendo /, podemos resolver problemas métricos de
uma superficie regular sem fazer referéncia ao ambiente R® no qual X estd mergulhada”.

Desse modo, primeiro, serd definida a primeira forma quadrética de uma super-

ficie regular.

Definiciio 2.10 (A Primeira Forma Quadratica) Sejam X : U — R3 uma superficie
parametrizada regular e ¢ € U C R?. A primeira forma quadrdtica de X em q é a

aplicagdo 1, : T,)X — R definida por

L(w) = (ww) =|w|*, weTX. (2-33)

[...] a primeira forma fundamental é meramente a expressdo de como a super-

ficie S herda o produto interno natural do R?. Geometricamente, a primeira
forma fundamental nos possibilita fazer medidas na superficie [...] sem fazer

mencio ao espaco ambiente R>, onde estd a superficie. (DO CARMO, 2005,
p. 109).

Agora, se X(u,v) é uma superficie regular e g = (uo,vo), entdo I, pode ser
representada, de forma mais simples, em termos da base {X,,X,} associada a X em g,

conforme mostra a afirmac¢ao a seguir. Para mostrar isto, defina:

E = (Xu,Xu)(q), F=(Xu,X,)(q) e G=(X,,X,)(q). (2-34)



2.3 A Primeira Forma Quadratica 40

Afirmacio: I,(w) = a’E + 2abF + b*G, a,b € R.

De fato, se w € T, X, entdo, w = aX,(q) + bX,(q), a,b € R. Dessa forma, sendo

I;(w) = (w,w), tem-se

It](w) = <aXu(Q>+va(q)aaXu(Q)+va(Q)>
= @ (Xu, Xu)(q) +2ab(Xu, X,) (q) +b* (X0, X0) (q) (2-35)

Portanto,
I,(w) = @’E +2abF + b*G, (2-36)

onde E, F,G sdo fungdes calculadas no ponto g. As fungdes diferencidveis E = E(u,v),
F =F(u,v) e G= G(u,v), definidas para todo par (u,v), sdo os coeficientes da primeira
forma quadrética. A seguir sdo apresentadas duas propriedades dos coeficientes da pri-

meira forma quadrética.
e Propriedade 1: £ > 0e G > 0.

De fato, pela defini¢do,

E=(X,X,)=X.]*>0¢e G=(X,X,) =|X,|)* > 0. (2-37)

. F >

e Propriedade 2: =EG—-F~>0.

, _ [0x dy oz _ (ox dy oz ~

Com efeito, se X, = <$,£,$) eX, = <a—v,a—v,a—v),entao
ik dydz dzdy dzdx 0xdz dxdy dya

| x oy g | (YO OROYy OLOX OXOr oXOy Oyox _
u X Xy 3“ u ou <auav oudv’ dudv dudv’ dudv auav)' (2-38)

ox 9y Jz
dv dv  Jv

Logo,

e o (B3 BV dar axa) (o dyaxy’
LU \Quov dudv oudv  Judv oudv dudv

() [(0z\T [\ [\ [0z [ox\®
~\a) &) &) ) T\a) &) T
ox\? /97> ox\? [y > ay\? /ax\>
- (&) &)+ @) @) G) &) -
dyozocdy daxaxoe owdyay s
2<auav8uav+auav8u8v+auav8uav (2-39)
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Como,

_/{0dx dy oz dx dy dz\\ oxdx dydy 0z0z
“Wm—<<$@a@)(5@7$)>—55+amviﬁa’ (2-40)

entao
ox\ 2 [ax\ > v \2 /> az\? /9z\>
2 _ i - _7 - - _—
K Xo)® = (814) (av> + <au> (8\/) + (au> (8\1) +
5 <8y8z 0z 8y+ 0z 0x 0x 97 N axayayax> .

Judvaudy  udvaudy  2udvoudy (2-41)

Consequentemente, somando as expressoes (2-39) e (2-41), tem-se,

X X X >+ (X, X0)? = [(%)24— <§—Z>2+ (%)2] [(%)ZJF (%): (%)2] :

Por outro lado,

ox\ 2 a2 97\ 2 ox\ 2 > 97\ 2
2 _ 94 el e 2_ (2 hd i _
|X.| _(au) +(au) +<au) e |X,] <av) +(av) +(8v> . (2-42)

Assim, X, x X, |> + (X,,X,)? = |X,|*|X,|* e, consequentemente,
X X Xo|? = |Xu 21X |2 = (X, X0) 2. (2-43)
Disto,
EG—F = [X,J'|X.” = (X, X,)* = [X, x X, [ > 0, (2-44)

0 que prova a propriedade 2 dada.
Para a superficie X (u,v) = (cosu,sinu,v), (u,v) € R?, que descreve o cilindro
circular S = {(x,y,z) € R}; x> +y? =1}, por exemplo, os coeficientes da primeira forma

quadratica sdao dados por

E = (X,,X,) = ((—sinu,cosu,0),(—sinu,cosu,0)) = sin®u+ cos>

F = (Xy,X,) = ((—sinu,cosu,0),(0,0,1)) =0,
G = <XV7XV> <(07071)?(07071)>:17

u=1,

pois X, (u,v) = (—sinu,cosu,0) e X, (u,v) = (0,0,1).

Agora, se S € o helicdide parametrizado pela equacao

X(u,v) = (veosu,vsinu,bu), bR, (u,v) € R?, (2-45)
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entdo
X, (u,v) = (—vsinu,vcosu,b) e X,(u,v) = (cosu,sinu,0). (2-46)

Consequentemente, como E = (X,,,X,,), F = (X,, X)) e G = (X,,X,), os coefici-

entes da primeira forma quadratica de X sao

E = ((—vsinu,vcosu,b),(—vsinu,vcosu,b)) =v?sin® u+v*cos> u + b*

= V3 (sin*u+cosu) +b* =V + b2,
F = ((—vsinu,vcosu,b),(cosu,sinu,0)) = —vsinucosu + vsinucosu = 0,
G = ((cosu,sinu,0),(cosu,sinu,0)) = cos®u+sin’u = 1.

A seguir, serd mostrado como a primeira forma quadritica se relaciona com
conceitos de medidas em superficies. Primeiro, serd estabelecido o conceito de compri-
mento de uma curva da superficie e, em seguida, os conceitos de dngulo entre vetores e

area de regides em uma superficie parametrizada em termos da primeira forma quadratica.

e Comprimento de Curvas: Sejam I C R e a(r) = X(u(t),v(t)), t € I, uma curva
diferencidvel de uma superficie parametrizada regular X (u,v). Entdo, o comprimento de

arco de o de g a #1 € definido por

1
/ (t)|dt = /,/ (a/(2))dt, to,ty €1, t9 <1y, (2-47)

onde o/(r) é um vetor tangente a superficie X em g(¢) = (u(z),v(t)).

° Angulo entre Vetores: Da geometria analitica, sabe-se que se wi,wy € T,X, wi,wy #0

e ¢ = (u,v), entdo o angulo formado por w; e wy é o nimero 6 definido por

<W17W2>

L 0<e<m (2-48)
[wi [ w2 |

cosO =
Observe que,

2(wi,wa) = (wi,wa) + (wi,wa)
(Wi, w2) + (wi,wi)) 4 ((wi, wa) + (w2, wa)) — [wi]* = jwa |
= <W1,W1+W2>+<W1+W2,W2>—|W1|2—]W2‘2
(w

1w, wi +wa) — |wi | — [wa]?, (2-49)
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€, consequentemente,

| witwa 2= w2 —|wy [?

(wi,wa) = 5 (2-50)
Substituindo a equacao (2-50) na equacdo (2-48), segue que
2 _ 2 _ 2
coso = w2l = wi " = [w| (2-51)

2wy ||wa]

Mas, [wi +wa|? = I(wi +w2), [wi* = I,(w1) e |[wa2]* = I,(w2). Logo, por

(2-51), tem-se
Iy(wi+wa) —Ig(wr) — Iy (w2)

24/ 1g(w1)Iy(w2)

Além disso, se o(u) = X (u,vp) e B(v) = X (up,v) sdo as curvas coordenadas de

cosO =

(2-52)

uma superficie regular X em um ponto (ug, vo), entdo o angulo entre o e  é dado por

Xy, X,
cosf = —XwXv) (2-53)
| X || Xy |
Como (X, X,) = F (ug,vo),
E = |X,|? istoé, | X, |=VE, (2-54)
G = |X, % ist0é, | X, |= VG, (2-55)
entdo, de (2-53), segue que,
F
cosf = — (2-56)

VEG
onde os coeficientes E, F e G sdo calculados no ponto (ug,vp) pertencente ao dominio de
X.

Segundo Do Carmo (2005, p. 113), decorre da expressdao em (2-56) que “‘as
curvas coordenadas de uma parametrizagio sdo ortogonais se, e somente se F (u,v) =0,

para todo (u,v). Uma tal parametrizagdo é chamada parametrizagio ortogonal”.

e Area: Outra medida geométrica que pode ser calculada por meio dos coeficientes da
primeira forma quadratica € a drea de uma regido limitada de uma superficie regular.

Para Tenenblat (2008, p. 142), “uma regido D do plano é um subconjunto de R>
fechado e limitado, cujo interior ¢ homeomorfo a uma bola aberta de R? e cujo bordo,
homeomorfo a uma circunferéncia, é formado por um niimero finito de tragos de curvas
regulares”.

A definicdo a seguir estabelece o conceito de drea.
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Definiciio 2.11 (Area de Regido) Sejam D C U C R? e R = X(D) wma regido contida
em uma vizinhanga coordenada X (U) de uma superficie regular X : U —» R3, onde X

restrita ao interior de D ¢é injetiva. A drea da regido R é definida por

A(R) = / / X,y X, |dudv, (2-57)
D
onde E,F,G sdo os coeficientes da primeira forma quadrdtica de X.

Lembrando que,
X X X, * = X 1X0* = (X, X0)> = EG— F?, (2-58)
tem-se |X, x X,| = VEG — F2, e pela definicdo de drea
A(R) = / /D VEG — F2dudv. (2-59)

Pode-se pensar nessa definicdo geometricamente, de acordo com a seguinte
justificativa de Tenenblat (2008),

Fixemos um ponto (ug,vp) € D. A drea do paralelogramo formado pelos

vetores X, (uo,vo) e X, (uo,vo) é dada por |X,(uo,vo) x X, (uo,vo)|. Este valor

¢ aproximadamente igual a drea de uma regido em X(D) onde D C D €

um retdngulo com vértice em (ug,vp) e cujos lados sdo paralelos aos eixos
coordenados u e v. (TENENBLAT, 2008, p. 142).

Um exemplo cldssico bastante abordado em livros do ensino bdésico, porém
sem demonstracio, é o da esfera de raio r cuja area de superficie é 4mr?. Os cilculos
apresentados a seguir demonstram este fato. Com efeito, considere a esfera de raio r
parametrizada por X (u,v) = (rsinucosv, rsinusinv,rcosu),com0<u <me 0 <v < 2m.
Entio, como calculado anteriormente na equagio (2-7), vale que |X, x X,| = r’sinu e,

portanto, pela definicao 2.11, a drea da superficie esférica € dada por

2T T 2T T 21 U=T
AX) = / / | X, x X, |dudv = / / r? sin(u)dudy = r2/ (—cos(u)| dv
0 Jo 0o Jo 0 u=0
27 27 v=2T
= 7 / (—cos(m) +cos(0))dv=r? [ 2dv=r*2v ;= 4, (2-60)
0 0 =

conforme foi afirmado anteriormente.

A definicdo a seguir conceitua superficies para os quais distincias e angulos sdo
preservados por meio de uma aplicagdo diferencidvel entre tais superficies. Logo, neste
caso, pode-se calcular distancias entre pontos e angulos entre vetores de uma superficie
S conhecendo tais medidas de outra superficie S isométrica a S. Novamente, tal conceito

serd definido em termos da primeira forma quadrética.
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Definiciio 2.12 Duas superficies X (u,v) e X (u,v), (u,v) € U C R?, sdo isométricas se,
E(u,v) = E(u,v), F(u,v) = F(u,v) e G(u,v) = G(u,v), (u,v) € U,

onde E,F,G e E,F,G sdo os coeficientes das primeiras formas quadrdticas de X e X,

respectivamente.

A exemplo disso, € facil mostrar que existe uma isometria entre o plano e o
cilindro. De fato, sejam S uma regido do plano e S o cilindro menos um meridiano

parametrizados, respectivamente, pelas aplicagdes

X(u,v) = (u,v,0), 0<u<2m, veR, (2-61)
X(u,v) = (cosu,sinu,v), 0 <u<2m, veR. (2-62)

Assim, X, = (1,0,0), X, = (0,1,0), X, = (—sinu,cosu,0), X, = (0,0,1) e,

consequentemente,
E = X,,X,) =1, F={X,X,)=0, G=(X,,X,) =1, (2-63)
E = X,X)=1,F={X,X,)=0,G=(X,,X,) =1L (2-64)

Portanto, X e X sdo isométricas, pois E=E, F = F, G = G, isto é, existe uma

isometria f: S — S.

Segundo Tenenblat (2008, p. 145), a isometria f : S — S “consiste em enrolar
a regidao do plano em torno do cilindro, de modo que os segmentos horizontais de S
sdo levados nos paralelos do cilindro menos um ponto € as retas verticais de S, nos

meridianos”. Veja a figura 2.6.

Figura 2.6: Isometria entre um plano e um cilindro

I I s

- /

|

Fonte: Construido no GeoGebra por SILVA, L. G. em 19/03/2021.

Para mais detalhes e informacdes sobre a primeira forma quadrética das superfi-

cies parametrizadas diferencidveis, consulte as referéncias [2], [7], [11], [14].



CAPITULO 3
CURVATURAS GAUSSIANA E MEDIA DE
UMA SUPERFICIE

Este capitulo serd destinado ao estudo das curvaturas gaussiana e média de uma
superficie regular. Mais precisamente, serdo estabelecidas as definicdes, propriedades
e relagOes entre essas curvaturas e, em seguida, serdo classificados os pontos de uma
superficie por meio do conhecimento prévio do sinal das curvaturas gaussiana e/ou
média e, também, serdo classificadas, por meio de um teorema geral, as superficies de
curvatura gaussiana constante ndo-negativa cujos pontos satisfazem certa propriedade.
Para encerrar, serao estabelecidos exemplos de superficies de curvatura gaussiana e/ou
média constantes. Os principais resultados deste capitulo sdo baseados nos trabalhos de
Aratjo ([2], 1998), Do Carmo ([7], 2005), Lima ([11], 2016) e Tenenblat ([14], 2008).

3.1 A Segunda Forma Quadratica

Nesta se¢do, serd definido e estudado um conceito fundamental para definir a
curvatura de uma superficie, a saber: a segunda forma quadratica. Para isso, sejam U
um subconjunto de R?, X : U — R3 uma superficie parametrizada regular, g € U, com
q = (uo,vo), a(t) = X (u(t),v(t)) uma curva diferencidvel, tal que, paraty € I C R, tem-se
q = (u(tp),v(to)) ew =/ (to) e seja N(g) o vetor normal a X no ponto g.

Definicao 3.1 (A Segunda Forma Quadratica) A segunda forma quadrdtica de X em q

é a aplicagao I1,(w) : T,X — R que associa a cada vetor w € T,X o niimero
1I,(w) = (" (), N (uo,v0)). (3-1)

A defini¢do acima traz a desvantagem de produzir cdlculos trabalhosos para se
determinar /I,(w). Por isso, a seguir, serd estabelecida uma expressdo mais vidvel para o

célculo da segunda forma quadritica. Para isso, seja ¢ = (ug,vp) e defina

e(q) = (Xu,N)(q), f(q) = (Xuw,N)(q), g(q) = (Xu.N)(q). (3-2)
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Afirmacio: II,(w) = a’e(q) +2abf(q) +b*g(q), onde a e b sdo constantes.

De fato, sejam w = aX,,(up,vo) + bX,(uo,vo) e o(t) = X (u(t),v(t)) uma curva
escolhida conforme definido no inicio desta se¢do. Assim, (u(fy),v(tp)) = (uo,v0) e,

derivando o em relagdo a ¢, tem-se
o (t) = u' ()X, (u(t),v(t)) +V ()X, (u(t),v(1)). (3-3)

Para t = 1y, segue que o' (f9) = u'(t0)X,(uo,vo) + V' (10)X,(up,vo). Como
w=0a(19), obtém-se (/' (19),V'(t0)) = (a,b). Agora, pela regra da cadeia,

<

(1) = u"(O)Xauu(e),v(2)) + (' ()Xo (10(2), () + 20 (£)V () Koo (1), 1(2))
+ VOX (), (1) + (0 (1)) X (u(t), v(1)), (3-4)

de onde, para t = t(, segue que
(X//(t()) = aZXW(uo, V()) + 2aquv(uo, V()) + b2va(uo, V()>. (3-5)
Sendo assim, por (3-2) e (3-5), tem-se que

Iy(w) = (o (t0),N(q))
= (aXuu(q) +2abXu(q) +b* X0 (q),N(q))
= @ (X, N)(q) +2ab (X, N)(q) + b (X0, N) (q)
= d’e(q)+2abf(q)+b°g(q), (3-6)

provando a afirmag¢do dada.

Observe que a segunda forma quadrética dada na equacgéo (3-6) depende somente
da parametrizacdo X e do vetor normal N, e ndo depende da curva o escolhida. Além
disso, para todo (u,v) € U C R?, as fungdes e(u,v), f(u,v) e g(u,v) sdo diferencidveis.

As fungdes e, f e g sdo denominadas coeficientes da segunda forma quadratica.

A definicdo a seguir conceitua o que se entende por curvatura normal, com

objetivo de dar uma interpretacdo geométrica para segunda forma quadrética.

Definicio 3.2 Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular e q = (ug,vo). Para
cada vetor ndo-nulo w € T,X, a aplicagdo k, : T,)X \ {0} — R definida por

kn(w) = (3-7)

é denominada de fungdo curvatura normal.
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Afirmacado: A curvatura normal € invariante segundo vetores de uma mesma reta do
plano tangente. (HARLE, 1973, p. 151)

De fato, seja w € T,X um vetor ndo nulo. Consequentemente, existem a,b # 0,
tais que, w = aX,(ug,vo) + bX,(up,vp). Logo, para todo A € R, com A # 0, tem-se
Aw = (Aa)X,(ug,vo) + (AD) X, (ug,vo). Assim,

I,(Ww) = O, Aw) = A2 w2 = 2wl e I1,(0w) = Ma’eq + 20 2ab fo + A*b*go, (3-8)

onde ¢y, fo,go sdo os coeficientes da segunda forma quadrdtica em (ug,vp). Com isso,

1,(Aw) Na?ey + 20 2ab fy + A*b2go B A (a’eq +2ab fo + b*go)

fnlw) = 7w — W2 R
a*eq+2abfy+b’go 1, (w)
= = =k,(w). (3-9)
e Lon) (v

Conclui-se entdo que k,(Aw) = k,(w), para todo A # 0. Isto prova a afirmagéo.

Tenenblat (2008, p. 154) faz a seguinte interpretacdo geométrica a respeito da
curvatura normal e da segunda forma quadrética: Seja w € T,X um vetor unitirio e
os) = X(u(s),v(s)) uma curva regular da superficie, parametrizada pelo comprimento
de arco, de pardmetro s € I C R, com curvatura k(s) e vetor normal n(s), tal que,

q = (u(s0),v(s0)) := (ug,vo) € o' (s9) = w, para sg € I. Se K(s0) # 0, entdo

_1y(w)  {d(s0),N(ug,vo))
kn(W)_ Iqq(w) - |W|2

= K(s0){(n(so),N(uo,vo)) (3-10)

pois, da teoria das curvas, o (sg) = K(s0)n(so) e [w| = 1. Sendo 6 o dngulo formado pelos

vetores n(sg) e N(up,vo), segue que cos0 = (n(sg),N(u(so),v(so))) e, por (3-10), tem-se
kn(w) = x(s0) cos 6. (3-11)

A figura 3.1 a seguir representa graficamente os vetores n e N.

Figura 3.1: Vetores Normais de uma Superficie

¥

Fonte: Construido no GeoGebra por SILVA, L. G. em 11/06/2021.



3.1 A Segunda Forma Quadrética 49

Agora, suponha que a curva o da discussdo acima € a secdo normal obtida pela
intersecdo do trago de X (u,v) com o plano IT que passa por X (up,vp) que é ortogonal ao
vetor w x N(ugp,vo), para todo (u,v) suficientemente préximos de (ug,vo). Veja a figura

3.2 a seguir.

Figura 3.2: Secdo Normal de uma Superficie

z

7

x

Fonte: Construido no GeoGebra por SILVA, L. G. em 11/06/2021.

Assim, tem-se dois casos:
e Caso 1: x(s9) = 0.

Neste caso, pela defini¢do de curvatura de uma curva plana, segue que o (sg) =0

e, consequentemente, k,(w) = II,(w) = 0.
e Caso 2: x(s9) > 0.

Neste caso, 6 = 0 ou 6 = 7. Logo, n(so) = N(ug,vo) ou n(so) = —N(up,vo) e, da

equacdo (3-11), tem-se que
kn(w) = II,(w) =x(so) ou k,(w)=1II,(w) = —x(s0). (3-12)

Com isso, |k,(w)| € igual a curvatura x da se¢do normal em ¢ determinada pelo
vetor unitdrio w € T, X. Raciocinio andlogo se faz ao caso em que w € um vetor nao
unitdrio e ndo nulo.

Além disso, se todas as curvas de uma superficie tem a mesma reta tangente
em um ponto ¢, entdo elas tem nesse ponto a mesma curvatura normal. Este resultado
€ conhecido na literatura como "Teorema de Meusnier" e permite tratar sobre curvatura
normal ao longo de uma dire¢do dada em ¢. Para mais detalhes deste resultado consulte
Do Carmo ([7], 2005, p.167).
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Ao considerar um cilindro circular dado por X(u,v) = (cosu,sinu,v),
(u,v) € R?, pode-se verificar, por exemplo, que N(u,v) = (cosu,sinu,0) e, conse-
quentemente, os coeficientes da primeira forma quadrética sdo, conforme calculos feitos
na secdo 2.3, dados por E =1, F =0 e G = 1. Por outro lado, os coeficientes da segunda

forma quadrética sdo dados por

e = (Xu,N)=((—cosu,—sinu,0),(cosu,sinu,0)) = —1, (3-13)
f = (Xw,N)=1{(0,0,0),(cosu,sinu,0)) =0, (3-14)
g = (Xw,N)=((0,0,0),(cosu,sinu,0)) =0, (3-15)

pois X, = (—cosu,—sinu,0), X, = (0,0,0) e X,, = (0,0,0). Dessa forma, se w € TS,
q = (u,v), entdo w = aX, + bX, e
1,(w)  d’e(u,v)+2abf(u,v)+b*g(u,v) a?

k(W)= 00) = @)+ 2abF(u) 1 02Gwy) @+ OO

Afirmacao: —1 <k, <O0.

De fato, a desigualdade k,(w) < 0 segue diretamente da equacdo (3-16), sendo
kn(w) =0quandoa=0e b #0.
Por outro lado, se a # 0, segue que a* +b* > a2 e, disto,
2
a
— <. 3-17
a2+b2 — ( )

Logo, —k,(w) < 1, de onde, k,(w) > —1, sendo k,(w) = —1 quando a # 0 e
b = 0. Portanto, —1 < k,(w) <0.

A desigualdade acima mostra que a curvatura normal do cilindro € limitada e
atinge maximo e minimo nas dire¢des de X, e X,,, respectivamente.

Agora, considere a aplicacao
X(u,v) = (u,v,u’ —3u?), (u,v) € R%, (3-18)

cuja imagem € a superficie conhecida como sela de macaco apresentada na figura 3.3.

Note que X tem curvatura normal nula em g = (0,0). De fato, sabendo que

X, =(1,0,3u> = 3v%) e X, = (0,1, —6uv), (3-19)
= (0,0,6u), Xu=(0,0,—6v) e X, = (0,0,—6u), (3-20)
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entdo, os coeficientes da segunda forma quadratica em ¢ = (0,0) sdo dados por

¢(0,0) = (Xu,N)(0,0) = ((0,0,0),N) =0, (3-21)
f(0,0) = (Xu,N)(0,0) ={(0,0,0),N) =0, (3-22)
2(0,0) = (X,,,N)(0,0) = {((0,0,0),N) =0. (3-23)

Dai, 11, (w) = 0 e, consequentemente, a curvatura normal é uma fun¢@o nula.

Figura 3.3: Sela de Macaco

Fonte: Construido no GeoGebra por SILVA, L. G. em 11/06/2021.

3.2 Curvatura Gaussiana e Curvatura Média

Nesta secdo, serdo estabelecidas as defini¢des de curvatura gaussiana e curvatura
média de uma superficie por meio das curvaturas principais desta superficie e, em seguida,
por meio dos coeficientes da primeira e segunda formas quadréticas. Além disso, serdo
apresentados alguns resultados importantes a respeito das propriedades dessas curvaturas
e serdo classificados os pontos de uma superficie por meio do conhecimento do sinal das
curvaturas. Diante desses resultados, para encerrar a se¢do, serd apresentado um teorema
de classificacdo de superficies de curvatura gaussiana constante conhecendo, a priori, o
sinal da curvatura gaussiana e as caracteristicas dos pontos da superficie.

Sejam X : U C R?> — R> uma superficie parametrizada regular, g € U e k, a
funcdo curvatura normal de X em g. Assim, existem vetores ortogonais wi,ws € T, X,

com |wi| = |wy| = 1, tais que, definindo, ki := k,(w1) e ky := k,(w2), tem-se

k < kn(w) <k, we TqX\{O}.
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Neste caso,

ki = min k, e kr = max k,,
weTyX welyX

ou seja, k1 e kp sao os valores minimo e maximo da funcdo curvatura normal k,,. A prova
deste fato decorre de uma andlise da fungdo curvatura normal e ndo serd apresentada
neste trabalho para ndo prolongar o texto. Porém, ao leitor interessado em conhecer a
prova, sugere-se consultar Tenenblat ([14], 2008, p. 161-162).

As curvaturas k| e ko sdo denominadas curvaturas principais, os vetores wy e
wy sdo os vetores principais e as diregdes e e e» determinadas pelos vetores wy e wo,
respectivamente, sdo chamadas dire¢des principais.

Em concordancia com Picado (2006, p. 156), “as curvaturas principais de X em
q sdo os valores maximo e minimo das curvaturas normais de todas as curvas em X que
passam por g. As direcdes principais sdo os vetores tangentes das curvas dando esses
valores maximo e minimo”.

A definicdo a seguir conceitua a curvatura gaussiana e a curvatura média de uma

superficie regular.

Definicdo 3.3 Sejam X : U C R*> — R3 uma superficie regular, g € U e ki e ky as
curvaturas principais de X em q.
(i) O produto K das curvaturas principais ky e ky é denominado curvatura gaussiana de

X em g. Neste caso,
K(q) = ki k. (3-24)

(ii) A metade H da soma das curvaturas principais ky e ky é denominada curvatura média

de X em q. Neste caso,
_kitk

H(q) >

(3-25)
E facil ver que as curvaturas principais de X em g sdo as solu¢des da equagio
x> —2H(q)x+K(q) = 0. (3-26)

De fato, basta resolver a equagdo do segundo grau na variavel x.

A exemplo disso, considere o cilindro circular parametrizado pela equagao
X (u,v) = (cosu,sinu,v), (u,v) € R (3-27)

Da se¢do anterior, sabe-se que para todo ¢ = (u,v), a curvatura normal satisfaz
—1 <k, <0 e admite o maximo e o minimo nas dire¢des tangentes as curvas coordenadas.
Consequentemente, as curvaturas principais sao dadas por k; = —1 e ko = 0 e os vetores

principais sdo w; = (—sinu,cosu,0) e wo = (0,0, 1). Portanto, a curvatura gaussiana e a
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curvatura média de X em ¢ € R? sio, respectivamente,

itk 1
_atle - (3-28)

K(q) =kiko =0 e H(q) > 5

Segundo Do Carmo (2005, p. 171), “o0 conhecimento das curvaturas principais
em ¢g permite calcular facilmente a curvatura normal segundo uma dire¢do dada de 7, X™.
De fato, sejam k; € k> (k1 < kp) as curvaturas principais, wi,w; € T, X os vetores
principais de X em ¢ e defina w; = a;1X,(q) + b1X,(q) e wo = a2 X,,(q) + b2X,(q) de
modo que ki = k,(w1) < kn(w2) = ko. Agora, para todo vetor unitdrio w € T,X, defina

w = cos Ow 4 sinOw,. Dessa forma,

w = cosO(a1X,+b1X,)+sin0(ax X, + b2 X))
= (ajcos®+apsin®)X, + (bycosO+ bysinB)X,. (3-29)

Consequentemente, sendo e, f, g os coeficientes da segunda forma quadrética de

X em g, tem-se

kn(w) = Hy(w)
= (a1cos®+assin®)?e +2(aj cos® + a; sin®) (b cosO + by sin®) f
+ (b1cos®+bysinB)’g
= (a%e +2a1b1 f + b%g) cos 0+ 2(ayaze + (a1by + axby) f
+  bybag)sinOcos O + (ade + 2arby f + b3g) sin® 6. (3-30)

Sendo ki = ale + 2aibf + blg, ko = ase + 2axbaf + b3g e definindo
A =ajaze+ (a1by +axby) f + b1bag, segue que,

kn(w) = ki cos® 0+ 2A sin®cos 0 + ky sin 6. (3-31)
Afirmacao: A = 0.
Com efeito, como k,(w) <k e kr =k sin20+ ko cos2 0, para todo 0, tem-se que,
ki cos?0+2Asin0cosO +kysin®@ < kysin®@ +ky cos? 6, (3-32)
ou seja, kg cos20+2Asin0cos0 + ky sin%@ — ko sin%@ — krcos28 < 0, isto é,

(ko — k1) cos?® — 2Asin®cosH > 0. (3-33)
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Dividindo a equacio acima por cos’ 0, obtém-se, para todo 6 %, que
ky —k; —2Atan@ > 0. (3-34)

Agora, seja A suficientemente pequeno. Se fosse A > 0, definindo 8 = 5 — A,

ocorreria que tan (g — 7&) — oo. Consequentemente, por ky — kp ser finito, segue que,
T
ky —k; —2A tan (5 _ x) <0, (3-35)

o que contradiz (3-34). Analogamente, se fosse A < 0, definindo 6 = % + A, ocorreria que
tan (% + k) —— —oo. Assim,

ky —k; —2A tan (g _ x) <0, (3-36)

0 que, também, contradiz (3-34). Portanto, A s6 pode ser nulo e, consequentemente, por
(3-31), vale
k(W) = ki cos? 0 + ky sin? . (3-37)

A expressdo acima é denominada férmula de Euler e mostra que as curvaturas
principais determinam a curvatura normal em qualquer direcao.

O teorema a seguir mostra que as curvaturas gaussiana e média podem ser
determinadas em fung¢do dos coeficientes da primeira e segunda formas quadraticas. Isto

possibilita a realiza¢do de cédlculos de maneira mais simples.

Teorema 3.4 Sejam X (u,v) uma superficie parametrizada regular, ¢ = (uo,vo), E,F,G
e e, f,g os coeficientes da primeira e da segunda formas quadrdticas de X em gq,

respectivamente. Entdo as curvaturas gaussiana e média sao, respectivamente, dadas por

¢G—2fF +Eg
2(EG — F?)

)
K(g)= 21

“EG-p2 ¢ M@=

(3-38)

Demonstracao: Seja kp uma curvatura principal de X em ¢ na direcdo de
w = apX,(q) +boX,(q)-

Afirmacio: (e — koE)ao+ (f —koF)bo =0e (f —koF)ao + (g — koG)bo = 0.

Com efeito, para todo (a,b) € R\ {(0,0)}, defina:

a’*e+2abf +b%g
k b) = . _
n(4b) = o 2abF G (3-39)
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Como ky é um maximo ou um minimo de k, em (ao, byp), calculando a derivada

de k, com respeito a a e avaliando em (ag, bp), tem-se
(2ape + 2bo f ) (a3E + 2aoboF + b3G) — (ade + 2aobo f + b3g) (2aoE + 2boF) = 0, (3-40)

de onde

a%e + 2apbo f + b%
a3E +2apboF + b3G

ape+bof = (a()E + boF) =ko (a()E + boF) (3-41)
Disto, (e — koE)ag + (f — koF )bo = 0. Analogamente, calculando a derivada de
k, com respeito a b e avaliando em (ag,bg), tem-se (f — koF )ag + (g — koG)bo = 0. Isto
prova a afirmacio.
Como (ag, by) é solug@o ndo-trivial do sistema de equagdes dadas na Afirmacéio

acima, segue que

e—kkE f—koF

=0. (3-42)
f—koFF g—koG

Resolvendo o determinante, tem-se

0 = (e—koE)(g—koG)— (f —koF)*
= eg—eGky— gEko+k3EG — f> +2fFko — kjF?
= (EG—F?)k3— (eG—2fF + gE)ko+ eg — f*

(eG—2fF +gE) eg — f>

k2 — k .
0 EG—F?2 ey

(3-43)

Sendo k| e k> as solugdes da equagdo acima, segue, pela regra da soma e produto

das raizes de equacdes do segundo grau, que

eG—-2fF+FEg
2(EG—F?)

eg — f*
EG—F?

1
K(q) = kiko = e H(q) = §(k1 +ky) = (3-44)

Segundo Tenenblat (2008), o resultado acima:

[...] permite calcular a curvatura gaussiana K (u,v) e a curvatura média H (u,v)
de uma superficie parametrizada regular X (u,v) a partir dos coeficientes da
primeira e segunda formas quadréticas. Em seguida, resolvendo a equacdo

x* — 2H (u,v)x + K(u,v) = 0 obtemos as curvaturas principais k| e k, da
superficie. (TENENBLAT, 2008, p. 167)

Considere, por exemplo, o paraboléide hiperbdlico parametrizado por

X(u,v) = (u,v,v? —u?), (u,v) € R% (3-45)
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Disto,
X, = (1,0,—2u), X, = (0,1,2v), (3-46)
Xuu = (0,0,-2), X, = (0,0,0), X,, =(0,0,2). (3-47)
Logo,
ik
XoxX, = [ 1 0 —2u|=Qu,~2v1) e [XuxX,| = V42 +42+1. (3-48)
01 2v
. Xy x X,
Com isso, o vetor normal em g = (0,0) é dado por N(0,0) = =(0,0,1)

[ X < X, |
e, consequentemente, os coeficientes da primeira e segunda formas quadréticas em

g = (0,0) sdo, respectivamente,

E(0,0) = (X4, X,)(0,0)=((1,0,0),(1,0,0)) =1,
F(0,0) = (X,,X,)(0,0) = ((1,0,0),(0,1,0)) =0,
G(0,0) = (X,X,)(0,0)=((0,1,0),(0,1,0)) = 1,
e(0,0) = (Xu,N)(0,0) = ((0,0,-2),(0,0,1)) = =2,
f(0,0) = (Xw,N)(0,0) = ((0,0,0),(0,0,1)) =0,
8(0,0) = (X,,N)(0,0) = ((0,0,2),(0,0,1)) =2.

Segue do Teorema 3.4 que K(0,0) = —4 ¢ H(0,0) = 0. Além disso, pode-se
obter as curvaturas principais por meio da equagdo (3-26). Sendo assim, as curvaturas

principais sdo as solu¢des da equacgdo
x> —2H(0,0)x+K(0,0) =0, ouseja, x> —4=0. (3-49)

Portanto, as curvaturas principais de X em g = (0,0) sdo k; = —2 e kp = 2.

Observe que, no exemplo anterior, foi possivel calcular as curvaturas gaussiana,
média e as curvaturas principais de uma superficie X em um ponto g por meio dos
coeficientes da primeira e segunda formas quadréaticas. Porém, caso necessario, o cdlculo
dos vetores principais pode se tornar uma tarefa dificil. Para facilitar tal cdlculo, pode-se
utilizar o seguinte critério: Um vetor ndo-nulo w = apX,(q) + boX,(q) tangente a X em
q = (up,vp) € uma direcdo principal de curvatura principal ky se, e somente se, ag e bg

satisfazem o sistema de equacdes

(e —koE)ao+ (f —koF)bo=0 e (f —koF)ao+ (g —koG)bo = 0. (3-50)
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A prova deste critério utiliza argumentos semelhantes aos utilizados na demons-
tracdo do Teorema 3.4. Ao leitor interessado em conhecer a demonstracdo, sugere-se con-
sultar Tenenblat ([14], 2008, p. 168).

A defini¢do a seguir classifica os pontos de uma superficie regular conhecendo
o sinal das curvaturas gaussiana e/ou média. Disto, conhecendo as caracteristicas dos
pontos de uma superficie, serd possivel determinar suas curvaturas e, com informacgdes

adicionais, classificar tal superficie regular.

Definiciio 3.5 Seja X : U C R> — R3 uma superficie regular. Um ponto q € U da

superficie X é denominado

1. eliptico se K(q) > 0;

2. hiperbdlico se K(q) < 0;

3. parabdlico se K(q) =0e H(q) # 0;
4. planar se K(q) = H(q) = 0.

Analisando os exemplos j4 vistos até aqui, pode-se dizer que a origem € um
ponto planar da sela de macaco dada na equacdo (3-18), pois os coeficientes da segunda
forma quadratica sd@o nulos neste ponto. Todo ponto do cilindro circular da equagdo
(3-27) é parabdlico, ja que K(¢q) =0e H(q) = —% = (. A origem é um ponto hiperbdlico
do paraboléide hiperbdlico da equagdo (3-45), pois K(0,0) = —4 < 0.

Afirmacao: Todo ponto da esfera é um ponto eliptico.

Com efeito, considere a esfera de raio r parametrizada por

X(u,v) = (rsinvcosu,rsinvsinu,rcosv), r>0, u€R, 0<v<m. (3-51)
Entdo,
Xy = (—rsinvsinu,rsinvcosu,0)
X, = (rcosvcosu,rcosvsinu,—rsinv)
X = (—rsinvcosu,—rsinvsinu,0),
X, = (—rcosvsinu,rcosvcosu,0),
X,y = (—rsinvcosu,—rsinvsinu, —rcosv).

X, XX,

Além diSSO, N(I/t, V) = |)(—><)(| =
U %

(—sinvcosu, —sinvsinu, —cosv), ja que
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i j K
Xy xX, = | —rsinvsinu rsinvcosu 0

rcosvcosu rcosvsinu —rsinvy

= (—r2 sin” v cos u, —r*sin®vsin u, —r*sinvcos V) (3-52)

e Xy xX,| = \/(—r2 sin?vcosu)? + (—r2sinvsinu)2 4 (—r2sinvcosv)? = r2sinv.
Disto, segue que os coeficientes da primeira e segunda formas quadréaticas sao,

respectivamente,

E = (X,,X,) =r*sin®y, F=(X,,X,)=0, G=(X,,X,) =r? (3-53)
e = (Xu,N)=rsin®v, f=(X,,N)=0, g=(X,,,N)=r. (3-54)

Agora, usando a equacao (3-38) para calcular a curvatura gaussiana, tem-se

2

2 2 o
eg— f resinfy 1
K(q) = = =

= = == >0, tod eU. 3-55
EG_F Aty 72 para todo g ( )

Portanto, pela defini¢do 3.5, todo ponto da esfera € um ponto eliptico.

Lembre-se que a curvatura gaussiana € o produto entre as curvaturas principais.
Deste modo, quando um ponto € eliptico as curvaturas principais t€ém o mesmo sinal. Se
o sinal for positivo, “[...] localmente as curvas de X que passam por g estdo contidas no
semi-espaco de R? definida pelo plano tangente e pelo vetor normal N a X em g. Caso
ambas as curvaturas seja negativas, localmente estas curvas estardo contidas no semi-
espaco oposto.” (HARLE, 1973, p. 183).

Quando o ponto € hiperbdlico “as curvaturas principais t€m sinais Opostos e,
portanto, existem curvas passando pelo ponto g cujos vetores normais em g apontam para
lados diferentes do plano tangente.” (DELGADO; FRENSEL, 2017, p. 180).

Quando um ponto € parabdlico uma das curvaturas principais € nula e a outra
¢ ndo-nula. Com isso, Harle (1973, p. 188-189) enfatiza que “existe uma tnica dire¢do
segundo a qual a curvatura principal € nula, tendo as demais curvaturas normais o mesmo
sinal”.

Quando um ponto € planar as curvaturas principais sdo nulas e, consequente-
mente, todas as curvaturas normais neste ponto sao nulas. Finalmente, quando as cur-
vaturas principais coincidem o ponto € dito umbilico. A definicdo a seguir formaliza o

conceito de ponto umbilico de uma superficie regular.
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Definiciio 3.6 Um ponto g € U C R? é dito ponto umbilico de uma superficie parametri-
zada regular X : U — R3 se as curvaturas principais de X em g coincidem, ou seja, se
k1 = ko. Se todos os pontos de X sdo umbilicos, a superficie X é denominada totalmente

umbilica .

Todo ponto planar de uma superficie, por exemplo, € um ponto umbilico, ja que
a curvatura gaussiana e a curvatura média sao nulas.

Ja segundo Do Carmo (2005, p. 173), “todos os pontos de uma esfera e de um
plano sio pontos umbilicos. [...] o ponto (0,0,0) do parabolside z = x*> +y* é um ponto
umbilico (ndo planar)”.

Consequentemente, o plano e a esfera sao exemplos de superficies totalmente
umbilicas. Posteriormente, serd mostrado que as unicas superficies totalmente umbilicas
sd0, em esséncia, a esfera e o plano.

O teorema a seguir caracteriza os pontos umbilicos em termos das curvaturas

gaussiana e média de uma superficie regular.

Teorema 3.7 Um ponto q = (u,v) é umbilico de uma superficie parametrizada regular X

se, e somente se, H*(q) = K(q).

Demonstracio: De fato, primeiro, veja que H?(q) — K(g) > 0, para toda superficie
regular X e todo ponto g = (u,v) de X. Com efeito,

ki +k2>2_k1k2 _ k%+2k1k2:k§—4k1k2 _ (K —4’<2)2 >0,

Assim, se g ¢ um ponto umbilico, entdo k; = k» e, consequentemente,

(k1—kp)?
7

H?(q) = K(q). Reciprocamente, se H>(q) = K(g), entio = 0, de onde segue que

k1 = k». Portanto, ¢ € um ponto umbilico.
O

Além disso, € possivel caracterizar um ponto umbilico em termos dos coeficien-
tes da primeira e segunda formas quadraticas da seguinte forma: Um ponto g € U é um

ponto umbilico de uma superficie X se, e somente se, existe A € R, tal que,
e=MAE, f=M\F, g=AG. (3-56)

A prova deste fato segue da observacao de que a curvatura normal &, € constante
e das defini¢cdes da primeira e da segunda formas quadraticas. Por uma questdo de
simplicidade, e para ndo distanciar dos objetivos do trabalho, esta prova serd omitida aqui.
Porém, para conhecer mais detalhes sobre a demonstragdo, sugere-se consultar Tenenblat
([14], 2008, p. 180).



3.2 Curvatura Gaussiana e Curvatura Média 60

Neste caso, A é igual as curvaturas principais de X em q.

A seguir, serd enunciado e demonstrado o principal teorema deste capitulo. Antes
disso, serdo estabelecidas algumas relagdes que serdo fundamentais para a demonstragao
deste teorema.

Pa}r{a isg?, sejam X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular e

u X 14

N(u,v) = ——(u,v), (u,v) € U, a aplicagdo normal de Gauss. Assim,
| X, x X,

(X (u,v),N(u,v)) =0, (X,(u,v),N(u,v)) =0, (N(u,v),N(u,v))=1. (3-57)

Derivando cada uma das equag¢des acima com respeito a u e v, respectivamente,

tem-se

(X, N) + (X, N,) = 0, istoé, (X,,N,)=—(Xuu,N)=—e, (3-58)
(Xuy, N) + (Xu, Ny) = 0, isto &, (Xy,Ny) = —(Xu,N) = —F, (3-59)
(Xou,N) + (X,,N,) = 0, istoé, (X,,N,)=—(Xy,,N)=—Ff, (3-60)
(X, N) + (X, Ny) = 0, isto &, (X,,Ny) =—(Xy,N) =—g, (3-61)
(Ny,NY+(N,N,) = 0, istoé, (N,,N)=0, (3-62)
(Ny,N)+(N,N,) = 0, istoé, (N,,N)=0. (3-63)

O teorema a seguir afirma que as tUnicas superficies totalmente umbilicas de
curvatura constante sdo o plano ou a esfera. A demonstracdo apresentada se baseia nas
ideias de Do Carmo ([7], 2005) e Tenenblat ([14], 2008).

Teorema 3.8 Sejam U C R? um subconjunto aberto e conexo e X : U — R> uma
superficie parametrizada regular totalmente umbilica. Entdo, a curvatura gaussiana K

é constante em U e K > 0. Além disso,

1. se K =0, entdo X (U) estd contido em um plano.

2. se K >0, entdo X(U) estd contido em uma esfera de raio \/LE

Demonstracao: Como todo (#,v) € U é um ponto umbilico de X, pelas equagdes (3-56),
existe um nimero real A(u,v) (que coincide com as curvaturas principais de X em (u,v)),

tal que,
e(u,v) = Mu,VE(u,v), f(u,v) =Mu,v)F(u,v), g(u,v) =Mu,v)G(u,v). (3-64)
Afirmacdo: A(u,v) é constante em U.

De fato, como U é conexo, basta verificar que as derivadas parciais de A sdo

identicamente nulas. Com efeito,
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e Substituindo e = AE em (3-58):
(Xy,N,) = —AE = —M(X,;,X,,), isto é, (X,,N,+AX,)=0. (3-65)
e Substituindo f = AF em (3-59) e (3-60), respectivamente:

(X, Ny) = —AF = —M(X,, X,), isto &, (X,,Ny+AX,) =0, (3-66)
(Xy,N,) = —AF = —M(X,, X,), isto &, (X, N, +AX,) = 0. (3-67)

e Substituindo g = AG em (3-61):
(Xy,Ny) = —AG = —A(X,, X)), istoé, (X,,N,+AX,)=0. (3-68)

Segue de (3-62) e (3-63) que N, e N, sdo vetores tangentes a X e, com isso,
N, +AX, e N, +AX, também o sdo. De (3-65), (3-67), (3-66) e (3-68), obtém-se que

N,+AX, = 0, (3-69)
N,+AX, = 0. (3-70)

Derivando (3-69) em relacdo a v e (3-70) em relacdo a u e subtraindo as equagdes

resultantes, tem-se
Nuv + 7\/1)Xu + }\‘XMV - Nvu - }\‘MXV - }\‘XVM = O, iStO é, kvXu - }\’MXV = 0. (3‘71)

Como X, e X, sdo linearmente independentes, A, = A, =0 em U. Além disso,

como U é conexo, A é constante em U. Isto prova a afirmagao.

Portanto, sendo k; = ky = A, tem-se que a curvatura gaussiana K é constante em
U e, além disso,
K =kiky=2A*>0. (3-72)

A seguir serdo provados os itens 1 e 2 do teorema 3.8.
Prova do item 1: Suponha que K = 0. Entéo, por (3-72), A=0em U e, de (3-69) ¢ (3-70)

segue que N, = N, = 0 em U. Como U ¢é conexo, existe ¢ € R, tal que, N(u,v) = c, para

todo (u,v) € U. Agora, para cada g € U fixado, defina

f(u7v) = <X(M7V) _X(q)7N>'

Note que 3—£ = g—{ = 0. Consequentemente, f é constante e, como f(u,v) =0 se
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q = (u,v), tem-se que (X (u,v) —X(q),N) = 0. Portanto, X (U) estd contido no plano que

contém X (¢g) e € ortogonal a N.
Prova do item 2: Seja K = A? > 0. Defina
1
fu,v) =X(u,v)+ XN(M’V)' (3-73)

Assim, por (3-69) e (3-70),

%(”’V) = Xu(u,v)+ %Nu(um) _ Nu(u,v) _;’}LXM(ILV) o
3 1 M) £
a_f(”’v) = Xy(u,v)+ XNV(M,V) = (u,v) ‘; (u,v) _o.

Disto, f é constante em U, ou seja, f(u,v) = c, ¢ € R. Além disso,

1 1 1 1
X(u,v)—c|=|—=Nu,v)| = — = = —. (3-74)
)=l = | M| = = 7=

Portanto, X (u) estd contido em uma esfera centrada em c e de raio \/LE
O

3.3 Superficies de Curvaturas Constantes

Nesta secdo, apresentaremos alguns exemplos de superficies cuja curvaturas
média e/ou gaussiana sdo constantes. Dentre tais superficies, as que tem curvatura média
identicamente nula tem um papel especial no estudo da Geometria Diferencial e sdo
denominadas de superficies minimas. Tenenblat (2008) afirma que

Dentre as superficies de R?, destacam-se as que tém a curvatura gaussiana
constante, e as que tém curvatura média nula. Uma superficie que tem a curva-
tura média identicamente nula é denominada de superficie minima. Dizemos

que uma superficie tem curvatura gaussiana constante se a funcdo K é cons-
tante. (TENENBLAT, 2008, p. 170).

Dentre as superficies abordadas aqui destacam-se: a esfera, o cilindro, o plano, o

helicéide e a pseudo-esfera.

3.3.1 A Esfera

Considere a esfera S* de raio r parametrizada por

X(u,v) = (rsinvcosu,rsinvsinu,rcosv), u € R, 0 <v<m, r>0.
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E fécil ver que a esfera parametrizada pela equacio acima tem curvaturas
gaussiana e média constantes e positivas. De fato, das equacdes (3-53) e (3-54), tem-se que
os coeficientes da primeira e da segunda formas quadréticas sdo dados, respectivamente,

por

E = rsin’v, F=0, G=r, (3-75)
e = rsin’y, f=0, g=r. (3-76)

Assim, pelo Teorema 3.4, a curvatura média da esfera é dada por

eG—2fF+Eg 2r’sin®v 1

H(q) = _ 1
(9) 2(EG —F?) 2/4sin?y 1

(3-77)

Além disso, da equagdo (3-55), a curvatura gaussiana da esfera € igual a

Portanto, a esfera é uma superficie regular cujas curvaturas gaussiana e média

sdo constantes e positivas. Também, € facil ver que X € totalmente umbilica, pois
) 1\ 1
H(q)=|-) =5 =Kl(q), geX.

3.3.2 O Plano

Seja S = {(x,y,z) € R3; ax+by+cz+d =0, a,b,c # 0} o plano parametrizado

por
b d
X(u,v) = (u,v,0u+PBv+7y), (u,v) € R?, o= —6—17[5 =——y=—.
c c c

Note que o plano parametrizado pela equacdo acima é uma superficie regular

cujas curvaturas gaussiana e média sdo nulas. De fato, veja que
X, = (1,0,a) e X, =(0,1,B). (3-78)

Além disso, X, = X, = X,, = (0,0,0). Consequentemente, os coeficientes da

segunda forma quadratica sdo todos nulos, isto &,
€= <XMM7N> = 07 f: <XMV7N> = 07 g = <XVV7N> = 07 . (3_79)

Assim, as curvaturas gaussiana e média serdo nulas, pois, pelo Teorema 3.4,

eg— 12

_ _ eG—2fF+Eg
- EG-F?2

K(q) 0 e H(g) =~ EC—F) =0, g€S. (3-80)
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Superficies que tem a propriedade de ter a curvatura média identicamente nula
sdo chamadas superficies minimas. O plano, por exemplo, € uma superficie minima uma
vez que sua curvatura média € identicamente nula.

Segundo Do Carmo (2005, p. 234), “uma superficie parametrizada regular é
chamada minima se a sua curvatura média € identicamente nula.”

Além disso, o plano € outro exemplo de superficie totalmente umbilica, uma vez
que H%(q) =0 = K(q), para todo g € S.

E importante ressaltar que o estudo das superficies minimas é parte importante do
estudo da geometria diferencial, porém, para nio distanciar dos objetivos deste trabalho,
este conceito nao serd apresentado aqui. No entanto, posteriormente, apresentaremos duas
outras superficies minimas, a saber, o helicéide e o catendide de revolucdo. Para o leitor
interessado em conhecer mais profundamente o estudo das superficies minimas, sugere-se
consultar Do Carmo ([7], 2005), Tenenblat ([14], 2008) e suas referéncias bibliograficas.

3.3.3 O Cilindro

Considere o cilindro circular gerado pela rotagdo da reta a(u) = (r,0,u) em torno

do eixo—z, parametrizado por
X (u,v) = (rcosv,rsinv,u)', (u,v) € R>.

O cilindro parametrizado pela equacdo acima é uma superficie regular com

curvatura gaussiana nula e curvatura média constante. Com efeito, veja que
X, =(0,0,1) e X, = (—rsinv,rcosv,0). (3-81)

Além disso,

X = (0,0,0), X,, =(0,0,0), X, = (—rcosv,—rsinv,0). (3-82)
Com isso,
i ik
X, xX, = 0 0 1 | = (—rcosv,—rsinv,0) (3-83)
—rsiny rcosv 0

X, x X,| = \/(—rcosv)2 + (—rsinv)24+02=r. (3-84)

'Veja Tenenblat (2008, p. 117).
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Disto, o vetor normal é dado por

Xu X X,
N(u,v) = =" = (—cosv,—sinv,0). (3-85)
1 X, x X,
Calculando os coeficientes da primeira e segunda formas quadriticas tem-se,

respectivamente, que

E(u,v) = (X4, Xu)=((0,0,1),(0,0,1)) =1,

F(u,v) = (X,,X,)=1{((0,0,1),(—rsinv,rcosv,0)) =0,

G(u,v) = (X,,X,) = ((—rsinv,rcosv,0),(—rsinv,rcosv,0)) = r?,
e(u,v) = (Xuu,N)=1{(0,0,0),(—cosv,—sinv,0)) =0,

flu,v) = (X,,N)=1{((0,0,0),(—cosv,—sinv,0)) =0,

g(u,v) = (X\y,N)=((—rcosv,—rsinv,0),(—cosv,—sinv,0)) = r.

Dessa forma, segue do Teorema 3.4, que a curvatura gaussiana € a curvatura

média do cilindro sdo dadas, respectivamente, por

eg — f? 0-r—02
K(q) = =

SEG-F 1p-e " (3-86)

_eG-2fF+Eg r 1

H9)=ZEe=r ~22 -2 (3-87)

3.3.4 O Helicoide e o Catenoide

Nesta secdo, apresentaremos duas superficies regulares de curvatura média cons-

tante. Primeiro, considere o helicéide parametrizado por
X(u,v) = (vcosu,vsinu,au), (u,v) € R?, a> 0. (3-88)

E fécil provar que o helicéide € uma superficie minima. Com efeito, primeiro,

veja que

X, = (—vsinu,vcosu,a), X, = (cosu,sinu,0), (3-89)

Xy = (—vcosu,—vsinu,0), X,, = (—sinu,cosu,0), X,, =(0,0,0). (3-90)
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Logo,
i j k
Xy xX, = | —vsinu vcosu a |=(—asinu,acosu,—v) (3-91)
cosu sinu O

X, x X,| = \/(—a sinu)? + (acosu)? + (—v)? = Va? +12. (3-92)

Com isso,

Xy xX, (—asinu,acosu,—v)
N = = . 3-93
U Rxx] T Ve G99

Calculando os coeficientes da primeira e segunda formas quadraticas obtemos,

respectivamente, que

E(u,v) = (Xu,X,) = ((—vsinu,vcosu,a),(—vsinu,vcosu,a)) =1v*+a,
F(u,v) = (X,,X,) = ((—vsinu,vcosu,a),(cosu,sinu,0)) =0,
G(u,v) = (X,,X,)= ((cosu,sinu,0),(cosu,sinu,0)) =1,

(u,v) (

B B . (—asinu,acosu,—v)\
e(u,v) = (Xu,N) = <(_VCOSM7_VSIHM’0)’ Va2 +12 =0,
. (—asinu,acosu,—v)> a
u,v) = (Xyp,N)= —sinu,cosu,0), = )
Fu) = )= ) L e

(—asinu,acosu, —v)>
0,0,0), —0.
(0.0,0), =20
Assim,
¢G—2fF +Eg=0. (3-94)

Dessa forma, segue do Teorema 3.4 que a curvatura média do helicéide é dada
por

eG—-2fF+Eg

H(q) = EGF) (3-95)

Portanto, o helicéide € uma superficie minima, ji que sua curvatura média
se anula em todos os pontos. Segundo Do Carmo (2005, p. 242), o helicéide “tem a

propriedade adicional de ser a unica superficie minima, além do plano, que € também

2

uma superficie regrada“”. Para mais detalhes sobre o estudo das superficies regradas veja

2A definigdo de superficie regrada pode ser encontrada em Do Carmo ([7], 2005, p. 223).
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Do Carmo ([7], 2005) e Tenenblat ([14], 2008).
Por outro lado, o helicéide ndo tem curvatura gaussiana constante, porém esta

curvatura satisfaz a seguinte relagao

1
— 3 <K <O. (3-96)
De fato, pelo Teorema 3.4,
; 2
a 2
_ eSS ) N ) <0 397
TEG-F2  E  a+v: (@42 \d2+? - 59N
Por outro lado,
2.2 2 2
2 2 2 a +V a 1 a 1
a+v-za = p za:>(az—+v2> Sa_2:>_(a2——|—vz) 2_;_ (3-98)
Consequentemente,
a 2 1

e, portanto, (3-96) € satisfeita. A figura 3.4 representa o helicéide dado em (3-88).

Figura 3.4: Helicoide

Fonte: Construido no GeoGebra por SILVA, L. G. em 30/09/2021.
Agora, considere o catendide parametrizado por
X (u,v) = (acosh(v)cos(u),acosh(v)sin(u),av), 0 <u < 2w, v € R. (3-100)

Procedendo de forma andloga ao caso do helicéide, tem-se que os coeficientes

da primeira forma quadratica sdo dados por

E(u,v) = a*cosh®(v), F(u,v) =0, G(u,v)=a*cosh’(v), (3-101)
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e os coeficientes da segunda forma quadrética sao dados por
e(u,v) =—a, f(u,v)=0, g(u,v)=a. (3-102)
Consequentemente, o catendide €, também, uma superficie minima, pois, apds
algumas simplificacdes,

G—2fF+E _
eG-2fF+Eg  —ata _ (3-103)

H(q) = 20EG—F?)  2a2cosh®(v)

De acordo com Do Carmo (2005, p. 240), o catendide “pode ser caracterizado

como a Unica superficie de revolucdo que é minima”.

3.3.5 A Pseudo-esfera

Sabe-se que a esfera € uma superficie de curvatura gaussiana constante e positiva
e que o plano € uma superficie de curvatura constante nula. Pensando em superficies de
curvatura gaussiana constante, e considerando o sinal desta curvatura, pode-se perguntar:
serd que existem superficies de curvatura gaussiana constante e negativa? A resposta €
sim! Nesta secdo, serd apresentada uma superficie que tem esta propriedade.

A pseudo-esfera  (Figura 3.5), dada por
X (u,v) = (sech(u)cos(v),sech(u)sin(v),u —tanh(u)), u € R, ve[0,2n) (3-104)

¢ uma superficie cuja curvatura gaussiana € constante negativa.

Figura 3.5: Pseudo-Esfera

Fonte: Construido no GeoGebra por SILVA, L. G. em 21/10/2021.

3A parametrizagio da pseudo-esfera, nesse caso, é uma parametrizacio principal de Tchebyshef da
pseudo-esfera (veja Gray, Abbena e Salamon ([9], 2006, p. 695)).
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De fato, derivando a expressdo de (3-104), temos que

X, = (—sech(u)tanh(u)cosv, —sech(u)tanh(u) sinv, tanh? (1)),
X, = (—sech(u)sinv,sech(u)cosv,0),
X = (—cosv(—sech(u)tanh?(u) + sech®(u)), — sinv(—sech(u) tanh? (u) 4 sech?(u)),
2tanh(u) sech?()),
Xuw = (sech(u)tanh(u)sinv, —sech(u)tanh(u)cosv,0),
X,y = (—sech(u)cosv,—sech(u)sinv,0).

Além disso,

— — =

i j K
X, xX, = | —sech(u)tanh(u)cosy —sech(u)tanh(u)siny tanh?(u)
—sech(u) sinv sech(u)cosv 0

= (—sech(u)tanh? (1) cosv, — sech(u) tanh® (u) sin v, — sech? () tanh (1) ).

Logo,
|X, x X, | = sech(u) tanh(u). (3-105)
Assim,
N(u,v) = % — (— tanh(u) cos v, — tanh(u) sinv, — sech(s)). (3-106)

Calculando os coeficientes da primeira e da segunda formas quadraticas tem-se,

respectivamente,
E(u,v) = (Xu,X,)=tanh*(u),
Fuyv) = (X, X)) =0,
G(u,v) = (X,,X,) =sech?(u),
e(u,v) = (Xuu,N) = —tanh(u)sech(u),
fluv) = (Xuw,N) =0,
g(u,v) = (X,,N)=sech(u)tanh(u).

Dessa forma, segue do Teorema 3.4, que a curvatura gaussiana é

K(q) = eg — f? _ _tanhz(u) sech?(u)
EG—F? tanh? (u) sech? (u)

- 1. (3-107)
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E importante ressaltar que a pseudo-esfera é uma superficie de revolucio que
possui outras parametrizacoes. Tenenblat (2008, p. 172), por exemplo, descreve a pseudo-

esfera como sendo a superficie
X(u,v) = <sinucos v,sinusinv,cosu + log (tan (g) ) ) (3-108)
gerada pela rotacdo da curva tractriz dada por

ou) = (sinu,O,cosu—l—log (tan (g))) , UE <O, g) . (3-109)

3.4 Caso Geral

Nesta secdo, serdo estabelecidos os casos gerais para determinagdo de superfi-
cies de curvatura gaussiana constante no caso de superficies de rotacio e de superficies
de curvatura gaussiana e curvatura média nulas no caso de superficies parametrizadas

pelo gréfico de uma fung¢do diferencidvel.

e Superficies de Rotacdo: Seja X uma superficie de rotagdo dada por
X(u,v) = (f(u)cos(v), f(u)sin(v),g(u)), ueR, veR, (3-110)

e gerada pela rotacdo da curva regular a(u) = (f(u),0,g(u)), onde f(u) # 0, para todo
u € R. Se o é parametrizada pelo comprimento de arco, entdo a curvatura gaussiana de X

¢ dada por
S w)
fu)

De fato, por simples cdlculos, tem-se que os coeficientes da primeira e segunda

K=

(3-111)

formas quadraticas sdo, respectivamente,

E=1, F=0, G=(f(w)* e=f"(u)g"(u)~f"(u)g' (), f=0, g=f(u)g(u).

Como o estd parametrizada pelo comprimento de arco, segue
que (o/(u),a’(u)) = 0, ou seja, f(u)f"(u) + ¢'(u)g"(u) = 0. Disto,
g (w)g" (u) = —f'(u)f"(u). Por outro lado, como o estd parametrizada pelo compri-

mento de arco, tem-se | (1)| = 1, ou seja, f'(u))? + (g'(u))?> = 1.
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Assim, a curvatura gaussiana de X é

eg—f> _ (f(w)g" () = f"(w)g' () f(w)g'(w) _ (f'(w)g"(u) —f"(u)g'(u))g' ()

K= k6—P~ ()2 B f(w)
L") — ) (& ) ()2 (w) — £ 1) (8 ()
70 70
S W)+ ()
. £
f// u
- (3-112)

Segundo Do Carmo (2005, p. 191), “a equagdo (3-112) € uma expressdo conve-
niente para curvatura gaussiana de uma superficie de revolucdo. Ela pode ser usada, por
exemplo, para determinar as superficies de revolu¢do com curvatura gaussiana constante”.

O teorema a seguir classifica as superficies de curvatura constante.

Teorema 3.9 Seja X (u,v) = (f(u)cos(v), f(u)sin(v),g(u)), u,v € R, uma superficie ge-
rada pela rotagdo da curva regular o(u) = (f (u),0,g(u)), f(u) #0. Se o é parametrizada

pelo comprimento de arco e X tem curvatura gaussiana K constante, entdo

)+ Kf) =0 e glu) :/,/1—(ff(u))2du. (3-113)

Demonstracao: Seja K constante a curvatura gaussiana de X. Segue diretamente da
equacdo (3-112) que f”(u) + K f(u) = 0. Por outro lado, como o estd parametrizada pelo
comprimento de arco, tem-se ( f'(u))? 4 (¢’ (u))? = 1. Disto, isolando g’(u) e integrando

os lados da equag@o resultante, g(u) = /\/ 1—(f"(u))?du.
[

E importante observar que no teorema acima v € (0,27n) e o dominio de u é o

conjunto onde a integral em (3-113) estd definida. Dessa forma, tem-se que:

e Todas as superficies de revolu¢do com curvatura gaussiana K = 1 que intersectam o

plano xOy ortogonalmente sio, tais que,

f(u) =ccos(u) e g(u) = /0 M\/l—czsinz(u)du, (3-114)

onde ¢ é constante. Se ¢ = 1, por exemplo, entdo f(u) = cos(u), g(u) = sin(u) e,

consequentemente, X ¢ a esfera

X (u,v) = (cos(u)cos(v),cos(u)sin(v),sin(u)). (3-115)
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e Todas as superficies de revolu¢do com curvatura gaussiana K = —1 satisfazem uma das

f(u) = ccosh(u / \/ 1 —c2sinh?(u

f(u) = csinh(u) /\/l—czcosh2 Ydu
fu)=e" e g(u /\/1—62“du

e As unicas superficies de revolu¢do com curvatura gaussiana K = 0 sdo o cilindro circular

condigdes:

reto e o cone circular reto.

Note que a expressdo em (3-112) fornece uma forma mais facil para determina-
¢do da curvatura gaussiana de uma superficie. No caso da esfera em (3-115), por exemplo,
tem-se f(u) = cos(u), "' (u) = —cos(u) e, disto,

o S —cos(w) _

f(u) cos(u)

A seguir serdo caracterizadas as superficies que sdo graficos de funcdes diferen-

ciaveis.

e Superficies Parametrizadas Pelo Grafico: Considere a superficie que descreve o

gréafico de uma fungio diferencidvel f(x,y) dada por
X(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € R%. (3-116)
Note que,

(1 Ofbi) (0’17fV) MM_(OOfMM) MV_(OOfMV) VV_(OOfVV)

onde f, e f, indicam as derivadas parciais de f com respeito a u e v respectivamente, €

Sfuus fuv € fiy s80 as derivadas parciais de segunda ordem de f. Logo, por simples cédlculos,

Xu XXy = (—=fu,—fo,1) € | Xy xXo| = /1 4+ f2+ f2 (3-117)

X, XX, 1

CXxX | T+ 7

tem-se

€, com isso,

(—fus—fos 1) (3-118)
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Assim, os coeficientes da primeira e segunda formas quadréficas sdo dados por

E=(X,X)=1+f2, F=(X,X.) = fufs, G= (X, X)) =1+ f2,
e = (Xu,N) = %7 f=XwN)=—=Lo__ ¢=(X,, N)=——L»

1+ 2+ 1+ f2+f3 1+f2+f2
ﬁ \/ﬁ ’ \/ﬁ

Disto, a curvatura gaussiana de X € dada por

. eg—fz - fuufvv_fzfv

= = . 3-119
EG—F2  (1+f2+f2)? G4
Por outro lado, a curvatura média de X € dada por
g CO—2F+Ee _ full+£7) =2fufofur+ fn(1+ 1) (3-120)
- 2y 3 :
2EG—F?) 2(1+ f2+ f2)2
Teorema 3.10 Seja z = f(x,y) uma superficie parametrizada por
X(u,v) = (u,v, f(u,v)), u,veR (3-121)

Entdo, X tem curvatura gaussiana nula se, e somente se, fy,fy — fgv = 0. Além disso, X
¢ uma superficie minima se, e somente se, f,,(1+ £2) + fuu(1+ £2) = 2fufo fuw = 0.

Demonstracao: De fato, por (3-119), segue imediatamente que,
K =0 se, e somente se, fyu,fov— fuzv =0. (3-122)
Além disso, se X € uma superficie minima, entdo H = 0. Por (3-120), tem-se
H =0 se, esomente se, fiu(1+ )+ fi(1+f2) =2fufofiw = 0. (3-123)

O

De forma geral, por meio do estudo acima, classifica-se todas as superficies de
revolucdo de curvatura gaussiana constante e todas as superficies que sdo graficos de
funcdes diferencidveis de curvatura gaussiana e curvatura média constantes e nulas. Para
mais resultados de classificagdo de superficies sugere-se ao leitor consultar as referéncias

bibliograficas aqui apresentadas.



CONSIDERACOES FINAIS

Conclui-se que o estudo da Geometria Diferencial permite compreender as
propriedades das curvas parametrizadas por meio de conceitos fundamentais, tais como:
o de curvatura e o de tor¢do; bem como, compreender as propriedades das superficies
parametrizadas conhecendo, a priori, conceitos importantes como, por exemplo, as formas
quadréticas e as curvaturas gaussiana e média.

No entanto, pdde-se observar que o conhecimento prévio de certas informacgdes
sobre a curvatura e a torcdo de uma curva parametrizada diferencidvel pode ser um
fator determinante para o conhecimento da curva possibilitando, com isto, determinar e
classificar uma quantidade importante de curvas. Vale ressaltar que nem toda curva pode
ser obtida apenas pelo conhecimento da curvatura e da torcao, mas o conhecimento destes
fatores é uma ferramenta importante para um estudo sobre o comportamento da curva.

Além disso, foi possivel conhecer algumas superficies de curvaturas constantes,
por meio de certas informagdes sobre a curvatura gaussiana e a curvatura média da
superficie; bem como, classificar um conjunto de superficies de curvatura constante e nao
negativa, tendo um conhecimento prévio das caracteristicas dos pontos dessa superficie e
do sinal da curvatura gaussiana em cada um desses pontos.

Portanto, entende-se que este trabalho pode contribuir para a disseminagdo do
conhecimento em Matemadtica e servir como um material de pesquisa sobre Geometria
Diferencial das curvas e superficies parametrizadas diferencidveis, de modo a auxiliar os

discentes dos cursos de graduagdo nos estudos avancados de Matematica.
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