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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo fazer um estudo fundamentado sobre os niimeros
complexos, apresentando de forma bem detalhada de todos os conceitos: defini¢des, pro-
priedades e proposicdes/teorema em relacdo aos nimeros complexos. Além disso, tam-
bém foi apresentado as representacdes geométricas de algumas operagdes envolvendo
numeros complexos. Na abordagem metodoldgica foi optado pela pesquisa qualitativa de
cunho bibliogréfico, que a partir dessa investigacao percebeu-se algumas diferencas no
comportamento de conceitos no conjunto dos nimeros reais comparado com o conjunto
dos nimeros complexos. Esses conceitos dos nimeros reais sdo aprendidos pelos alunos
na disciplina de Matematica no ensino médio, ou seja, sdo nocdes aonde esses alunos es-
tao ja habituados. Em virtude desses aspectos, neste trabalho, o estudo realizado sobre os
nimeros complexos teve como objetivo construir uma narrativa do ponto de vista histo-
rica, onde a histéria dos nimeros complexos permite visualizar como e porque surgiram
estes nimeros, ou seja, seu aparecimento nio foi por acaso, e sim, pela necessidade da

resolucdes das equacdes de grau 3.
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Abstract

The present work has as objective to make a grounded study on the numbers complex,
presenting in a very detailed way all concepts: definitions, properties and propositi-
ons/theorem in relation to complex numbers. In addition, the geometric representations of
some operations involving complex numbers. In the methodological approach, the qua-
litative research of bibliographic nature, that from this investigation it was noticed some
differences in the behavior of concepts in the set of real numbers compared to the set of
complex numbers. These concepts of real numbers are learned by students in Mathema-
tics in high school, that is, they are notions where these students are already used to. In
view of these aspects, in this work, the study carried out on the complex numbers aimed to
build a narrative from the historical point of view, where the history of complex numbers
allows us to visualize how and why they arose these numbers, that is, their appearance
was not by chance, but because of the need for resolutions of grade 3 equations.

Keywords

Real Numbers; Complex Numbers; Concepts.
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INTRODUCAO

Os Numeros Complexos possuem diversas aplicacOes tanto na Matemadtica
quanto em outras areas do conhecimento. Associados a outros conteidos matematicos,
promovem técnicas alternativas de demonstracdo e resolu¢dao de problemas, resgatando
conceitos e atribuindo significados. Ha dreas do conhecimento em que sdo considerados
essenciais e outras em que sao importantes facilitadores de calculos. Apesar disso, o con-
ceito de nimeros complexos ndo sao explorados de forma ampla no ensino médio. Neste
sentido, os alunos podem se questionar em qual seria o sentido de estudar os nimeros
complexos visto que, grande parte do curriculo do ensino médio, é composto apenas por
ndmeros reais

O conjunto dos nimeros complexos € o conjunto que possui maior cardinalidade,
afinal ele contém todos os outros conjuntos. E necessario, pois, compreender os processos
das operacdes (aritméticas, trigonométricas, algébricas) envolvendo elementos desse
conjunto, assim como a representacao geométrica do mesmo.

Entdo, o presente trabalho estd focado em apresentar os conceitos dos nimeros
reais aprendidos na disciplina de Matemaética no ensino médio, e o que acontece quando se
aplica esses conceitos no conjunto dos niimeros complexos, ou seja, como esses conceitos
aprendidos no ensino médio vao se comportar quando aplicado nos nimeros complexos.
A opcgdo por este tema deveu-se ao fato também de que, a importancia do ensino dos
nimeros complexos no Ensino Médio, pois, como esse conjunto numérico nio aparece na
matriz de conteidos do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), hé a impressao de
que 0 mesmo nao seja importante para o aluno de ensino médio.

Além disso, esse trabalho tem como objetivo apresentar de forma detalha as de-
fini¢cdes, as propriedades, as proposi¢des e teoremas em relacdo aos nimeros complexos.
Uma boa compreensdo do conjunto dos nimeros complexos e suas manipulagdes algébri-
cas e trigonométricas é retomado na graduagdo, quando o futuro professor de matematica
amplia seus conhecimentos com a disciplina de Fun¢des de Uma Varidvel Complexa. Na-
turalmente esse trabalho tem a precupagdo de trazer pontos importantes e detalhes sobre
o conjuntos dos nimeros complexos permitindo ao leitor uma compreensao com mais
significada.

O trabalho esta estruturado em trés capitulos, da seguinte forma:
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No primeiro capitulo, intitulado Histéria dos Numeros Complexos, relataram os
acontecimentos que culminaram com o no aparecimento dos nimeros complexos, assim
como a contribui¢cdo de diversos matemdticos nesse processo € os problemas de aceitacdo
pelos quais esses nimeros passaram em diferentes momentos da historia.

No segundo capitulo, intitulado Numeros Complexos, definiu-se de maneira
rigorosa os numeros complexos e apresentaram suas propriedades aritméticas bdsicas.
Além disso, definiu-se o algarismo imagindrio i e explicou-se como a defini¢do formal de
nimero complexos se relaciona com a representacao desses ndmeros na forma x + yi, que
¢ a forma usual. Definiu-se também, os conceitos de parte real e imagindria, conjugado e
modulo de um ndmero complexo. Outro fato importante apresentado, € a forma polar de
um ndmero complexo, além de definir o conceito de argumento. Foi mostrado que todo
nimero complexo ndo nulo possui exatamente n raizes n-€simas distintas, e exibiu-se uma
férmula para calcular essas raizes. Introduziu-se os conceitos de exponencial e logaritmo
de um ndmero complexo, além de definir as poténcias com expoentes complexos.

No terceiro capitulo, intitulado Func¢des Complexas, relatou-se como objeto
principal uma fung@o f: A — C onde dominio A estd contido em C. Foram lembrado
conceitos importantes sobre fungdes e em seguida, introduzido as fun¢des de uma varidvel
complexa. Alem de associar nogdes importantes sobre essas fungdes. Aprensentou-se
exemplos importantes de funcdes complexas, tais como: fungdes racionais, fungdes
polinomiais, fun¢do exponencial, fungdes trigonométricas e as funcdes hiperbdlicas.
Diante desses exemplos, foi estabelecido algumas propriedades importantes sobre essas
funcgoes.

E por fim, nas consideragdes finais sera feito uma reflexao sobre comportamento

dos nimeros complexos em comparacdo ao caso real.



CAPITULO 1
HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Resolver equagdes sempre foi um assunto que seduziu matemadticos ao longo
da histéria. Os Babilonicos por exemplo, ja conseguiam resolver algumas equacdes do
29 grau baseados no que hoje chamamos de ‘“completamento de quadrado”. Mesmo
o resultado dessas equacgdes estando corretos, os tabletes que contem essas solugdes
aparecem sem qualquer justificativa l6gica do caminho que foi planejado, que “colocado
de maneira assim tdo obscura e imprecisa, até um matematico moderno teria dificuldade
em entendé-lo [...]” (GARBI, 2009, p.10). Ja os gregos, que tinham um grande dominio
sobre a geometria, resolveram alguns tipos de equagdes do 22 grau usando a régua e
compasso. A conquista da Grécia por Roma praticamente acabou com o dominio da
Matemadtica Grega. Com o fim do Império Romano e a ascensdo do Cristianismo, a Europa
entrou na Idade das Trevas, que “nesse peridédo, o fogo sagrado da Rainha das Ciéncias
passou a ser velado por dois outros povos: os drabes e os hindus” (GARBI, 2009, p.21).
Os mateméticos hindus avancaram nas pesquisas em Algebra e Baskara é o nome que
imediatamente vem a nossa memoria quando falamos de equagdes do 22 grau. Contudo, o
teorema de Baskara ndo foi descoberta por ele, mas sim pelo matematico hindu Sridhara,
no século XI (GARBI, 2009).

Considerando a equacdo geral ax?+bx+c =0, com a # 0, o Teorema de Baskara

garante que suas raizes sao

—-b+vVA

o 2a

onde, A = b2 —4ac. E dependendo da equacio quadratica, o A pode ser negativo. Mas isso
ndo era considerado um problema para os mateméticos na época, pois eles simplesmente
diziam que a equacdo ndo tinha uma solucdo. O interesse pelo estudo da Matematica
ressurgiu na Itdlia, no século XVI. Voltara o interesse em meio da disputa entre dois
matemadticos importantes, que sdo Cardano e Tartaglia, que estavam disputando pela
resolucdo da equagdo do 39 grau, e naquele momento, perceberam que o conjunto dos
nimeros reais ndo eram suficientes, e as primeiras ideias da criagdo do conjuntos dos

nimeros complexos surgiram (LINTZ, 2007). Essa disputa merece ser falada com mais
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atencao.

Girolamo Cardano, ou simplesmente Cardano, nasceu em Pavia, no ano de 1501
e veio a falecer em Roma, em 1576. Sua vida foi marcada por contrastes e extremos.
Apesar de ser invejoso, traidor, frio e tantas outras qualificacdes iguais ou piores, Cardano
foi um excepcional cientista. Foi autor da obra Liber de Ludo Aleae, onde passava uma
ideia de probabilidade e também ensinou maneiras de trapacear nos jogos. Sua maior
obra, entretanto, foi Artis Magnae Sive de Regulis Algebraicis, mais conhecida como
Ars Magna, publicada na Alemanha em 1545, que na época era o maior compéndio
algébrico existente, pois “quando publicou a Ars Magna, meia dizia de anos depois, ele
provavelmente era o mais competente algebrista da Europa” (BOYER, 2019, p.206).

Nicolo Fontana, mais conhecido como Tartaglia, tinha tnico fator em comum
com Cardano o enorme talento com a matematica, € a nacionalidade italiana. Tartaglia
nasceu em Bréscia no ano de 1500, que durante sua infincia muito pobre, no saque de
Brescia por tropas francesas, refugiou-se na Catedral, mas foi gravemente ferido por
golpes de sabre e, justamente por esse motivo, ficou com profunda cicatriz na boca
que lhe provocou um permanente defeito na sua fala (LIMA, 1991). Foi dai que surgiu
seu tdo famoso apelidado de Tartaglia, que significa gago. No decorrer da sua vida, ele
publicou diversas obras mas o que o colocou definitivamente nos registros da histéria da
Matematica foram suas disputas com Cardano.

Sabe-se que, por volta dos anos de 1510, Scipione del Ferro, um matematico
italiano da época, professor da Universidade de Bolonha, encontrou uma forma geral
de resolver equacdes do tipo x3 + px+ g = 0. Sabe-se que ninguém superou seu feito,
que “resolvendo um problema que tenha desafiado a argiicia dos matematicos por mais
tempo” (LIMA, 1991, p.14). Essa descoberta ocorreu provavelmente em torno de 1515.
O mais curioso é que Ferro morreu e nunca publicou nada relacionado ao seu grande
feito. Ao que se saiba, Ferro comunicou o segredo dos problemas do tipo “cubo e coisas
igual a nimero” (x3+ px = g) e “cubo igual a coisas e nimero” (x3 = px+q) para seus
discipulos, sendo eles Antonio Maria Fior, este que recebeu apenas a regra da solugdo,
e ndo a prova. Com isso, Fior tentou ganhar conhecimento publico com ela (LIMA,
1991). Nesse periodo, eram muito comuns os desafios entre sdbios. Como Tartaglia era
um nome que comecava ganhar notoriedade no meio cultural na época, Fior fizera entdo
um desafio para Tartaglia. Confiante, e acreditando no seu potencial, Tartaglia aceitou
o desafio, apesar de ainda ndo saber resolver essas equacdes, que suas Unicas armas
eram confiar em seu sélido conhecimento e sua inteligéncia (LIMA, 1991). Tartaglia
conseguiu ir além, que mesmo sabendo que Fior conhecia a solucdo da equacdes, ele
ndo sO deduziu a resolucdo para este caso, como também resolveu as equagdes do tipo
x3 + px2 + g =0. Como consequéncia desse desafio, foi que Fior saiu humilhado diante

Tartaglia, que “recusou magnanimamente os 30 banquetes estipulados como prémio ao
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vencedor” (LIMA, 1991, p.15). Ap6s seu brilhante triunfo sobre Fior, desafio na qual o
deixou muito famoso, Tartaglia entdo resolveu escrever em suas memdrias: “Mobilizei
todo o entusiasmo, a aplicagdo e a arte de que fui capaz, objetivando encontrar uma regra
para a solucdo daquelas equagdes, o que consegui a 10 de fevereiro de 15317 (GARBI,
2006, p. 121).

Nesse periodo, Cardano estava escrevendo a Pratica Arithmeticae Generalis,
com ensinamentos sobre as trés grandes dreas da matemdtica: Algebra, Aritmética e a
Geometria. Cardano, ao saber da conquista de Tartaglia conseguiu achar a solug¢do geral
da equacgdo de 32 grau, pediu-se para que Tartaglia revelasse, pois sua intenc¢do era para
que fosse publicada em seu préximo livro (BOYER, 2019). Obviamente, Tartaglia ndo
concordou com o pedido de Cardano, alegando que ele mesmo iria publicar sua desco-
berta. Cardano acusou-o, dizendo que ndo gosta de partilhar da descoberta, chamando-o
de egoista, mas mesmo com a negativa, ele nao desistiu.

Ap6s muitas conversas entre Cardano e Tartaglia, com vdrios pedidos de forma
insistente e permanentemente, Cardano entdo “depois de um juramento solene de segredo,
conseguiu arrancar de Tartaglia a chave da solu¢do da cubica” (EVES, 1995, p.303).
Conforme o que seria muito previsivel, Cardano quebrou todas as promessas e suplicas
que fez, e no ano de 1545, publicou na Ars Magna a férmula de Tartaglia. Em suma, como
em muitos outros casos, apds esses acontecimentos nao fez justica a brilhante descoberta
de Tartaglia: sua formula € até hoje conhecida como a famosa “Férmula de Cardano”,
sendo o proprio admitindo isso em seu livro (BOYER, 2019).

Lembrando que Tartaglia conseguiu solucionar equagdes do tipo x3 + px+¢q =0
e x>+ px2+q=0 e ndo a equacdo geral ax?+bx2+cx+d = 0. Inicialmente, vamos
esclarecendo que qualquer equacdo geral pode ser transformada em qualquer um dos
tipos especiais, aqui em mais especifico, a equacdo x3 + px+¢ =0, fazendo x =y+m e
calculando m de modo que o termo de grau 2 seja anulado (GARBI, 2009). Com isso,

seja a equagao:
3 2 _
ax’ +bx“+cx+d =0
Se x = y+m, entdo:

a(y+m)? +b(y+m)>+c(y+m)+d=0
a(y® +3y?m+3ym? +m) + b(y> +2ym+m?) +cy+cm+d =0

ay® +3ay*m+3aym? +am® + by* + 2bym+bm* + cy +cm+d = 0
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ou
ay® +y*(b+3am) +y(3a* + 2bm+c) + (m*a+bm* + cm+d) = 0.
Fazendo
b+3am=0
tem-se,
b
" 34

Com isso, a nova equacdo de grau 3 em y serd do tipo y? + py+¢ = 0, e nesse caso
souberam resolvé-la, e sendo capaz de encontrar que o valor de x que € y+m. Diante disso,
quando Tartaglia encontrou a solucdo das equagdes do tipo x3 + px +¢q = 0, ele foi capaz
de generalizar sua resposta, € nao apenas ficando em casos particulares da problematica,
0 que aumenta ainda mais os méritos do seu feito (EVES, 2004).

Geralmente, as grandes descobertas constantemente partem de uma ideia fun-
damental. E no caso de Tartaglia, ele partiu do pressuposto que a solu¢@o procurada era

composta de 2 parcelas. Entdo, assim ele supdes:
x=A+B. (1-1)
Elevando os dois lados da equacao (1-1) ao cubo, temos
X =(A+B)’ =A3+3A’B+3AB>+ B,
entao,
X =A3+B3+3AB(A+B), (1-2)
como
A+B=x. (1-3)
Substituindo (1-2) em (1-3), temos que:

x> =A>+ B3 +3ABx,
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ou ainda,
x> —3ABx-(A*+B%*) =0
mas, a0 mesmo tempo que
X +px+g=0.
Portanto,

p=-3AB e q=-(A’+B>),

3
A= o Bip--
= 77 € =—q.

Considerando A3 e B3 como varidveis, assim o problema equivale satisfazer uma

equagdo do 29 grau da forma:

2 -Sz+P=0
onde,
S = Soma das raizes A e B>
P = Produto das raizes A3 e B
isto é,

+qz—-—==0
STy
com isso, calculando o discriminante:
4p3
A=qg*+—.
Y
Note que,

5 4p3 5 4p3
g9 \| 9"+ 77 4 \| 9"+ =7
A3 = 27 e B= 27
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mas, a0 mesmo tempo

Com isso, a Férmula de Cardano acabou gerando resultados que desafiavam os
matematicos nesse periodo. Resultados estes, que acabaram descobrindo o conjunto dos

numeros complexos. Como por exemplo, a equagdo seguinte:
X -15x-4=0.

Sabendo que as raizes da equagdo sdo: x =4,x=-2+ V3 e -2 -+/3, todavia, ao

aplicar a equagdo acima na Férmula de Cardano, notamos que

K

e assim, pode-se observar questdes realmente intrigrantes. Além de ter um caso onde

3
V24V 121+V2-V-121

acontece extracdo de raizes quadradas de nimeros negativos, como também extracdao
de raiz cibica de nimeros desconhecidos, onde naquele momento mostrou-se que o
conjunto dos nimeros reais eram insuficientes, quando falou-se de equagdes algébricas.
Isso também aconteceu com os Gregos na antiguidade, quando verificaram a insuficiéncia
dos nimeros racionais com constru¢do do ndmero irracional V2 (STEWART, 2016). Com
1sso o conceito de nimero precisava ser expandido. Mas um matemaético conseguiu ir além
do conjunto dos nimeros reais, este, chamado de Rafael Bombelli, nascido na Itdlia no
ano de 1530, onde se tornou um engenheiro hidraulico (IEZZI, 2002).

Bombelli teve uma ideia de supor que os nimeros 6/2 +VvV-121e \3/2 -V-121
deveriam ser da forma a++/—b e a —\/—b, respectivamente. Note como foi a deducio de
Bombelli:

V2+vV=121 =a+v/—b (1-4)
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e
V2-vV-121=a-~b.
Elevando os dois lados das equagdes (1-4) e (1-5) ao cubo, temos que:
2+V-121 = (a+V-b)>
e

2-V/-121=(a-V-b)>.

Somando as equagdes (1-6) e (1-7) termo a termo, obtém-se:

2+V/=121+2-V=121 = (a+V=b)> + (a—/-b)>.

(1-5)

(1-6)

(1-7)

Aplicando-se as propriedades de produtos notédveis e das leis de cancelamento

da soma, tem-se

~6ab =4 -2a°
logo,
b 4—2a3.
—-6a
Para a = 2, entdo
-293 -
b=4 2.2 =4 16=1.
-6.2 -12
Com isso, para
2+V-1)3=2+V-121
e

(2-V-1)}=2-V-121.

Somando as equagdes (1-8) e (1-9) termo a termo, temos que:

2+vV-1)+(2-V-1)} =2+V-121+2-+/-121.

(1-8)

(1-9)

Aplicando-se as propriedades de produtos notdveis e das leis de cancelamento

da soma, tem-se

8+12vV-1-6-V-1+8-12vV-1-6+Vv-1=4.

Assim,

x=(2+V-1)+(2-V-1)=4

que era o resultado que Bombelli esperava obter.
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Diante disso, foi possivel estabelecer algumas regras para resolver equagdes com
v —1. Note que,

(a) (V=)(V-T) =1
(b) (-VD)(V-T)=1
(¢) (-V=I)(-V-1) =1
(d) (+1)(V1) = V1
(e) (£1)(~V=1) ==V .

Além disso, foi possivel estender a regra para a soma de dois nimeros da forma

m+n\/—_1;
(a+bV-1+(c+dV-1) = (a+c)+(b+d)V-1.

Neste sentido, a Teoria dos Numeros Complexos, conhecido como um ramo
gigantesco da Matemadtica, estava pronta para o desenvolvimento e aplicagdes em diversas
ares do conhecimento humano.

Cardano foi precursor no manuseio dos nimeros complexos. Desta forma € justo
creditar a ele a honraria de ser o primeiro matemadtico a realizar algumas opeagdes com
numeros complexos. Cardano constatou que se alguém tentar dividir 10 em duas partes de
modo que seu produto seja igual 40, verificard que isto é impossivel. Todavia, o problema

pode ser resolvido da seguinte maneira, segundo Cardano:

{ x+y=10 (1-10)
xy = 40. (1-11)

Elevando os dois lados da igualdade de (1-10) ao quadrado, e multiplicando os

dois lados da igualdade de (1-11) por 4. Logo, obtém-se:

x%+2xy+y* =100 (1-12)
4xy = 160. (1-13)

Substituindo (1-13) de (1-12) e aplicando-se manipulacdes matemaéticas, tem-se
x*-20x% +1600 = 0.
Fazendo u = x2, note que

u? —20u+1600 = 0.
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Calculando o discriminante, temos que
A= (—20)2 —-4(1)(1600) =400 - 6400 = —6000

com 1SS0,

(-20) +/=6000 20+20v/~15
2 - 2

=10+ 10v-15.

u=

Diante disso, tem-se

com 1SS0,
x2=10+10v-15.
Fazendo x = a + bi, tem-se
(a+bi)?=10+10V-15

entao

(a® - b2 +2abi) = 10+ 10V/15i
logo,

(@®-b*)=10 e 2ab=10V/15 (1-14)

consequéntimente, da segunda equacgido (1-14), tem-se

5V15

a (1-15)

a

Substituindo (1-15) em (1-14), obtém-se

2
5V15
— -b*=10.

Aplicando-se algumas manipulacdes matematicas, obtém-se

—b*—10b*+375=0.



20

Fazendo v = b2, obtém-se
—?—10v+375=0.
Calculando discriminante, tem-se

A=(-10)2-4(-1)(375) = 100+ 1500 = 1600

com 1SS0,
-(-10)£/1600 -10+£+/1600 -10+40
Ve ) - 2 )
logo,
-10+40 30 s
e
e
-10-40 -50 ’s
Vo = 5 = > =—2Z).

Diante disso, temos que

para v = —25, temos

b*>=-25 implicaque b=+V-25.

2

Nesse caso, ndo temos solugdo para b € R, pois x~ ndo pode ser negativo para

x € R. Com isso, para v = 15, temos
b*>=15 implicaque b=+V15.
Substituindo b = +v/15 em (1-15), tem-se

5@5\/65
=== c

ai
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5@5@5
b V15T

az

Substituindo a=+5eb=+v/15emx=a+ bi, obtém-se
x1=a+bi=5+V15 e xy=a+bi=-5-V15.
Analogamente, para 10— 10/15i, obtém-se
x3:—5+\/ﬁ e x4:5—\/ﬁ.

Como x ndo pode ser negativo, temos como solugdes:
x=5+v-15. (1-16)
Substituindo (1-16) em (1-10), tem-se
y=5% V-15.
Portanto,
x=5+V-15 e y=5¢\/—_15.

Diante do resultado acima, observa-se que as soma dos nimeros resulta em 10 e
que seu produto € igual a 40.

Outra observacdo a ser feita, ¢ quanto a um equivoco sobre a origem dos nimeros
complexos, que € frequentemente cometido por alguns professores e livros, onde afirmam
que as equagOes de grau 2 que desencadearam a base tedrica que havia naquela época.
Trabalho que durou mais de dois século, até a ideia percursora de Bombelli.

Com o tempo, foram sendo descobertas relacdes entre niimeros e formas, mesmo
com as origens independentes da Aritmética e da Geometria. A ideia de empregar sistemas
de coordenadas para definir posi¢des de pontos no plano e no espaco ja havia sido utilizada
no século III a.C. por Apoldnio, em seus trabalhos sobre sec¢des conicas. Todavia, a
Geometria Analitica, como hoje é conhecida, foi inventada de forma independente e quase
simultaneamente, por dois geniais matematicas franceses na primeira metade do século
XVII, sendo eles: Pierre de Fermat e René Descartes, que “sé depois da contribui¢do
dada por esses dois homens a geometria analitica € que esta ganhou os contornos iniciais
da forma com que estamos familiarizados” (EVES, 2004, p. 383). Considerado como a

pedra da Geometria Analitica, o trabalho denominado como La Géométrie, publicado em
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1637 por Descartes, que escreveu no apéndice de seu mais famoso livro Discurso Sobre o
Meétodo de Bem Utilizar a Razdo e de Encontrar a Verdade nas Ciéncias, ao contrario de
Fermat, que ndo se preocupou em publicar suas ideias.

Descartes através do dominio que obteve com a Geometria Analitica, estudou
entre outras coisas, as equagoes algébricas. Infelizmente, Descartes na Géométrie fez
uma frase imprudente que acabou por consagrar uma denomina¢do inapropriada para
os nimeros que envolvem a raiz quadrada de valores negativos. Em uma passagem
do Discurso do Método, Descartes escreveu a seguinte frase: “Nem sempre as raizes
verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de uma equacdo sdo reais. As vezes elas
sdo imagindrias”.

Por esse motivo, até hoje o nimero V-1 é chamado de “ndmero imaginério”,
e foi, portanto, Descartes que o batizou. O termo que se consagrou juntamente com a
expressao “nimeros complexos”. Infelizmente, sdo designacdes um tanto inadequadas,
subjetivas e nada matemadtico, pois “tanto nimeros reais como imagindrios t€ém exata-
mente o0 mesmo status 16gico. Sao conceitos humanos que modelam a realidade, mas ndo
sdo reais em si mesmos” (STEWART, 2016, p.21).

Apareceram outros matemdticos importantes na histéria apés Bombelli, que
deram grandes contribui¢des para desenvolvimento da teoria dos nimeros complexos,
dentre eles o matematicos Francé€s Abraham de Moivre. Leonhard Euler foi o matemaético
mais decisivo sobre o assunto, e além disso, fez o trabalho mais importante. Euler, nasceu
no ano de 1707, em Basileia, Suica, em um periodo quando o Célculo Diferencial e
Integral, inventado pelo seu mentor Newton e Leibniz, estavam em processo de expansao.
Euler foi uma pessoa boa, bem humorada e bastante generoso, além de ter sido um
dos matemdticos que mais produziu e publicou em todos os tempos. Perdera a vista
esquerda aos 28 anos de idade e viveu totalmente cego os ultimos 18 anos de sua vida,
periodo em que continuou produzindo, pois era dotado de uma memoria prodigiosa, e que
falecerd no ano de 1783 (SIMMONS, 2002). Devido uma pergunta de seu amigo Jacques
Bernoulli sobre juros compostos, Euler aprofundou-se sobre esse questionamento, através
de pesquisas iniciadas por outros matemadticos, e foi capaz de descobrir os segredos do
numero e, que até hoje seu nome estd ligado a esse ndmero irracional, conhecido como
nimero de Euler, e que aparece como uma importante ferramente para estudos no campo
da Fisica, Engenharia e da Matemadtica Pura. Dentre as intimeras contribui¢des de Euler
foi notdvel seu empenho na melhoria da simbologia. Muitas das nota¢des que conhecemos
hoje foram introduzidas por ele, tais como a destaca-se o nimero i substituindo V-1.

Euler passou a estudar nimeros da forma z = a + bi onde a e b sdo nimeros reais e i = —1.



CAPITULO 2

NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo serdao apresentadas algumas importantes defini¢des sobre o con-
junto dos nimeros complexos, serdo também demonstradas algumas propriedades, dentre
elas a propriedade que caracteriza o conjunto dos nimeros complexos como um corpo.
Além disso, serdo demonstrados alguns resultados importantes utilizando de técnicas de
manipulagdo entre nimeros complexos, como por exemplo, serd exposto uma demonstra-
cdo dalei dos cossenos. Serdo discutidas também nesse capitulo as representacoes geomé-
ricas de algumas operacdes envolvendo nimeros complexos, onde essas representacoes
foram elaboradas pelo autor utilizando o software Geogebra.

As definigdes, propriedades e teoremas deste capitulo foram baseadas nos textos
dos livros: Varidveis complexas e aplicacées de Geraldo Avila [1], Trigonometria e
niimeros complexos de Manfredo P. do Carmo, Augusto C. Morgado e Eduardo Wagner

[3], Introducdo as funcdes de uma varidvel de Cecilia S. Fernandez e Nilson C. Bernades
Jr [5].

2.1 Corpo dos Nimeros Complexos

Seja C corpo dos nimeros complexos, definido por:

C= {(x,y);xeReyeR},

possuindo as seguintes operagdes de adi¢do e multiplicacdo, isto é: se z=(x,y) ew=(a,b)

pertencem a C, logo
z+w=(x+a,y+b) e zw=(xa-yb,xb+ya).

Os elementos de C sdo chamados de niimeros complexos. Observe que o nlimero

complexo (0,0) pode ser denotado simplesmente por O e o nimero complexo (1,0) por
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simplesmente por 1. Para todo z = (x,y) € C, definimos
X -y
—7 = — — -1 = —_— .
z=(-x-y) e z (x2+y2’x2+y2)

Se z#0, o nimero z~! também pode ser denotado da forma 1/z ou —. Em seguida,
Z

serA; demonstrado uma proposi¢ao, que esta relacionada ao fato dos nimeros complexos

Ser um corpo.

Proposicao 2.1.1 As seguintes propriedades se verificam para quaisquer z,w,t € C:

(a) z+(w+t) = (z+w) +t (associatividade da adi¢éo).

(b)z+w =w+z (comutatividade da adi¢do).

(¢) 0+z =z (elemento neutro).

(d) z+(-z) =0 (elemento oposto).

(e) z(wt) = (zw)t (associatividade da multiplicacdo).

(f) zw = wz (comutatividade da multiplicacdo).

(g) 1z =z (elemento unidade).

(h) zz7' =1 se z#0 (elemento inverso).

(i) z(w+t) = zw+zt (distributividade da multiplica¢do em relacdo a adi¢do).
Demonstracao. Todas as propriedades acima decorrem diretamente das defini¢des das
operagdes de adicdo e multiplicagdo em C. Com isso,

(a) Se z=(x,y),w=(a,b) et=(c,d), entdo

z+(w+t) = (x,y)+(a+c,b+d) = (x+(a+c),y+(b+d))
=((x+a)+c,(y+b)+d)=(x+a,y+b)+(c,d)

=(z+w)+t,

usamos a associatividade da adi¢do de niimeros reais.
(b) Se z=(x,y) e w=(a,b), entdo

z+w=(x,y)+(a,b) = (x+a,y+b) =(a+x,b+y) = (a,b) + (x,y) =w+z,

usamos a comutatividade da adicdo de ndmeros reais.

(c¢) Se z=(x,y), entdo
0+z=0+(x,y) = (0+x,0+y) = (x,y) =z,

usamos o elemento neutro de nimeros reais.
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(d) Se z=(x,y), entdo

z+(=2) = (x,y) +[-(x,y)] = (x,y) + (=x,-y) = (x—x,y~y) = (0,0),

usamos o elemento unidade de nimeros reais.
(e) Sez=(x,y),w=(a,b) et =(c,d), entdo

z(wt) = (x,y)[(a,b)(c,d)] = (x,y)[(ac+ad +bc+bd)]
= (acx+adx+bcx +bdx + cy+ady + bcy + bdy)
= [c(ax+bx+ay+by)+d(ax+bx+ay+by)]
=[(ax+bx+ay+by)](c,d) =[x(a+b)+y(a+b)](c,d)
= [(x.y)(a,b)](c.d) = (zw)t,

usamos a associatividade da multiplicacao de nimeros reais.

(f) Se z=x+yi e w=a+bi, entdo
zw = (x+yi)(a+bi) = (ax+bxi+ayi-by) = ax—by+ (bx+ay)i
por outro lado,

wz = (a+bi)(x+yi) = (ax+ayi+ bxi - by)
=ax—-by+ (bx+ay)i

logo,
w=wz,

usamos a comutatividade da multiplicacdo de nimeros reais.

(g) Se z=(x,y), entdo

Iz=1(x,y) = (1x,1y) = (x,y) =z,

usamos o elemento unidade de nimeros reais.
(h) Se z=(a+bi), entdo

_(a+bi) (a-bi) a*+b? 1
a+bi (a+bi) (a-bi) a*+b>

2z = (a+bi)-

Y

usamos o elemento inverso de ndmeros reais.

(i) Se z=(x+yi), w= (a+bi) et =(c+di), entdo



2.1 Corpo dos Numeros Complexos 26

zZ(w+t) = (x+yi)[(a+Dbi)+(c+di)] = (x+yi)[(a+c)+(b+d)i]
= (ax+cx+ayi+cyi+bxi+dxi—by—dy)
= [x(a+bi)+yi(a+bi)+x(c+di)+yi(c+di)]
=[(x+yi)(a+bi)+(a+bi)(e+ fi)]=zw+z,

usamos a distributividade da multiplicagdo em relacdo a adi¢ao de nimeros reais.
|

Através destas propriedades, pode-se deduzir todas as regras de operacdes arit-
méticas sobre o conjunto dos nimeros reais, € por isso sdo tdo fundamentais. Por exemplo,
de (g), implica que (-1)1=-1 e de (c), (g) e (i) implica que a+a0=a(1+0) =al =a,
ou seja, a0 = 0. Através das propriedades acima, pode-se deduzir a tdo conhecida “regra

dos sinais”, isto é:

(-D(-1)=1.

Basta observar que

DED+HED =EDED+EDT= (DD +1]=(-1)0=0

logo,
-D(-D)+(-1)+1=1
donde implica que

(-D(-1)=1.

Daf para todo x € R, tem-se que x2 = xx com x > 0. Em outras palavras, no
conjunto dos nimeros reais nao é possivel encontrar um nimero elevado ao quadrado que
seja um nimero negativo, essa impossibilidade é uma das justificativas para nascimento
do conjunto dos nimeros complexos. Querem que possam ser somados e multiplicados
um conjunto de objetos, que chamaremos de nimeros complexos,dispondo esses de forma
que seja possivel extrair a raiz quadrada de um nimero negativo. De fato, querem além
disso, que os nimeros reais sejam objetos deste conjunto e que as operacdes de adi¢do e
multiplicacdo quando feitas sobre reais, deem o mesmo resultado que as operagdes que ja
conhecemos.

A defini¢do dos niimeros complexos em si € bastante variada, onde iremos adotar

a seguinte defini¢do:
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Definicao 2.1.1 Os niimeros complexos constituem um conjunto C, onde estdo definidas
operagdes de adicdo e de multiplicacdo com as propriedades (a), (b), (¢), (d), (e), (f),
(g), (h) e (i). Além disso, os niimeros reais estdo incluidos em C e:

(1) Existe um niimero complexo i tal que acontece i* = —1.

(2) Para todo z € C pode ser escrito de maneira tinica na forma x +yi, onde a,
b e R. Usa-se a notacdo Re(a+bi) =a e Im(a+bi) = b. Ou seja, a é chamado como a

parte real de z, e b é chamado como a parte imagindria de z. Isto é,

Re(z)=x e Im(z)=y.

Quando a parte real for igual a zero, diz-se que z € imagindrio puro. Diz-se
também, que i € a unidade imagindria de um nimero complexo.

Tendo definido as propriedades de adicdo e multiplicacio em C definiremos
agora de maneira usual, as operagdes de subtracdo e divisdo para quaisquer z,w € C,

<
z-w=z+(-w) e —=zw ! se w#0.
w

Também definido de maneira usual, a potenciacdo é dada seguinte maneira:

=1, "=z-z e z"=z"z7" sez+0 (n21).
n vezes n vezes

Diversas propriedades das operagés aritméticas de nimeros reais sdo validas para
nimeros complexos. Exemplo disso sdo a soma e o produto de duas fra¢des z; /w; € z2/w»

de nimeros complexos, que podem ser obtidos pelas formulas

i1 22 uwatawg 21 22 2122
—_t == e —_—= .
w1y W wiwa Wiwy wiwp

Um conjunto onde estdo definidas as operacdes de adi¢do e multiplicacdo sa-
tisfazendo as propriedades mencionadas na Proposiciio (2.1.1) é chamado de corpo. E
justamente por esse motivo que chamamos C de corpo dos niimeros complexos. Isto tam-
bém vale o por qué do R ser chamado de corpo dos nimeros reais e (Q chamado corpo

dos ndmeros racionais.

2.2 Conjugado e médulo

Ao definir conjugado e médulo de um nimero complexo € possivel verificar

algumas propriedades que facilitam os célculos envolvendo esses nimeros. Diante disso,
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o conjugado de um nimero complexo z = x+yi, é definido como sendo o niimero complexo
Z=Xx—Yi.

Como um ndmero complexo z = x +yi é o par ordenado (x,y), podemos fazer a
representacdo geométrica como o ponto do plano cartesiano de abscissa x e ordenada y,
ou como o vetor que liga a origem a este ponto, como mostrado na Figura (2.1). Diante
disso, chama-se o plano cartesiano de plano complexo, o eixo dos x de eixo real, e o eixo

dos y de eixo imagindrio.

Figura 2.1: Modulo de um niimero complexo.

Im(z)

S e e e = 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Abaixo, na Figura (2.2) as interpretacdes geométricas da adi¢@o e da subtragdo
de nimeros complexos.

A interpretracdo geométrica de z € obtido através da reflexdo de z em relagdo
ao eixo x. A operacdo de passar ao conjugado de um nimero complexo possui algumas

propriedades uteis, que resumi-se na proposi¢ao abaixo.

Proposicao 2.2.1 Sejam os niimeros complexos z,w e t, entdo as seguintes propriedades

se verificam:

(a)Z=2,72W=2+W e ZW=ZW.
(b) z/w=7/w se w=0.
(c) z+z=2Rez e z—7=2ilmz. (d) zeR se e somente se 7=z.

(e) z € imagindrio puro se e somente se 7 = —z.
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Figura 2.2: Soma e diferenca entre niimeros complexos.

zZ—w

Fonte: Elaborada pelo autor.
Demonstracgio. (a) Primeiramente provar que z = Z. De fato, se z = x +yi, entdo
I=X+YI S T=X-Yi=>Z=X+Yi

portanto,

2l

Z:

Agora iremos provar que z+w =Z+w. De fato, se z=x+yi e w=a+ bi, entdo

Z¥w=(x+yi)+(a+bi)=(x+a)+(y+b)i=(x+a)—-(y+b)i
=(x+a)+(-y-b)i=(x—yi)+(a-bi)=Z7+w.

De maneira analdgica, agora iremos provar que z—w =z —w. De fato, se z=x+yi

e w=a+bi, entdo

Z-w=(x+yi)—(a+bi)=(x-a)+(y-b)i=(x—a)-(y-b)i
=(x-a)+(-y+b)i=(x-yi)—(a-bi)=7-w.

Por fim, iremos provar que zw =Z w. De fato, se z =x+yi e w = a+ bi, entdo

7w = (x+yi)(a+bi) =ax+bxi+ayi—by = (ax—by) + (bx+ay)i = (ax—by) - (bx+ay)i
= (ax—by) + (=bx—ay)i = ax— by — bxi — ayi = ax— ayi — bxi + byi*
=x(a-bi)-yi(a—bi) = (x-yi)(a-bi) = (x+yi) (a+bi) =7 w.
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(b) Se z=x+yi e w=a+bi, entdo

Z X+yi x+yi\ [a-bi x+yi\[a-bi ax —bxi+ayi+ by
wl| \a+bi] \a+bi)\a-bi] \a+bi]\a-bi] " a?+ b2

( (ax+by) - (bx—ay)i) (ax+Dby)+ (bx—ay)i ax+by+bxi—ayi

a® + b? a® +b? - a® +b?
B a(x—yi)+bi(x—yi) ) (a+bi)(x—yi) ) (a+bi)(x—yi) ) (x—yi) (a+bi)
- a2 +b?  a2-bp2 (a-bi)(a+bi) (a+bi)(a-bi)

X—yi Xx+Yyi

“a-bi a+bi

(¢) Primeiramente iremos provar que z+Z = 2Re (z). De fato, se z = x +yi, entdo
z+Z7=x+yi+x—-yi=(x+x)+(y—y)i=2x=2Re(z).
Por fim, iremos provar que z—Z = 2ilm (z). De fato, se z = x+yi e w = a+bi, entdo
7-Z2=x+yi—(x=yi) = (x—x)+ (y+y)i=2yi = 2ilm(z).

(d) Se z€ R, note que z=a com Im(z) =0) o que implica Z = a. Portanto, 7 = z. Reciproca-

mente, se 7 = Z, entdo para que esse fato acontega, deverd satisfazer as seguintes condic¢des:

Re(z) =Re(z) oqueimplica a=a

Im(z)=Im(Z) entdo b=-b consequentemente b=0.

Portanto, z é um nimero real.
(e) De fato, se z é imagindrio puro, entdo z = bi consequentemente —z = —bi. Portanto,
7 = —z. Reciprocamente, se 7 = —z, entdo para que esse fato aconteca, deverd satisfazer as

seguintes condi¢oes:

Re(z) =Re(Z) entdo -a=a consequentemente a=0.

Im(-z)=Im(Z) o queimplica b=b.

Portanto, z € imagindrio puro.
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Podemos deduzir através da no¢do de conjugado, a expressao do inverso de um

nimero complexo z = x +yi # 0 da seguinte maneira:

1 1 X+yi xX—yi X -y
Z_lz =

. . = = +
X+Yyi x+yi [\ x+yi] x2+y? x2+y? |\ x2+)y?

i.

O moédulo de um nimero complexo z = x+yi € definido por

= VAT

Analisando a interpretagdo geométrica, o nimero real |z| nos d4 o comprimento
do vetor correspondente a z no plano complexo, como mostrado na Figura (2.3). Mais

que isso, |z—w| é a distancia entre os pontos do plano que representam z e w.

Figura 2.3: Médulo e o Conjugado.

z

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na proposi¢do abaixo, algumas propriedades dos conceitos de médulo de um

nimero complexo.

Proposicao 2.2.2 As seguintes propriedades valem para quaisquer z,w € C:

(a) Rez<|Rez|< |z e Imz < [Imz| <|z].
(D) 2 =2z, [zl = |zl e |aw| = 2] |w].

(¢) [z/w| = lzl/Iw| se w = 0.

(d) [z+w| <z +|wl.
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(€) [z+w| 2 [lz| = wl].

Demonstracfo. (a) Primeiramente provar que Rez < |[Rez| <|z|. De fato, se z =x+yi, entdo
z=x+yi o que implica |z| = Va2 + b2 > Va? = |Re 2| > Rez.
Portanto,
Rez< |Rez| <.
Agora iremos provar que Imz < [Imz| < |z|. De fato, se z = x+yi, entéo
z=x+yi o que implica |z| = Va2 + b2 > Vb2 = [Imz| > Imz.
Portanto,
Imz < [Im 7| <.
(b) Primeiramente iremos provar que z2 = zz. De fato, se z = x + yi, entdo
¢ = b il = (Vo #32) =27 437 = (xtyi) (x-yi) = 22

Agora iremos provar que [Z| = |z|. De fato, se z = x+yi, entdo

2] = eyl = o= yil = Vo2 + (<3)2 = Va2 432 = [a].
Por fim, provaremos que |zw| = |z||w|. De fato, se z=x+yi e w = a+bi, entdo

|zw| = |(x +yi) (a+bi)| = |ax+ bxi+ayi—by| = |(ax—by) + (bx+ay)i]
= /(ax—by)2 + (bx+ay)? = \/a*x - 2abxy + b2y + b2x2 + 2abxy + ay>
= \/xz(a2+b2) +y2(a?+b?) = \/(x2 +y2)(a? +b?) = \/x2+y2\/a2+b2

= lel[wl.

(¢) De fato, pelo item (b) da Proposic¢do (2.2.1) e pelo item (b) da Proposicao (2.2.2),

temos que

z(z\ zz 2z |7?
Cwlw] oww oww w2
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portanto,

Z

w

:ﬂsewio.
W]

(d) De fato, se z = x+yi e w=a+bi. Entdo:
|z + w|2 = |z|2 +2Re(zw) + |w|2. 2-1)
Com efeito,

e wP = (z+w)(zrw) = (z+w)(Z+)
=27+ IWHWZ+WW =22+ W+ IW+Ww
= [2* + [t i) (a+bi) ] + [(x+yi) (a+bi) ] + [wf?
=27 + [(e+yi) (a=bi)]+ [(x+yi) (a~bi) ] +w]
= 2 + [(e+yi) (a=bi)] + [(x~yi) (a+bi)] +|w]
=[27 +(

= |z]> + (2ax + 2by) +|w|?

= |z|> +2Re (zw) + [w|?,

ax — bxi +ayi+ by + ax + bxi — ayi + by) + |w|?

pois,
7w = (x+yi)(a—-bi) = ax—bxi+ ayi + by.
Assim,
Re(zw)=ax+by e 2Re(zw)=2(ax+by).

Usando o item (») da Proposi¢io (2.2.1), tem-se

|2 +2Re(zw) + Wl < [z +2[zw] + [w|* = [z + 2[z]lw| + [w]* = (2] + [w])?
pelos itens (a) e (b) da Propesic¢do (2.2.2), segue de (2-1) que

lz+wl? < (Jz]+ |w])*.
Portanto,

j2+wl <] +[w].
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Observacao 2.2.1 A desigualdade (d) é conhecida como desigualdade triangular.

(e) Pela desigualdade triangular,

2l = [(z+w) —w| <[z +w|+]=w| = |z+w]+|w],

donde
2+ w2 [z =[w].
Trocando os papéis de z e w na desigualdade acima, obtemos
lz+w|<|z|-|w| o queimplica |w|-|z|>|z+w]|
e
lz+w|<|z|-|w| o queimplica |z]-|w|<—|z+wW|
com 1SS0,
—le+wl<lz[-[w|<|z+w| oqueimplica |[|z][-[w][<|lz+w]|=]|z+w].
Portanto,
2] = wll < fz+wl.
|
Pode-se observar, que se z #0, o item (b) da Proposicao (2.2.2) implica que
1 z
P =z= TR
entao,
1= iz (2-2)
2

Em um caso particular, 77! =7 se |z = 1. Pode-se observar que essa condi¢do

relaciona os dois conceitos: conjugado e médulo. A identidade (2-2) mostra como z e 7!

1

vdo se comportar geometricamente, ou seja, z~! na dire¢do de 7 e tem médulo 1/|z|, como

mostrado na Figura (2.4).
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Figura 2.4: Inverso de um niimero complexo.

1/]z]

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.3 Trigonometria e a forma polar

Um nimero complexo z = x+yi pode ser pensado como um ponto do plano,
de coordenadas (x,y) ou como um vetor 0z, de origem O e extremidade (x,y). A
representacio z = x +yi da énfase aos elementos geométricos do vetor 52 ¢ obtida da
seguinte maneira: Seja 0p o angulo que o eixo real positivo forma com o vetor corresponde
a z no sentido anti-hordrio, e indiquemos por |z| = Va? +b? o comprimento de 52 como

mostrado na Figura (2.5).

Figura 2.5: Forma polar de um niimero complexo.

b =rsenf

0()

0 a =rcosb

Fonte: Elaborada pelo autor.

Entao

—=co0s 0y, —=sen0
2|
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isto é,
z=x+yi=|z|cosOp+|z|isenBp = |z|(cos Oy +isenOp).
Com isso, € sempre possivel representar z na forma
z=z|(cos®+isen®). (2-3)

A representagdo z = |z|(cosOp+isenBy) é chamada a forma trigonométrica ou
também conhecido como uma representacdo polar do nimero complexo z.

Nota-se que substituindo 6y na expressdao acima por 0+ 2km, onde k € Z, o
complexo z ndo se altera. Isso significa que, se 0 satisfaz (2-3), entdo cos6 = cos0g e
sen0 = senBy, o que implica que O = 0y + 2k para algum k € Z. Diante disso, o conjunto

argz de todos argumentos de z € dado por
argz={00+2km;keZ}.
Tomando como exemplo o nimero complexo z=1+ V/3i, temos
2l =V4=2,
€ portanto

a 1
ERE)

1 V3

Como cos9g = 3 e senBg = - temos que 8y = 1t/3, donde

| =
ol

o

T T
z=2|cos—+isen—
3 3

que também pode ser escrito da forma

T T
z=2(cos(§+2kn +isen(§+2kn)).

Tomando outro exemplo importante sobre esse conjunto arg z, para fixar as ideias,
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isto €,

T -

- =T
1+i=\/§(cosz+isen—) e 1+i:\/§(cos +isen )

4 4 4

séo representacdes polares do nimero 1+ i; note que arg(1+i) = {m/4+2kn:keZ}. O
tnico argumento de z que pertence ao intervalo (-7, 7] é chamado o argumento principal

de z e denotado por Argz. Por exemplo,

T 3n
Argizz, Arg(—l—i):—Z e Arg(-2)=m.

A justificativa para os exemplos acima serdo expostos em seguida. De fato, seja

0 nimero complexo z = i, entdo
[d=V1=1.

donde implica que,

p—

cosO=-=0 sen®=—=1.
1 1

Com efeito,

SIS

Logo,
Argi T
rgl—z.

e
Agora provaremos que Arg(-1-i) = T De fato, se z=—1-1i, entdao

2| = V2

donde implica que,

> S
oS

cos0 = =—— senf =

S
S
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Com efeito,

Logo,
Arg(-1-1).
Por fim, provaremos que Arg(-2) = 7. De fato, se z = -2, entdo

e = v4=2

donde implica que,

6= - 6-"_0
COoS —7—— sen —E— .
Com efeito,
0=m
Logo,
Arg(-2) =m.
A identidade

z=|z|(cosArgz+isenArgz)

€ chamada como a forma polar de z.

Sejam z = |z](cosO +isenB) e w = |w|(cosy + iseny) representacdes polares de
dois nimeros complexos z € w ndo nulos. Através desses dois nimeros complexos,
obteremos as representacdes polares da inversa de um nimero complexo z, € do produto

entre dois nimeros complexos z e w. Por (2-2),

7 Jzl(cos®+isenB) |z| (cosB+isenB) |z|(cosO—isen®)

-1

2P |22 ) |22 |22
[cos(-0)+isen(-0)]

|2
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logo,
7' =]z [cos (-0) +isen (-0)]. (2-4)

A forma trigonométrica de um niimero complexo nos permite obter uma inter-
pretacdo geométrica da operacdo de multiplicagdo de complexos. Inicialmente, fazendo-
se uma interpretacdo geométrica da multiplicacdo de dois nimeros complexos unitdrios,
ou seja, 0 modulo desses complexos sdo iguais a 1. Note-se que um complexo unitario

z=cos0+isend, é representado por um ponto do circulo unitério S!. Donde

T T
iz=i(cosO+isenB) = —senB+icosO = cos 9+§ +isen 9+§

e pode-se concluir que ao multiplicar z por i significa que estd sendo efetuado uma rotacao

positiva de Z no ponto z. Diante disso, seja w = cos  +iseny, entio
zw =w(cosy+iseny) = wcos Y +iwsen\,

ou seja, o vetor representado por zw € a soma dos vetores perpendiculares wcos\y e
iwsen\y. Agora tomando-se um sistema de coordenadas xQOy, onde o eixo Ox coincide
com Oz, donde serd obtido que o angulo de z com zw € Y. Logo, conclui-se que ao
multiplicar dois nimeros complexos unitdrios z e w significa dizer, que ao analisar
geometricamente, um dos vetores vai obter uma rotacao positiva de angulo igual ao angulo
do outro vetor.

Agora analisando-se o caso dos complexos ndo serem unitdrios. De fato, se

z=]7|(cos®+isenB) e w = |w|(cosy +iseny), entdo

zw = [|z](cosO+isen®)][|w|(cosy +iseny)] = |z]|w|(cos O +isenB)(cosy +iseny)
= |z||w|(cosBcosy +icosOseny +isenOcosy —senOsen )

= |z]|w|[ (cos O cos y —senBseny) +i(cosOseny +senBcos )],
portanto
7w = |z||w|[cos(0+ ) +isen(B+)]. (2-5)

Onde zw tem valor absoluto |z||w| e tem como um argumento 6 + y, como repre-

sentado na Figura (2.6).

Pode-se observar, que a interpretacdo da multiplicacdo de complexos unitarios, é

dado como consequéncia imediata o seguinte Teorema abaixo, conhecido como Teorema
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Figura 2.6: Produto entre dois niimeros complexos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Fundamental da Trigonometria.

Teorema 2.3.1 Para quaisquer x,y € R, tem-se:

cos (x+y) = cosxcosy—senxseny

sen (x+y) = senxcosy+senycosx

Demonstracio. Se x e y satisfazem a condicdo: 0 < x < 2w, 0 <y < 2%, entdo, escrevendo
Z=Ccosx+isenx, e w=cosy+iseny.
Pela interpretagdo geométrica do produto zw, ele € obtido de z por meio de uma

rotacao positiva de angulo y. Logo,
zw=cos(x+y)+isen(x+y). (2-6)
Em contrapartida,
zw = (cosx+isenx)(cosy+iseny)
logo,
zw = (cosxcosy—senxseny) +i(senxcosy+senycosx). (2-7)
Igualando as partes reais e imagindrias de (2-6) e (2-7), obtém-se

cos(x+y) =cosxcosy—senxseny, sen (x+y) =senxcosy+senycosx.
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|
Definindo:
-A={-a;acA} e A+B={a+bacAebeB} (A,BcC),
das identidades (2-4) e (2-5), que
arg(z7') = —argz e arg (zw) = argz+argw (2-8)
pois,
arg(z7') = -0 = —[argz] e arg (zw) = 0+ = [argz] + [argw]
= —argz = argz+argw.

]:

Todavia, ndo sdo todos casos que valem Argz™' = —Argz e Argzw = Argz+ Argw.

A seguir serd mostrado casos em que as igualdades acima ndo sdo verificadas. Tome
z=-1. Entdo, Argz~! =+ -1 = —Argz. Logo,

Argz !+ -Argz.
Tome z =w = —i. Entdo Argzw =T # - = Argz+ Argw. Logo,
Argzw #+ Argz+ Argw.
De (2-4) e (2-5), obtém-se

z=1z|(cos6+isen®)
7" =[|z|(cosO+isenB)]"
=1z|"(cos® +isenB)”

=|z[" (cos®+isen®)...(cosO+isenB)

n vezes

=1z|" (cosO+isenB)(cosO+isend)...(cosO+isend)

~

n vezes

=|z]"[cos (8 +0) +isen(0+0)](cosO+isenB)...(cosO+isenB)

(n-1) vezes

=|z]"[cos (0 +0+6) +isen(0+0+60)](cosO+isenB)...(cosO+isend)

(n-2) vezes
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com 1SS0,
7' =1z|"[cos(O+---+0)+isen(0+---+0)]
n vezes n VEZCS
logo,
7" =1z|"(cos (nB) +isen (nB)) (2-9)

para todo n € Z. Essa expressao acima € conhecida como Formula de De Moivre. Uma
outra consequéncia imediata da interpretacao geométrica do produto de dois complexos
tem relacdo com essa expressdo. Pode-se observar, que geometricamente, a férmula de
De Moivre significa que ao multiplicar o complexo unitério cos 0 +isen 0 por si proprio n
vezes, significa que lhe € dado n rota¢des sucessivas de angulo 6. Uma das utilidades dessa
férmula, é permitir a determinagio de cos (n60) e sen (n0) sem utilizacdo das férmulas da

adi¢do. Como por exemplo, serd calculado o valor de cos (30) e sen (36). Note que,

cos (30) +isen (30) = (cosO+isend)?
=cos>0+3i%cosOsen? 0+ 3icosZOsend +i° sen> O

= c0s*0-3cosBsen’ 0 +i(3cos’Hsen® —sen’ §).
Igualando as partes reais e imagindrias, obtém-se:
cos (30) = cos*@ -3 cosBsen’, sen (30) = 3cos?@senO —sen’ 6.

Na préxima secdo que tratard sobre extracao de raizes de um nimero complexo,
serd exposto outra utilidade desta féormula de De Moivre, que é a determinagdo de
raizes complexas. Finalmente, para concluir as aplicagdes dos nimeros complexos a

trigonometria, no préximo exemplo vamos mostrar outra forma de obter a lei do cosseno.

Proposicao 2.3.1 Em um tridngulo ABC qualquer, tem-se que

a® =b*+c*-2bc-cosA

onde a,b e c sdo lados opostos aos vértices A,B e C, de forma respectiva.
Demonstracao. Tomando um sistema de coordenadas xOy de modo que A coincida com
a origem 0 e B coincida com o eixo Ox. Seja z = |z| o nimero complexo representado por

Bew=|w|(cos®+isen®) o nimero complexo representado por C. Fazendo |z - w|? = a2,
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note que
2wl = (z-w)(z-w) = (z-w)(Z-W) = Z+ wiw - (WZ +2m).
Como € valido
wZ = |w|(cosO+isenB)|z], 7w = |z]|w|(cos® —isen®).
Somando as equacdes acima, obtemos

wZ+27w = [w|(cosO+isen®)|z| + |z||w|(cosO—isenB)
=|z||w|cos B+ |z||w|isen® + |z||w|cos O — |z||w|isen ®

=2lz|]|w|cos6
e diante disso,

e w|? = |z)> +|w]* -wz-zw

= |2? + |w[> = wz - 2|z||w| cos®.

Fazendo,

2>
I
@

b=z, c=|w| e
tem-se,

a?® =b*+c*-2bccosA.

2.4 Extracao de raizes

Dado um numero complexo w e um numero natural n > 0, dizem-se que para

z € C é uma raiz n-ésima de w se

I =w.

E facil observar para w = 0, que z = 0 € tinica solucdo valida da equacdo 7" =w.
Diante disso, o nimero 0 possui uma unica raiz n-ésima, que € ele proprio. Em seguida,
verem-se que para w # 0, a equacdo 7" = w possui exatamente n solucdes distintas.

Formalmente, dado um ndmero complexo w querem-se encontrar todos 0os nimeros
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complexos z, tais que 7" = w. Primeiramente, suponha-se que para n > 0, pela férmula
de De Moivre, temos o seguinte.
Chamando z = |z|(cosO + isen®) e w = |w|(cosy + iseny), e como z" =

|z|"(cos (n8) +isen (n0)), obtém-se:

7' =w < |7|"(cos (n0) +isen (nB)) = |w|(cosy +iseny).
Logo
|z| = /|w| e nd =y+2kn para todo k € Z.

Conclui-se que as solu¢des da equagdo z” = w sdo nlimeros complexos da forma

+2km +2km
z =/ Wl [cos(w )+sen(w )]
n

n

para todo k € Z.

Teorema 2.4.1 Fixando n € N*. Todo niimero complexo w #+ 0 possui exatamente n raizes

n-ésimas complexas distintas, ou seja,

A 2k A 2k
’ |w|[cos($)+sen(w)] (2-10)

n

onde k=0,1,2,...,n—1.
Demonstracao. Denotando-se z; 0 nimero complexo dado em (2-10), para qualquer & € Z,

ou seja,

o W[COS(Arg(wn) + an) . Sen(Arg(w) + 2kn)] |

n

Pondo w = |w|(cosy +iseny), onde y = Arg (w). Estando-se com o objetivo de

procurar todos os nimeros complexos z = |z|(cos® +isen®) para os quais € valido que

Por (2-9), a equacao acima pode ser reescrita da forma

|z|"[cos (nB) +isen(n0)] = |w|(cosy+iseny),
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isso é equivalente que
2" = [w], cos (n0) = cosy e sen (n0) =seny.

Nota-se que a primeira condi¢do € satisfeita quando |z| = \/|w|, e jd as outras

2
\y+n kT com

ultimas sdo satisfeitas quando n0 =y +2km com k € Z, ou seja, quando 0 =
keZ.Fazendok=0,1,...,n—1 obtemos distintas raizes n-ésimas de w. Todavia, os demais
valores de k nos dao apenas repeti¢des das raizes zg,z1,...,2,-1. De fato, tomando k € Z

de forma arbitrariamente, escrevendo-se
k=qn+r

comgeZeO<r<n.

Como
Y+2kn y+2(gn+r)m Y+2rm
= = +2gm,
n n
com isso, temos que zj = Zr € {20,21,- - ->Zn—1}-

Ao fazer k=0 em (2-9), a raiz n-ésima de w é chamada como a raiz n-ésima
principal de w, sendo denotado por /w. E fcil observar que esta notacdo é coerente com

a notacgdo \/|w|, que indica a unica raiz real positiva de |w|. Logo,

Arg(w Arg(w
Yw=1/|w|| cos ﬂ +sen ﬂ

n n

Como a tnica raiz n-ésima de zero € o proprio zero, entdo denotando-se conven-
cionalmente como /0 = 0. Outro observagdo a ser feita, é que o simbolo /w também é
usado no lugar de /w.

Nota-se que todas as n raizes n-ésimas de w possuem o mesmo moédulo, ou
seja, W . Diante disso, elas vao ser representadas geometricamente por n pontos sobre
a circunferéncia com centro na origem e possuindo o raio W Além disso, devido
a relacdo existente entre seus argumentos, estes pontos vao estar espacados ao longo
desta circunferéncia. Para fixar as ideias, vamos considerar as raizes cubicas de 8 como

exemplo. Pelo Teorema (2.4.1), obtém-se

Arg(8) +2km Arg(8) +2km
2= V8| cos % +isen + parak=0,1,2.
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Como Arg(8) =0, pois

x 8
cos(Arg(w))=—=-=1

w8
e
y 0
sen (Arg(w)) = m= g 0
ou seja,
Arg(8) =0.
Portanto,
2km 2km
=2 cosTﬂ'senT . 2-11)

Substituindo em (2-11), quando k = 0, obtém-se

200 2(0)m
+isen

zO=2(cos )=2(cosO+isenO)=2(1+i0)=2.

Para k =1, obtém-se

2(m 2(Drw 21 2n 1 V3
Z1=2(COS (3) +isen (3) ):2(cos?+isen?):2(—5+7i):—1+i\/§.

Para k =2, obtém-se

2(2)m 2(2)m 41 4m 1 V3
zZ=2(cos (3) +isen (3) )=2(cos?+isen—)=2(—+—)i=—1—i\/§.

3 2 2

Tem-se que zg, 71 € z dividem a circunferéncia com centro na origem e raio 2,

em trés partes congruentes, como representado na Figura (2.7).

2.5 Exponencial

Nosso objetivo nessa se¢do serd definir a exponencial de um nimero complexo

e obter algumas propriedades. Antes disso, serd necessdrio fazer algumas consideragdes
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Figura 2.7: Tridngulo inscrito na circunferéncia de raio 2 e centro
na origem.

—1+1iV3

Fonte: Elaborada pelo autor.

para motivar o leitor.
Os primeiros estudos relacionados a disciplina de calculo diferencial e integral,

a expansdo em série de Taylor da funcio e’, com ¢ € R, é da forma

t [T -
+2!+3!+ (2-12)

“To FTR

Substituindo ¢ por iy na equacao (2-12), com y € R, obtém:

2 3 4
. ooy oy
y _ N — — ..
eV =1+iy X 13!+4!+
Woyr oyt o (¥t ¥y
=l ==t -t |ttt = =+
0 2! 41 6! 1M 31 5 7

onde essas duas ultimas séries sdo as expansdes em séries de Taylor de cosy e de seny,
respectivamente. Podendo e ser interpretado na forma ey = cosy +iseny. Para mais, a
seguinte propriedade e5*' = eS¢’ se s, € R, pode ser definida de maneira usual e+ = e¥e?.
Diante dessas consideragdes feitas, seja z um ndmero complexo da forma z = x + yi,

definimos a exponencial de z como
Z — X :
e* =¢e*(cosy+iseny).

Pode-se observar que a notacdo expz € bastante usual no lugar de e*. Com z = iy



2.5 Exponencial 48

obtemos que

z=1y
X+iy=1iy
X=iy—iy
x=0.

Logo,
e = cosy+iseny. (2-13)

A equacdo (2-13) € conhecida como a formula de Euler. A seguir mostraremos

exemplos para fixar as ideias, assumindo que y = 7, tem-se
i T T . .
e2 =cos—+isen—=0+i(1)=1i.
2 2
Para y = 1+, obtém-se

() = cos (1+7) +isen (1+7)
=coslcosmt—senlsenm+i(senlcosm+coslsenm)
=—cosl-senl(0)+i(-senl+cos1(0))
=-cosl-isenl

=—(cosl+isenl)

-~(e)
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T
Paray = (n ~3) obtém-se

i T T
e(™2) = cos n-s +isen n-s

T T T T
= COSTLCOS — +senTsen —+i| senmcos ~—cosTsen —
2 2 2 2

=i(-cosm(1))

=—i(cosT+isenT)

= —je™.
Para y = 7, obtém-se

ei=cost+isent=-1+i(0)=-1.

Podemos notar diretamente da defini¢do de exponencial de nimeros complexos,

que
le?|=eRe? e arg(e?) ={Imz+2kn:keZ}. (2-14)
Justificativa para (2-14) vindo abaixo:
Primeiramente provando-se que |e?| = eR¢Z. De fato, se €% = e*(cosy +iseny),
entao

|€7] = [¢"(cosy +iseny)| = [e* cosy +ie“seny| = \/e2* cos? y + €2 sen2y

=\/e¥(cos2y+sen?y) = Ve2¥ =/ (e¥)2 = & = eReZ,

Agora iremos provar que arg (e?) = {Imz+2kmn:k € Z}. De fato, se e? = e*(cosy+

iseny) e pela defini¢do acima, temos que
e = Re7 = e,
€ portanto,

a e*cosy b e*seny
—= =COoSYy —=
2] e 2] e

=seny.

Observe que para cos8y = cosy e senfg = seny, é necessdrio que 0y = y. Diante
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disso,
arg (€°) ={Imz+2kmn:keZ}.

Temos e* # 0 para todo nimero complexo z. Fazendo e* = z na equacdo (2-9),

implica que

(e°)"=[e*(cosy+iseny)]" = [|e*|(cosy+iseny)]" = |e*|*(cosy+iseny)”

= |e*|"(cosny +isenny) = €

para quaisquer z € C e n € Z. Tomando um caso particular n = —1, temos que

() =e2
para todo z € C. Se z=x+yi e w=a+bi sdo dois nimeros complexos, através da equacao
(2-5) é possivel mostrar que

e*e" = [e“(cosy+iseny][e?(cosb+isenb] =e**[cos(y+b)+isen(y+b)]=et"

para todo z,w € C.

Proposicao 2.5.1 Para quaisquer z,w € C, tem-se

e‘ =e" se e somente se 7=w+2kni para algum k € 7.

Demonstracao. Seja os nimeros complexos z =x+yi e w=a+bi com x,y,a,b e R. Se

e< = ¢e", entdo acontece que,
e*(cosy+iseny) = e“(cosb+isenb),

e isto implica que €% = ¢", e ainda x = a e além disso, y = b+ 2kT para algum k € Z. Dai,
concluimos que z = w +2k™

Reciprocamente, se z =w + 2kTi com k € Z, entdo

Z:

¢ = @WK _ oW KT _ oW (cos kT +isen2kT) = €.

Diante da Proposicao (2.5.1), é possivel observarmos que diferentemente do
que acontece com o conjunto dos reais, € possivel obter e° = ¢ com z € w. Sendo um caso
particular onde isso acontece, tome € = 2™ = 1. Visto que todo niimero complexo z € 0

possui uma representacdo polar z = |z|(cos6 +isenB®), onde 6 é o argumento de z. Com as
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nog¢des aprendidas nessa secao de exponencial, esta igualdade pode ser reescrita de uma

maneira mais simples, tal que
z=ze™. (2-15)

Observando-se também, que na equagdo (2-10) da se¢do 2.5, vimos que as raizes
n-ésimas de um nimero complexo nao nulo w, como mostrando em (2-10), podem ser

escritas da seguinte forma:

.(Arg(w)+2kn
\/ |W|el( n )
para algum k=0,1,...,n—1. Em um caso particular, as raizes n-ésimas da unidade sao
determinadas por:
2kmi
Ce=en
para algum k=0,1,...,n— 1. Nota-se também que ao multiplicar a raiz n-ésima principal

Y/w de w pelas raizes da unidade, é possivel obter as n raizes n-ésimas de w. Com efeito,

We (Arg(w)+2kn) \/—e (Argn(w)) (%)

Arg(w) +2kn Arg(w) +2kn 2kni
= /|| cos| ———— | +sen| ———— | ()

n
_ \/_e( 2kmi
= Vwl

para algum k =0,1,,n— 1. Para fixar as ideias, vamos supor que n =2, entdo {p=1 ¢
€1 = —1. De fato,

Covw=1Vw=vw e Civw=-1vw=-Vw.

2.6 Logaritmos

Definindo-se o logaritmo de um ndmero complexo, mas antes, lembremos que
um nudmero real s € dito o logaritmo natural, isto €, logaritmo na base e de um nimero
teR, comt >0 (em simbolos, significa que s = In#) quando e* =¢. Diante desses conceitos,
dizendo-se que um nimero complexo w € um logaritmo de um nimero complexo nao
nulo z se " =z. Serd visto nessa secdo, que um nimero complexo ndao nulo possui uma

infinidade de logaritmos, isto € justamento o que diferencia em relacdo ao caso real, pois
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um ndmero real positivo possui apenas um unico logaritmo. Serd denotado por logz o
conjunto de todos os logaritmos de um nimero complexo ndo nulo z. De fato, para todo

nimero complexo nao nulo z,
logz={weC;e" =z}.
Agora irdo-se determinar logz. Supondo que w = In|z| +i6 com 8 € argz, entdo

e Z.

w_ eln\z\ﬂ‘e _ eln|z|ei9 _ |Z|€ie _
Supondo-se ainda, que w € logz. Entao implica que €" =z, o que € equivalente

eReW = || = ¢ e Imw = Argz+2kn para algum k € Z,
daf que w = In|z|+i6 com 6 € argz. Com isso,

logz={In|z| +i0;0 cargz}

Logo,
logz = {In|z|+i(Argz+2km);k € Z}. (2-16)

Pondo k = 0 na equacdo (2-16), obtém-se o logaritmo principal de z, sendo

denotado por Logz. Diante disso,
Logz =1In|z|+iArgz (2-17)
Substituindo (2-17) em (2-16), tem-se
Logz ={Logz+2kmi:keZ}. (2-18)

Pode-se observar que de agora em diante serd utilizado apenas a notacdo de Logx
em vez de Inx, quando x for um nimero real positivo, isto é, quando Logx = Inx. Para fixar

as ideias, tome alguns exemplos: Supondo z = -1, entdo
Log(-1) =In|-1|+iArg(-1) =In(1) +mi = .

Para 7 = €%i,

L
=l

Log(e%i) = In|e?| + iArg(e?i) = In(e®) + gi - .
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Paraz=1+1,

Log(1+i) = In|1 +i+iArg(1+i) =1n(\/§)+gi=Log(\/§)+§i.
Definindo
A-B={a-b:acA e beB} e mA={ma:acA}

para A,B c C e m € Z, onde essa definicdo serd importante para provar a proposicio logo
abaixo.

Proposicao 2.6.1 Dados dois niimeros z; e 7o € C, tal que z1 e 7o # 0, temos que

(a) log(z122) =logz) +logzs.

(b) log(z1/z2) =logzi —logz,.

(c) log(z]') =mlogzy Vme Z*.

Demonstracao. (a) Primeiramente, provando que log (z1z2) =logz; +1ogz,. De fato, por
(2-16), entdo

logz1zo =In(|z122|) +i(Arg(z122) +2knt) com keZ
=1In|zy||z2| +iargziz2
=In|zy|+1In|z| +i(argz; +argzy)
= [In|zy| +iargz; ] +[In|z| +iargzs ]

=logz; +logz;.

(b) Agora provando que log(z;/z2) =logz; —logz,. De fato, por (2-16), entdo

4| <1
log(—) =1In +i(Arg(—) +2k7t)
22 22
il . [«
=Iln—+iarg| —
|22 22

= [In|z1|-1In|z,|] +i(argz; —argzy)

<1

22

= [In|z| +iargzi ] - [In|zp| +iargz;]

=logz; —-logz;.
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(¢): Por fim, provando que log (z]') = mlogz; para todo m € Z*. De fato, por (2-16), entdo

log (Z") = In|z]'| + i(Arg(z]') +2km)

=1n|Z1 ...zl|+iarg(zl...zl)

—_— —_——
m vezes m vezes

=Inl|zy|+---+In|z;| +i(argz; +---+argzy)

m vezes m VezZes
=mln|zi| +i(margz;)
=m(In|z|+iargz;)
=m[In|z;|+i(Argz; +2km)]

=mlogz;.

Diante disso, pode-se observar que ndo é sempre verdade que Log(zizz) =
Logz; +Logzo, nem que Log(z1/z2) = Logz; —Logz, e nem que Log(z}") = mLogz;. A
Jjustificativa para essas afirmagdes vem logo abaixo, entdo:

Primeiramente mostrando-se um contra-exemplo para o caso Log(zjz) =
Logz; + Logzy. De fato, tome z; = 7o = —i, entdo Log(z1z2) = i + —mi = Logz; + Logz.
Agora mostrando um contra-exemplo para o caso Log(z;/z2) = Logz; — Logz,. De fato,
tome z; = —i e 7o =1, entdo Log(z1/z2) = mi + —mi = Logz; — Logz,. E por fim, mostramos
que Log(z]") # mLogz;. De fato, analogamente ao primeiro exemplo, tome z; = —i, entdo
Logz|' = mi # —mi = mLogz;. Portanto,

(a) Log(z1z2) # Logz; +Logz,.
(b) Log(z1/z2) # Logz) - Logza.
(c) Log(}') # mLogz.

2.7 Poténcias Complexas

Antes de definir a poténcia de um nimero complexo, considere t € R, onde # > 0

e a € R, sendo a arbitrario, € usual definir poténcia ¢ pela férmula
14 = ealnt
Diante disso, ao tentar definir no contexto dos nimeros complexos de maneira

andloga, ou seja, definindo-se a poténcia z*, onde z é um nimero complexo nio nulo e

A € um ndmero complexo arbitrario. Com isso, chega-se na seguinte problematica: um
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nimero complexo z possui uma infinidade de logaritmos! Logo, para cada w € logz, o
ntimero complexo eM é chamado como A—poténcia de z associado ao logaritmo w. Nesse
caso entdo, serdo utilizados todos os logaritmos de um nimero complexo z. Além disso,
o niimero complexo e é chamado por A-poténcia principal de z, quando w = Logz. Essa
poténcia A de z serd denotado de maneira usual z*. Com isso, z* também denotard a A-

poténcia principal de z, ou seja,
7t = Moz, (2-19)

Para fixar as ideias, considere o seguinte exemplo:

De maneira que, para todo logaritmo de z é da forma Logz+2km com k € 7Z,

implica que as A-poténcias de z sdo os nimeros que podem ser representado na forma
eZkTE?ui Z?\. (2-20)

com k € Z. Agora iremos analisar o que ocorre quando A é um ndmero inteiro, isto é,
digamos que A = n. De maneira que ¢%™i = 1 para todo k € Z, por , segue que todas as
poténcias de A de z se reduzem ao nimero complexo z*, como definido na secdo 2.2.

Diante disso,

ean?»z nLogz

2 =1e =7,

ja que pelo item (c) da Proposic¢ao (2.6.1), nlogz é um logaritmo de z*. Analisando-se
agora o caso quando ocorre para A = 1/n com n € N*. Por (3-3), segue que o conjunto das
A-poténcias de z coincide com o conjunto das raizes n-ésimas de z, que sdo apresentadas

no Teorema (2.4.1), pois

. 2kmi Logz
e2k1'c7u Z?u =exp| — |exp
n

n

Logz Arg+2kTi
=exp +i
n

n

Arg+2kmi
= exp(Log {“/Eexp i|—

Arg+2kmi

= /lelexp|i
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Em uma implicag ao direta, temos,
1
2l = /2 (2-21)
Embora que seja verdade para zM# = zAz#, pois

Z?»+,u _ e(?»+,u)Logz _ e?xLog,z+,uLog,z _ e?»ze,uLogz _ Z}LZ’U,

nem sempre sdo vdlidas de maneira genérica outras ‘regras de exponenciacdo’. Como por

exemplo, nem sempre é vélido que (zw)* = Z*w* e nem para (z*)# = 2, pois
(ZW)}\' _ e?xLogzw _

Tome z =w = —i, entdo

e?\Log(—i)(—i) — e?\LOg(—l) — e?ﬂti + e—?ﬂti — e?\LOg(—i)elLog(—i)

— e?xLogzelLogw _ Z?»WZ._

Portanto,
(z2w)* = 2w,
Além disso,
(&= (-
Tome z = —i, entdo

iy @i ) (o (2) ()

= (0= (D))= (i) # (=) 30 = (i) (i)

(oo (5)-ssen(5)) (eos(5) -5 (5))’

_ e?miey‘iti _ e?»;m’.i _ e?\Log(—i) _ e?\Log(Z) — Z}w-

u



CAPITULO 3

FUNCOES COMPLEXAS

Neste capitulo, tendo em vista que ja foi estudado o corpo dos nimeros com-
plexos no Capitulo anterior, agora serd iniciado o estudo das fungdes de uma varidvel
complexa, ou seja, fungdes definidas como f: A — C onde dominio de A estd contido
em C. Tais funcdes constituem como principal objeto de estudo nesse Cappitulo, onde ini-
cialmente, serd lembrado alguns conceitos importantes sobre funcdes e serd introduzido as
funcdes complexas de uma varidvel, assim como também serd lembrado algumas propri-
edades importantes sobre tais fungdes. Serdo apresentados alguns exemplos importantes
sobre funcdes complexas de uma varidvel, dentre elas: func¢des racionais, fun¢des polino-
miais, fungdes exponenciais, fungdes trigonométricas, e por fim, as fung¢des hiperbdlicas.
Em virtudes do que foi apresentado, serdo demonstrados alguns resultados importantes
utilizando de técnicas de manipulacdo entre niimeros complexos, como por exemplo, serd
exposto uma demonstrac¢io para férmula que determina a soma de dois arcos, tanto para
a fun¢do seno como para a funcgio cosseno.

As definicoes, propriedades e teoremas deste capitulo foram baseadas nos textos
dos livros: Varidveis complexas e aplicacées de Geraldo Avila [1], Trigonometria e
numeros complexos de Manfredo P. do Carmo, Augusto C. Morgado e Eduardo Wagner
[3], Introdugdo as fungcoes de uma varidvel de Cecilia S. Fernandez e Nilson C. Bernades
Jr [5].

3.1 Funcoes de uma variavel complexa

Esse Capitulo inicialmente, relembrard algumas defini¢des e propriedades basi-

cas relacionados as fungdes.

Definicao 3.1.1 Dados dois conjuntos A e B, uma funcdo f de A em B é uma regra
de correspondéncia que a cada elemento a de A, ele associa um elemento f(a) de B,

chamado o valor de f em a.

Pode-se observar, que as seguintes notacdes f:A — Be f:acA— f(a)eB

sdo usadas para indicar que f € uma fun¢do. O conjunto A é chamado dominio de f, e B
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€ chamado de contradominio de f. Se S c A, entdo definimos que a imagem de S por f
sendo o conjunto f(S) ={f(a):aeS}. O conjunto f(A) é chamado como a imagem de
f- Quando f(A) = B, dizemos que a f é sobrejetiva. Se f(ay) # f(ay) sempre que a; # ap
(ay,az €A), dizemos entdo que f é uma fungdo injetiva. Portanto, f é dita fungdo bijetiva,
quando f for injetiva e sobrejetiva.

Se f:A—> Be g:C — D sdo ambas fungoes, tais que f(A) c C, definindo-se
entdo a composicdo de f por g como sendo a fung¢do go f: A — D dada da seguinte

maneira:

(g0 f)(a) =g(f(a))

para todo a € A. Se f: A — B é bijetora, entdo vai existir uma Unica funcdo h: B — A
tal que (ho f)(a) =a paratodo acA e (foh)(b) =b para todo b € B. Essa fungio h é
chamada de inversa de f sendo denotada por f~!. Nesse Capitulo, estamos interessados
em fungdes do tipo f: A — C onde o dominio A € um subconjunto de C. Tal funcgéo é
chamada de func¢do de uma varidvel complexa. Com isso, sempre que considerando uma
fungdo f: A — C, assumindo-se assim de maneira implicita que A c C, a menos que se
for considerado o contrario de forma explicita.

Pode-se notar, que € bastante comum definir uma funcdo de uma varidvel
somente dando uma expressdo explicita dos valores desta fun¢do. Exemplo disso, sdo
as fungdes f(z) = (2z+1)/(z2+1) e g(z) = z/Rez. Nesta situagdo, o dominio dessas
funcgdes € o conjuntos de todos os niimeros complexos 0s quais a expressao seja satisfeita.
Como vimos nos exemplos acima, temos que seus respectivos dominio sdo C\ {—i,i} e
{zeC: Rez+#0}.

Seja as funcdes f: A — C e g: B—> C e um nimero complexo ¢, definindo:
(a) (cf)(z) = cf(z) (fungdo multiplo).

(b) (f+g)(z) = f(2) £g(z) (fungdo soma e diferenga).

(¢) (fg)(z) = cf(z) (fungdo produto).

(d) (f/g)(z) = f(2)g(z) (fungdo quociente).

Para melhor comprenssao, considere os seguintes exemplos:

Exemplo 3.1.1 Determine o dominio da seguinte funcdo:

4
f(z):zz—ﬂ onde 7€ C

Solucdo. De fato, entdo como a fungdo complexa acima € uma funcio racional, entdo
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72 +1 tem que ser diferente de zero, isto é,
2+1#0 entio z>#-1 oqueimplica z# =+i.
Portanto,
Dy ={zeC/z+ «i}.

Exemplo 3.1.2 Expresse a parte real e imagindria da seguinte funcdo:

<
f(z) = ———, para z=2+3i

(2)2+1
Solucio.
b a 2+3i 2+3i 2+3i ~4-12i
f2+ ’)‘(2+3i)2+1‘4+12i+9i2+1' ~4+12i] \ -4-12i

_8-24i-12i-362 28-36i 28 36i
B 16+ 144 T 160 160 160

Pode-se observar que o dominio de cf € o proprio conjunto A, os dominios de
f+ge fgsdo o conjunto AnB e o dominio de f/g é o conjunto {ze AnB:g(z) +0}.

Definindo-se também, o conjugado e o modulo de f respectivamente, por

f@=f@ e If)=1fG)!

com z € A. Considere a seguinte funcdo, se f: C — C é dada por f(z) = z2, para todo

Z=X+Yyi, temos que

F(2) = () = ()7 = (xyi) = (x=yi)* = (@ = y?) - 2y

e
71) = 21 = 2 = b yiP = (Vo2 432 =2 52,
E muito comum em algumas ocasides expressarmos uma fungdo f:A —> C, na
forma

f=u+iv
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ou seja, expressar em termos da sua parte real e parte imagindria, onde

u(z) =Re[f(z)] e v(z)=Im[f(z)]
para todo z € A. Para melhor compreensao, observe o seguinte exemplo:

Exemplo 3.1.3 Seja f:A— C dada pela seguinte lei de formagao f(z) =z%+2z+1 onde
7 =x+yi, determine u(z) e v(z) de:

(a) f(2)

(5) 1f1(2)-

Solucdo. (a) De fato,

f(2)=22+2z+ 1= (x+yi)2+2(x+yi) + 1 =x2+2xyi —y2 + 2x+ 2y +

= (x2—y2+2x+2y+ 1) + (2xy)i = x> =y + 2x+ 2y + 1 — 2xyi
logo,
u(z) =x*-y*+2x+2y+1 e v(z)=-2xy.
(b) De fato,

£1(2) = If (@) =12+ 22+ 1 = [(z+ 1)?| = [+ 1] = e+ yi+ 12 = (V (x4 1)2+3?7)?

=x?+y*+2x+1
logo,
u(z)=x*+y*+2x+1 e v(z)=0.

Pode-se observar que u e v sdo fungdes reais dominio de f. Podemos considerar
u e v como fungOes reais de duas variaveis reais, se tomarmos um nimero complexo

z=(x,y) com x,y € R, entdo

u(z) =u(x,y) e v(z)=v(x,y). (3-1)

Tem-se como por exemplo a fungdo f : C — C sendo dada por f(z) = z2+1

entdo temos que as partes real e imaginaria da func¢ao:
u(z) = u(x,y) =x? _yz +1 e v(z)=v(x,y)=-2xy.

Tomando uma funcio f:A — C e um S c A, dizendo-se que f € uma funcio



3.2 Fungdes racionais 61

limitada em § se existe uma constante M > 0 tal que

f@) <M

para todo z € S. Diante disso, tem-se como exemplo a fungdo f: C — C dada por f(z) =z2,
onde ele é limitada em {z € C:|z| < 1}, mas ndo é limitada em C.

No estudo sobre as funcdes reais de uma varidvel real, era dado bastante im-
portancia em relacdo a visualizacdo destas fungdes através de seus graficos. Apesar que
essa visualizacio possua limitacdes, ela auxilia no desenvolvimento da nossa intuicdo e a
compreensdo de muitos conceitos importantes, tais como os conceitos de derivada e inte-
gral. J4 em relacdo as fungdes complexas de uma variavel, os graficos dessas fungdes sdo
subconjuntos de C2, que é comumente reconhecido ao espaco gréficos 4-dimensional R,

Com isso, perde-se a capacidade de desenhar esses tipos de graficos.

3.2 Funcoes racionais
Uma fungdo € dita uma fungdo racional se

ap+a1z+---+ap"

Z =

f( ) b0+b1z+---+bmzm

cujo o dominio f é {z€ C/bg+bix+byx*+...b,x™ #0}, onde 0s coeficientes ay,ay, ... a
e by,by,...,b, sdo nimeros complexos.

Uma funcdo racional dada por
f(z) =ap+aiz+--+a," (3-2)

€ chamada de funcdo polinomial. De (3-2), tem-se que se a, # 0, entdo f é uma funcgao de
polinomial de n-ésimo grau. Pode-se observar que a fun¢@o polinomial nula € dada por
f(z) =0, isto é, ndo € atribuido grau a esse tipo de polindmio. Vejamos algumas fungdes
racionais especiais.

(a) Fungdes constantes: Sdo as fungdes da forma

f(@)=c,

onde ¢ é uma constante complexa. Se ¢ = 0 temos que a fun¢do identicamente nula.

(b) Fungdes Tranlagdo: Sdo as fungdes da forma

f(z)=z+b,
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onde b é uma constante complexa. Se b = 0 temos a fun¢do identidade.

(¢) Fungdo Rotagdo: Sdo as fungdo da forma

f(z) =az,

onde a € uma constante complexa de médulo 1.

(d) Fungdo Homotetia: Sdo as fun¢des da forma

f(z) =az,

onde a é uma constante real ndo nua. Dizemos que f € uma dilatagido se a > 1 e uma
contracdo se O <a< 1.

(e) Funcdo Inversa: E a funcdo

1
f(Z)ZE-

(f) Fungdo n-ésima poténcia: E a funcio
fz)=2"

onde n € N*,
Dada uma funcio f: A — C, zp € A é chamado de zero da funcdo (ou raiz de f)

N

f(z9) =0.

Para fixar as ideias, tome o seguinte exemplo:

Exemplo 3.2.1 Encontre o zero da fungdo das seguintes funcoes complexas: (a) f(z) =
2Z7+1

(D) f(z) =2*+42+5

Solucdo. (a) De fato, se z pertencesse aos complexos raiz da funcao, entdo f(z) =0. Com

1SS0,

—1 i
-_ ! ol _ !
= o que implica z 5
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(b) De fato,

f(z) =2 +4z+5
2 +4z+5=0.

Calculando o discriminante, temos
A=42-4(1)(5)=16-20=—4.

Com isso,

—-4xv-4 -4zx2i
- 22

logo,

<1 =

Proposicao 3.2.1 Seja a funcdo f(z) = ag+ayz+--+ayz" uma fungdo polinomial. Se
20 € C é uma raiz de f, entdo z—zo é um fator de f, isto é, existe uma fungdo polinomial

g tal que
f(2) = (z-20)8(2)

para todo z € C.

Demonstracao. Por hipétese, zp € C € uma raiz, isto é,
f(Z()) =qap+daizo +612Z% + .- +anz’6 =0.
Com isso,

f(2)=f(2) - f(z0)

=ag+aiz+--+apd" — (ap+aizo+---+anzy)

:al(z—Z())-i-az(Zz—Z(z))+...+an(zn_zg).

Note que,

k-1 k-2

k_ +252z0 4wz 2+ 5.

Z-z5=(z2-20)(z
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Com isso,

f(2)=ai(z-20) +a2(z-20)(z+20) + -+ +an(z—20) (" ' +2" 220+ + 225 2425 1))

n—1 n-2 n-2

= (z-z20) (a1 +as(z+20) +-+an(Z + 2" 22+ +a, (7 +2 z0+---+zz8_2+z8_1)

Portanto, existe g tal que

g(z)=ai+ax(z+20) +++an(? " Pz + o+ 2 420!

onde f(z) = (z-z20)g(2).

Proposicao 3.2.2 Toda fungdo polinomial de grau n >0 tem no mdximo n raizes.

Demonstracao. A prova sera feita por indugdo sobre n. Se n = 0 temos um polindmio de
grau zero, onde um polindmio de grau zero nao possui raiz, logo, o resultado € verdadeiro
paran=0.

Suponha-se que o resultado seja verdadeiro para um certo k. Devendo-se mostrar
que o resultado € verdadeiro paran=k+ 1.

Se f uma fun¢do polinomial de grau k+ 1.

Se f ndo possui raiz nao temos nada que provar.

Suponhamos ainda, que f possui uma raiz zo. Pela Proposicao (3.2.1), existe

uma fun¢do polinomial de grau k tal que

f(z) = (z-20)g(2) (3-3)

para todo z € C.

Aplicando a hipétese de inducdo sobre a funcdo polinomial g, obtém-se que g
possui no maximo k raizes.

Nota-se por (3-3), que as raizes f sdo zg € as raizes de g.

Portanto, f possui no maximo k + 1 raizes.
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3.3 Funcao Exponencial e as Func¢oes Trigonométricas
A func¢do exponencial € a funcio exp : C — C dada por
exp(z) = €.
Considere z = x+yi € C, entdo

€] = [0 = |e¥e¥| = [¢¥]|e| = e¥|cosy +iseny| = e*\/cos2y + senly

=e' 0.
Com isso,
exp(z) #0

para todo z € C. Uma outra importante caracteritica da funcdo exponencial é que ela é

periddica de periodo 27, ou seja,
exp(z+2mi) = exp(z).
De fato,
e(TH2m) — o262 = o2 (cos (21) +isen (27)) = €4(1+i(0)) = €.
Para todo y € R, temos que
e =cosy+iseny e e =cosy—iseny.
Com isso,

Vit eV eYi— eV
cosy=——>— ¢ seny=——

E natural definir seno e cosseno de um nimero complexo z dado por

ezi + e—Zi ezi _ e—zi
cCoOSZ=——""" ¢€ seng=——.
2 2i

As outras quatro funcdes trigonométricas sao definidas em termos das funcgdes
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seno e cosseno pelas relagdes usuais. Com isso,

senz 1
tanz = e secz=——
cosZ cosz
para todo z € C tal que cosz # 0
Ccosz 1
cotz = € csczg=——
senz senz

para todo z € C tal que senz 0.

Proposicao 3.3.1 Tem-se que

cosz =0 se e somente se, z=T/2+kn comkeZ

senz =0 se e somente se, 7=kn com k € 7.
Em particular, os zeros do cosseno e do seno complexos sdo os zeros do cosseno e

do seno reais, respectivamente.

Demonstracao. Comecando-se lembrando do seno e cosseno hiperbdlico, isto é

eZ + e_Z eZ p— e_Z
coshz=——— e senhz = —
2 2

Seja z € C com z = x+yi, com isso,

ety)i g o= (xtyi)i p(=ytxi) 4 o(y=Xi) o=V Xi 4 oY —Xi

cosz=cos(x+yi) = = -
e™Y(cosx+isenx)+eY(cosx—isenx)
= 5 =cosx(e¥+e’) +isenx(e™ —e”)
eY+e™V ) e¥y—e™V
=cosx| —— | —isenx| ——
2 2 ’
ou seja,

cosz = cosxcoshy—isenxsenhy (3-4)
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De maneira andloga, temos que

e(tyi)i _ o= (xtyi)i  p(—y+xi) _ o(y=Xi) o=V pXi _ oY p=Xi
senz =sen (x+yi) = = =

2i 2i 2i
eY(cosx+isenx)—e’(cosx—isenx) cosx(e™Y—e¥)—isenx(—eY+eY)
2i 2i
—-ev+e”V —-ev—e”) ey—e™V e’+e”
=cosx| ——|-isenx| ——— | = —cosx| —— | +isenx| ——
2i 2i 2i 2i
) e—e™V ev+eV
=i“cosx| ———— | +isenx| ———|,
2i 2i
ou seja,
senz = senxcoshy+icosxsenhy. (3-5)
Note que,

cosz=0< cosxcoshy=0 e senxsenhy=0,
mas coshy >0, entao
cosx=0<>x=7/2+kn com keZ.
Por outro lado, substituindo x = /2 + kT em (3-4), entdo
senxsenhy =0 temos que senhy=0
com isso, temos que y = 0. Portanto,
cosz=0<z=x+yi=T/2+kmT.
De maneira andloga, temos que
senz =0 < senxcoshy=0 e cosxsenhy=0,
mas coshy >0, entao

senx=0< x=kmw com keZ.



3.3 Funcdo Exponencial e as Func¢des Trigonométricas 68

Por outro lado, substituindo x = k7t em (3-5), entdo
cosxsenhy =0 temos que senhy=0
com isso, temos que y = 0. Portanto,
senz=0<z=x+yi =kT.

A grande maioria das propriedades para as funcdes trigonométricas reais, per-
manecem sendo vélidas no caso dos nimeros complexos. Como por exemplo, tem-se a

seguinte proposicao

Proposicao 3.3.2 Para quaisquer z,w € C, temos:

(a) sen’z+cos?z=1.

(b) sen(-z) = —senz. (fungdo impar)
(¢) cos(-z) = cosz. (fungdo par)

(d) sen(z+w) = senzcosw +coszsenw.
(e) cos(z+w) =coszcosw—senzsenw.

Demonstracdo. (a) De fato,

. L\ 2 . L\ 2 . . . . . . . .
iz —iz iz _ ,—iz 2iz 7,12 -2iz 2i7 _ D iz p—iZ -2iz
ec“+e e e e + Ze*ce +e e ee +e

2 2
+ = + = +
sen“z+cos”z > 2 4 -4
02240 4 o2 _ p2iz L0 _ iz 4
= = —= 1.
4 4
(b) De fato,
ei(=2) _pmi(=2) iz _piz iz _ iz
sen(—z) = = =
(=2) 2i 2i 2i
= —senz.
(¢) De fato,
el(-2) 4 ¢7i(-2) iz y iz iz 4 p—iz
cos(-z) = = =

2 ) 2
= COSZ.
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(d) De fato,
ez —p~iz eiw 4 g—iw ez 4 o2 elw — p—iw
Senzcosw+coszsenw = - + -
2i 2 2 2i
el(ztw) _ p=i(=z+w) 4 p=i(z-w) _ p=i(z+w)
= +
4i
el(ztw) 4 p=i(=z+w) _ p=i(z-w) _ p=i(zt+w)
4i
z(ei(z+w) _ e—i(z+w)) el(ztw) _ p=i(ztw)
- : = : =sen(z+w).
4i 2i ( )
(e) De fato,
ez 4 oIz eiw 4 g—iw ez — o~z elw — p—iw
COSZCOSW —Senzsenw = - ; ;
2 2 2i 2i
el(TtW) 4 p=i(=z+w) 4 p=i(z-W) 4 p=i(z+w)
= 2 .
ei(z+w) _ e—i(—z+w) _ e—i(z—w) + e—i(z+w)
4
z(ei(z+w) + e*i(z+w)) el(ztw) 4 p—i(z+w) ( )
= = - =cos(z+w).
4 2i
[ |

Se t € R entdo a funcdo seno e cosseno € uma fungdo limitada, isto €,
|sent| < 1 e |cost| < 1.

Observe que,

ei(yi) + e*i()’l‘) eV+eY e V+ey
|cosyi| = = =

2 2 | 2
com iSSo,
eV +e) 1
lim =—lim (e +¢&’) = o0,
y—00 2y—o00
e
ei(yi) - e‘i(yi) e V—¢ey ey—e™Y
senyi| = - = - >
[senyi 2 2 2
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com 1SS0,

e—er 1
lim =—lim(e’-e™) = 0.

y—00 2y—o00

3.4 Funcoes Hiperbdlicas

Definindo-se as fungdes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico de uma varidvel

complexa por:

et—e* et+e?
senhz = e coshz=
2 2
com isSo,
h N h !
tehz = e sechz=
£ coshz coshz
para todo z € C tal que coshz # 0.
Além disso,
" coshz 1
cotghz = € Ccscz=
£ senhz senhz

para todo z € C tal que senhz # 0.

Proposicao 3.4.1 Tem-se que,

coshz =0 se e somente se, 7= (1/2+k)mi comk e Z

senhz =0 se e somente se, 7= kmi com k € Z.

Demonstrac¢ao. Como,

el(i2) 4 o=i(iz) =24 o2

cos(iz) = : === coshz

entao,

coshz=0 o queimplica cos(iz) =0.
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Pela Proposic¢ao (3.3.1), temos
e
iz=§+k7t comkeZ
1 1
-Z= §+k T oqueimplica z= §+k f74
e
eiie) —=ilit)  emi_gz [ ¢ilix) —e=i(iR)\ [\ i(ei(iz) - e=ili2))
sen (iz) = . = — = . -1= =isenhz.
2i 2i 2i i 2
entao
senhz=0 o queimplica sen(iz)=0.
Pela Proposicao (3.3.1), temos
iZ = leC
-z=kimi oqueimplica z=-kmi
z=kmi com keZ.
|

Proposicao 3.4.2 Para quaisquer z,w € C, temos:

(a) cosh’z—senh?z=1.

(b) senh(-z) = —senhz.

(c) cosh(-z) = coshz.

(d) senh(z+w) = senhzcoshw +coshzsenhw.
(e) cosh(z+w) = coshzcoshw —senhzsenhw.

Demonstracao. (a) De fato,

—eX+2ete i -7

2 2 4

.\ 2 2
5 5 ef—e ef+e? e* +2ete i+ e R
cos“z—sen“z= - = +

e +2+e -2 +2 -

4
= :—:1_
4 4

4
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(b) De fato,
ei—e (1) etz et—e*
sen(-2)=——5—=—5 ""| 3
= —senhz.
(¢) De fato,
ei+e (D) etret etye
cos(-z) = 7 ===
= coshz.
(d) De fato,
et—e*\[e+e™™ et+e*\[eV—e™"
senhzcoshw + coshzsenhw = 7 7 + 3 5
e(z+w) _ e—(—z+w) + e—(z—w) _ e—(z+w)
= 4 T
e(z"'W) + e_(_Z+W) - e_(Z_W) - e_(Z+W)
4
z(e(z+w) _ e—(z+w)) e(z+w) _ e—(z+w)
= 2 = 5 =senh(z+w).
(e) De fato,
eZ + e_Z eW + e_W eZ — e_Z eW _ e—W
coshzcoshw—senhzsenhw = > 7 - 7 5
e(Z+W) + e—(—Z+W) + e_(Z_W) + e_(Z+W)
= 4 T
e(Z+W) - e_(_Z+W) — e_(Z_W) + e‘(Z+W)
4
2(e(z+w) + e—(z+w)) e(z+w) + e—(z+w)
= 1 = 5 =cosh(z+w).
[ |

Para fixar as ideias, aplicando-se esses conceitos nos seguintes exemplos:

Exemplo 3.4.1 Mostre que
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2 2

|cosz|? = cos®x+senh®y e |senz|? = sen®x +senhy

para todo z=x+yieC.

Soluc¢ao. De fato,

|cosz|? =|cos(x+yi)|*> = |cosxcoshy —isenxseny|” = (\/coszxcosh2y+ sen?xsenh’y)?

2 2 2

X +Cos xsenhzy + senhzy —COos“Xx senhzy

= coszx(l + senhzy) +(1- coszx) senh2y =COS

= cos?x + senh? y

€

|senz|? = |sen (x+yi)|> = |senxcoshy +icosxsenhy|* = (\/seancoshzy +cos2xsenh? y)?

2 2 2

x+sen? xsenh? v+ senh? y—sen-x senh? y

= sen®x(1+senh?y) + (1 -sen®x)senh’y = sen

= sen’x + senh? .

Exemplo 3.4.2 Ache todas as raizes da equacdo senhz = i.

Soluc¢ao. De fato,
senhz =1.

Por defini¢do, tem-se

el —e %

I
~.

Com isso,
ef(ef—e?)=e*2i oqueimplica e**—1=e%2i.
Fazendo w = €%, tem-se
w? = 2iw—1=0.
Aplicando-se algumas manipulacdes matematicas, obtém-se

(w=1)2=0 o queimplica w=i
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mas,

* oqueimplica e =i.

w=e
EntAfo,
z=logi.

quando ocorre

zelogi={In|i|+i(Argz+wkn):keZ}
= {In1+i(m/2+2kn) : k € Z}

{(bea)osee]



CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, o estudo realizado sobre os nimeros complexos, teve como
objetivo construir uma narrativa do ponto de vista histérica destacando diferencas entre
os conjunto dos nimeros reais € o conjunto dos nimeros complexos. Naturalmente a
apresentacdo dos nimeros complexos podem causar dividas a respeito da sua concepgao
de parte real e parte imagindria. Neste sentido, a responsabilidade do professor é ainda
maior devido ao alto nivel de abstracao.

Diante disso, nesse trabalho foi visto algumas propriedades dos nimeros com-
plexos que coincidiram com os numeros reais, pois obviamente os nimeros complexos
se apresentam como uma extensao natural do conjunto dos nimeros reais. Dentre essas
semelhancas, destacam-se o conceito de inverso multiplicativo, isto €, o unico em todo o
conjunto nimerico que, multiplicado por seu inverso, conhecido como conjugado no caso
complexo, tem como resultado a unidade. Destaca-se também, a semelhan¢a no conceito
de médulo de um nimero, ou seja, € a distdncia entre esse nimero e a origem, consi-
derando no caso real todos os nimeros como uma reta numérica. Além disso, pode-se
mostrar sem grandes dificuldades que no caso complexo das fungdes trigonométricas,
funcdes logaritmicas, fungdes exponenciais e fun¢des hiperbdlicas que gozam de algu-
mas propriedades andlogas as do caso real. Um fato importante que exemplifica isso, em
relacdo as fungdes trigonométricas, demonstrou-se que, quando um nimero complexo for
real, isto €, sua parte imaginaria for igual zero, entdo as func¢des cosseno e seno complexas
coincidem com as funcdes cosseno e seno reais. Além do mais, as fungdes cosseno e seno
complexas sdo funcdes periddicas de periodo 27, assim como no caso real.

Em se tratando das diferencas entre esses dois conjuntos, destaca-se um impor-
tante fato dos reais serem um corpo bem ordenado, que no entanto, 0 mesmo niao acontece
para o corpo dos nimeros complexos. Segundo Monteiro (1969), ele mostra que a ordem
usual € a tinica que torna os reais um corpo ordenado. Além disso, a ordem modular do
corpo dos nimeros complexos ndo € compativel com a ordem usual nos reais. Devido
as varias propriedades que foram apresentadas neste trabalho na forma demonstrativa de
proposicao/teorema foi dado uma interpretacdo geométrica para soma e multiplicagdo de
dois nimeros complexos. Utilizando técnicas de manipulacio entres niimeros complexos,

como por exemplo escrever um nimero complexo na sua forma trigonométrica foi apre-
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sentado uma demonstracdo da lei dos cossenos e também para férmula que determina a
soma de dois arcos tanto para a funcdo seno como para a fungdo cosseno. Outra dife-
renca a ser destacada € relagdo as funcdes cosseno e seno complexas serem ilimitadas,
ao contrdrio das fungdes cosseno e seno reais, que sao limitadas em um intervalo de —1
a 1. Isso ocorre uma vez que os nimeros complexos nao sao um corpo ordenado. Em
relagdo aos logaritmos, que ao contrdrio do caso real onde todo nimero positivo possui
um Unico logaritmo, um nimero complexo nao nulo possui uma infinidade de logaritmos.
Sabe-se também, que fun¢do logaritmica real € a fun¢do inversa da fun¢do exponencial
real, todavia, esse fato ndo se repete com a func¢do logaritmica complexa, ou seja, ela ndo
¢ a inversa da fun¢do exponencial complexa. Sendo que a justificativa para esse fato se dd
por conta da funcdo exponencial complexa nao ser injetiva. E por fim, destaca-se também
em relacdo as fungdes exponenciais, que no caso complexo podem assumir valores nega-
tivos, diferenciando fortemente da exponencial real. Além disso, sabe-se que uma vez que
as fungdes seno e cosseno sao periddicas de periodo 27 no caso real, 0 que nao acontece
no caso complexo, pois a funcdo € periddica de periodo 27i. Uma proposicao interessante
demonstrada no decorrer trabalho é em relacao as exponenciais complexas, que € possivel
obter-se exponenciais iguais com expoentes complexos diferentes, fato que nao se repete
no caso real. Em virtude do que foi mencionado, concluir-se que a fun¢do exponencial
complexa ndo € bijetiva, nesse caso, ndo admitindo inversa.

Diante dessas observacdes feitas em relacdo aos nimeros complexos, existem
varias solugdes diferentes em relagdo ao comportamento do caso real, cujo mereciam ser
expostas para os alunos de ensino médio. Além do mais, é de suma importancia para
que os alunos desmistifiquem a solucdo de alguns conceitos no caso real, e que podem
perceber que essas solugdes podem se comportar de maneira diferente no caso complexo.
O conjunto dos nimeros complexos, como visto no Capitulo 1, teve processo historico
desenvolvido gragas ao grande empenho de diversos matemdticos, que proporcionaram
diversos beneficios para a drea, principalmente na resolu¢do das equacdes, mas nao apenas
nas equacdes, seus conceitos podem ser aplicados em diversos ramos da matemadtica assim

como em algumas ciéncias, ndo deixando de considerar sua importancia histdrica.
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