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Resumo

O presente estudo trata-se de uma proposta de abordagem de
sequéncias numéricas para o ensino médio em que objetivou apresentar o
tema de maneira ampla e auxiliar o docente na exposicdo do assunto e ao
aluno que queira se aprofundar no estudo do conteudo. Inicialmente foi
discorrido sobre fatos historicos relevantes para o estudo do tema, mostrando
como sempre esteve presente e sua importancia para sociedade. Além dos
assuntos costumeiramente tratados nos livros didaticos, como progressées
aritméticas e geométricas, foram abordados tdpicos relevantes para o estudo e
aprofundamento do tema, como recorréncias lineares de primeira e segunda
ordem, progressdes aritméticas de segunda ordem, progressées harmonicas e
sequéncias Fibonacci, com a formalizacdo das demonstracbes e diversos
exemplos que ilustram o objeto de estudo e facilitam o entendimento.
Apresentamos também diversos problemas que podem contribuir para o
aprendizado do assunto, que além de tratar sobre sequéncias numéricas
abrem a oportunidade de revisar outros assuntos da matematica e de outras
disciplinas. Por fim, apresentamos uma sugestao de metodologia de ensino, a
metodologia da resolucdo de problemas, que pode auxiliar o docente na
preparacdo de suas aulas objetivando uma eficacia no aprendizado de seus
alunos.

Palavras- chave: Sequéncias numéricas. Recorréncias. Progressdo aritmética.
Progressdo geométrica. Progressfes harménicas. Sequéncia Fibonacci.
Resolucao de problemas.



Abstract

The present study deals with a proposal of numerical sequence approach
to secondary education in which the purpose was to present the theme in a
broad way and to assist the teacher in the presentation of the subject and to the
student who wants to deepen in the study of content. Initially it was discussed
about historical facts relevant to the study of the theme, showing how it was
always present and its importance for society. In addition to the subjects usually
dealt with in the textbooks, such as arithmetic and geometric progressions,
topics relevant to the study and deepening of the subject were discussed as first
and second order linear recurrences, second order arithmetic progressions,
harmonic progressions and Fibonacci sequences, with formalization of the
demonstrations and several examples that illustrate the object of study and
facilitate understanding. We also present several problems that can contribute
to the learning of the subject, which besides dealing with numerical sequences
open the opportunity to review other subjects of mathematics and other
disciplines. Finally, we present a suggestion of teaching methodology, the
methodology of problem solving, that can help the teacher in the preparation of
his classes aiming at an effective learning in his students.

Keywords: Numerical sequences. Recurrences. Arithmetic progression.
geometric progression. Harmonic progressions. Fibonacci sequence.
Troubleshooting.
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INTRODUCAO

O estudo de sequéncias huméricas no ensino médio € relevante, pois é
um conteudo frequentemente encontrado no cotidiano das pessoas e das mais
diversas maneiras, como no estudo de calculos financeiros (SANTOS, 2013),
em elementos decorrente da sequéncia Fibonacci e do numero de ouro
(LEOPOLDINO, 2016), em alguns jogos como o da torre de hanoi (ARAUJO,
2016), além de diversas outros situa¢des e também em outras disciplinas.

Porém, atualmente, o estudo das sequéncias numéricas no ensino
médio tem se restringido ao ensino de progressbes aritméticas (PA) e
progressbes geométricas (PG). Nesse sentido, Trindade e col. (2016, p.2)

coloca que:
‘O conceito de sequéncia no Ensino Médio, geralmente, tem se
limitado ao estudo das progressfes (aritmética e geométrica). Nesta
etapa da Educacdo Bésica € relevante trabalhar varios tipos de
sequéncias cujos modelos matematicos vao além da fungdo afim

(Progressao Aritmética) e exponencial (Progressdo Geométrica)”.

Geralmente a abordagem e definicdo deste conteudo sdo feitas de
modo bem sucinto e, na maioria das vezes, se atendo somente as formulas e
resolucdo de exercicios, quase sempre sem sentido algum para o aluno, sendo
dedicada pouca atencdo a outros aspectos relacionados ao ensino de
sequéncias numéricas que poderiam ser relevantes ao aprendizado. Assim,

conforme Santos (2013, p.4)

“Muitos alunos do Ensino Médio pensam que os conteudos de
Matematica somente enfatizam um grande nimero de férmulas sem
sentido, com calculos interminaveis e sem relagdo com o mundo real.
Infelizmente na grande maioria das escolas o ensino das progressdes
ndo é construido junto com os alunos, mas simplesmente passado
para eles, nota-se também que esses conceitos ndo sédo abordados a

partir da histéria e ndo tém ligacdo com a realidade dos mesmos”.

Nesse sentido o presente estudo teve por objetivo mostrar como o
ensino de sequéncias numéricas pode ser enriquecedor para o professor e

para o aluno, apresentando elementos relacionados ao presente conteudo que,
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usualmente, ndo sdo estudados no ensino médio, como os fatos historicos, o
estudo de outras sequéncias numéricas, exercicios significativos e
interdisciplinares além de sugerir uma metodologia de ensino que possa
contribuir para o ensino-aprendizagem do assunto.

Nesta abordagem, o tema foi organizado em quatro sec¢des. Na primeira
secao abordamos fatos historicos que possam ser relevantes e motivadores ao
estudo do tema, na segunda secdo dissertamos sobre a parte teorica de
sequéncias numeéricas que vai desde recorréncias até as sequéncias
usualmente ensinadas no ensino médio (PA e PG), passando por progressées
aritméticas de segunda ordem, progressdes harmonicas, sequéncia Fibonacci,
contendo demonstracdes das formulas e diversos exemplos. A terceira se¢ado
foi dedicada a problemas que possam ser relevantes ao estudo do tema, sendo
em sua esséncia relativos a sequéncias numéricas, porém abordando outros
temas da matematica e de outras disciplinas como a biologia e a quimica. Por
fim, na dltima secao, é apresentada uma sugestdo de metodologia de ensino, a
resolucado de problemas, que é muito estudada e pesquisada por educadores
matematicos e pode ser eficiente no processo de ensino-aprendizagem de

sequéncias numéricas.
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1 ASPECTOS HISTORICOS

Nesta secdo pretende-se, com a exposicdo de fatos histéricos, mostrar
como conceitos relativos a sequéncias numéricas sempre fizeram parte do
cotidiano da sociedade e como foram benéficos em diversas situagfes. Nao se
tem a intencdo de apresentar todos os aspectos histéricos relativos ao tema,
porém, utilizando BOYER (1974) como principal referencial, buscamos
evidenciar alguns acontecimentos que possam ser relevantes e principalmente

servir como elemento motivador ao estudo do tema.

1.1 PERIODO DE CHEIAS DO RIO NILO

Segundo Boyer (1974), os egipcios, por volta de 3000 a.C., precisavam
solucionar o problema da inundagdo do Rio Nilo, pois precisavam, dentre
outras necessidades, saber a época certa para efetuarem o plantio para terem
a colheita suficiente, garantindo assim o sustento. Observaram que existia
uma relacdo entre as enchentes anuais deste Rio e a estrela Sirius, também
chamada de estrela do cdo. Perceberam que a inundagéo do Nilo vinha pouco
depois que esta estrela se levantava a leste, logo antes do sol. Observando
que este acontecimento era separado por 365 dias, estabeleceram um
calendario anual, conforme as inundacfes, composto por doze meses de trinta
dias mais cinco dias de festa.

A criacdo deste calendario, estabelecendo um padrdo, nos indica uma
ideia de sequéncia.

1.2 PAPIRO DE RHIND (OU PAPIRO DE AHMES)

Outro registro histérico matematico que podemos destacar € o presente
no papiro de Rhind que, para muitos, € um documento que, além de ser um
dos mais antigos, € o principal registro matematico deixado pelos egipcios.

Ainda, conforme Boyer (1974), esse papiro, que possuia cerca de 0,30
m de altura e 5 m de comprimento, é conhecido assim, porgue foi comprado

numa cidade a beira do Nilo por um antiquéario escocés chamado Henry Rhind
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ou, chamado com menos frequéncia, papiro de Ahmes em homenagem ao
escriba Ahmes que o copiou por volta de 1650 a.C.. Ahmes relata que o
documento provém de um protétipo que acreditava datar cerca de 2000 a 1800
a.C.. Hoje se encontra no British Museum e alguns fragmentos BrooKlin

Museum.

Figura 1: Papiro de Rhind ou Ahmes

(Fonte: http://www.matematica.br/historia/prhind.html)

Entre diversos problemas, o papiro da Rhind tras alguns envolvendo

sequéncias numéricas. Vamos destacar os problemas 40 e 79.

1.2.1 Papiro de Rhind - Problema 40

Cem medidas de trigo foram divididas entre cinco pessoas, de tal modo
que a segunda recebeu a mais que a primeira, tanto quanto, a terceira recebeu
a mais que a segunda, a quarta a mais que a terceira e a quinta mais que a
guarta. Além disso, as duas primeiras obtiveram sete vezes menos que as trés

restantes. Quanto coube a cada uma?
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Uma solucéo

Chamaremos de a a quantidade recebida pela primeira pessoa e de b a

quantidade recebida a mais que a primeira pela segunda pessoa, entao temos:

Parcela da primeira pessoa: a
Parcela da segunda pessoa: a + b
Parcela da terceira pessoa: a + 2b
Parcela da quarta pessoa: a + 3b

Parcela da quinta pessoa: a + 4b
De acordo com os dados do problema, temos as seguintes equacdes:

{a+(a+b)+(a+2b)+(a+3b)+(a+4b)=100
7la + (a+ b)] = (a + 2b) + (a + 3b) + (a + 4b)

{c1+—2b =20

11la—2b =0
Resolvendo o sistema temos:

B 5_ b = 55

=3 P73

Logo a parcela de cada pessoa é

5 65 20 175 115

3’6’1 6 3
Ou

Como podemos observar a sequéncia € uma progressao aritmética de razao

_ | 55
igual a —.
g 6
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1.2.2 Papiro de Rhind - Problema 79

“O problema 79 cita apenas 7 casas, 49 gatos, 343 ratos, 2401 espigas de
trigo, 16807 hecates” (BOYER, 1974, p. 12).

Presume-se que o escriba estava se tratando de um problema que diz que em
7 casas havia 7 gatos, cada um deles come 7 ratos, cada rato havia comido 7
espigas, e cada espiga havia produzido 7 medidas de grdo. Talvez o problema
pedisse a soma dos numeros de casas, gatos, ratos, espigas e medidas de

graos.
Uma solucéo

Podemos observar que o0 problema descreve a sequéncia
(7,49, 343,2401,16807), que pode ser escrita (7,7%,73,7*,7°) que é uma PG

de razédo 7, entdo a soma é dada por:

qn_1—775_1—19607
g-1 "7-1

Sn=a1

1.3 MESOPOTAMIA

Segundo Boyer (1974), na Mesopotamia, existe uma grande quantidade
de material relativo a matematica, porém estes materiais, grafados em tabletas,
provém de dois periodos muito distantes, a idade da Babil6nia antiga (primeiros
séculos do segundo milénio) e o periodo seléucida (Ultimos séculos do primeiro
milénio).

Nota-se que existem admiraveis realizac6es dos babilénicos no campo
da algebra e um desses feitos esta na tabua de Louvre, datada por volta de
300 a.C., e apresenta dois problemas interessantes referentes a sequéncias
numeéricas. Sao eles,
1+22+234--42°
124+ 22+ 3%+ ---+ 1072

No primeiro problema encontramos a soma de uma progressao

geométrica e no segundo a soma da série de quadrados. Diante desses
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problemas fica o questionamento se os babilénicos conheciam as formulas da
soma dos termos de uma progressdo geométrica e da soma dos quadrados
perfeitos, ja que as tabelas mesopotamicas, assim como 0s papiros egipcios,

apresentam apenas casos especificos, sem formulacdes gerais.

Figura 2: Tabela Plimpton

(Fonte: http://www.matematica.br/historia/babilonia.html)

1.4 PARADOXO DE ZENO

Conforme Boyer (1974), Zeno nasceu na cidade de Eleia, onde viveu por
volta do ano 450 a.C. e escreveu um livio com 40 paradoxos, sendo os que se
refere ao movimento os de maior relevancia. Quatro deles foram difundidos por
Aristételes, séo eles: Dicotomia, Aquiles, Flecha e Estadio.

Ambos se referem a soma de um numero infinito de termos, sendo
relevante ao estudo de sequéncias numéricas, especificamente a convergéncia

de séries infinitas de niumeros. Segue o trecho do paradoxo de Aquiles:

“(...) Aquiles aposta corrida com uma tartaruga que sai com vantagem
e é argumentado que Aquiles por mais depressa que corra, ndo pode
alcancar a tartaruga, por mais devagar que caminhe. Pois, quando
Aquiles chegar a posicao inicial da tartaruga, ela ja tera avancado um
pouco; e quando Aquiles cobrir essa distancia, a tartaruga tera
avancado um pouco mais. E o processo continua indefinidamente,
com o resultado que Aquiles nunca pode alcancar a lenta
tartaruga.(BOYER, 1974, p.55)”
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Suponhamos, nesse paradoxo, que a tartaruga tenha saido 10 metros a
frente do veloz Aquiles e que quando Aquiles tiver percorrido os 10 metros a
tartaruga, nesse intervalo de tempo, percorrera 1 metro e quando Aquiles tiver

. 1 . .
percorrido esse 1 metro a tartaruga percorrera omo quando Aquiles tiver
1 1 . .
coberto este — ™, atartaruga percorrera —m e assim por diante, de tal modo

gue Aquiles nunca alcancara a tartaruga.

. ~ . 1 1 1
Neste exemplo, podemos observar a seguinte sequéncia (10, L reess )

2 ~ ) ~ 1
que é uma progress&o geométrica de razéo — .

1.5 PITAGORICOS E OS NUMEROS FIGURATIVOS

E notdrio que os pitagoricos demonstravam grande interesse pelos nimeros,
especialmente pelos figurativos. Cunha (2014, p.16 apud, OLIVEIRA, 2011,
P.15) destaca que “os numeros figurados sdao numeros que podem ser
representados por uma construgdo geomeétrica de pontos equidistantes”.
Abaixo segue a representacdo geométrica de quatro classes de numeros

figurativos, séo elas: triangulares, quadrados, pentagonais e hexagonais.

Figura 3: Nameros figurados ou nameros pitagoricos

ORDEN

TIPO
-
w
=
th

TRIANGULARES
(]
L]
L]

w

o |&

NUMEROS POLIGONALES

HEXAGONALES FENTAGONALES
o
n
°
L ]
[ 1
(1

1 [

Repr ion de los 1
cuadrados, p les v ¥

(Fonte: http://virtual.uptc.edu.co/ova/estadistica/docs/autores/pag/mat/Pitagorasll.asp.htm)
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Portanto, os nameros figurados ou pitagoricos representam a quantidade de
pontos equidistantes utilizados para construir as figuras geométricas

representadas acima e sdo calculados por meio das seguintes somas:

e Triangulares
nn+1)

(L+2+3+4n) = ——

e Quadrangulares
(1+3+54+7++@2n—-1))=n?

¢ Pentagonais
n(3n—1)
2

(1+4+7+-+@Bn-2))=
e Hexagonais

1+5+9+4+-+@n-3))=2n>—-n
( )

Em que n representa a ordem em que as figuras estéo.
Nota-se que os termos das sequéncias utilizadas nas somas podem ser
obtidos através do calculo da quantidade de pontos utilizados a mais que na

figura anterior.

1.6 ELEMENTOS DE EUCLIDES

Pouco se sabe sobre Euclides, tanto € que nenhum lugar de nascimento
ficou associado ao seu nome, sendo conhecido por Euclides de Alexandria por
ter ido ensinar naquele lugar e presume-se também que tenha estudado com
os discipulos de Platéo.

Segundo Boyer (1974), Os Elementos de Euclides é o texto de
matematica mais bem sucedido de todos os tempos, sendo composto por treze
capitulos, sendo os seis primeiros versando sobre geometria plana elementar,

trés sobre teoria dos numeros, o Livro X sobre incomensuraveis e os ultimos

17



trés sobre geometria espacial. Diante dessa relevante obra, no que concerne a
sequéncias numéricas, podemos destacar a proposicao 35 do livro IX, que

contém uma férmula para soma de uma progressao geomeétrica.

“Se tantos numeros quantos quisermos estdo em proporgao
continuada, e se subtrairmos do segundo e Ultimo, ndmeros
iguais ao primeiro, entdo assim como 0 excesso do segundo
estd para o primeiro, o excesso do Ultimo estard para todos
aqueles que o precedem (BOYER, 1974, p. 84)".

Este enunciado equivale a seguinte expressao

Apn+1 — A1 _ A —aq
ata;+--+ay a;
Entdo temos que
a.q" — a G~y
a,+a,++a, a
a(@"-1)  a(g-1)
a1+a2+"‘+an a1
Logo
q" -1
Sh = ay.
n 1 q-1

1.7 GAUSS E A SOMA DOS TERMOS DE UMA PROGRESSAO
ARITMETICA

Conforme Boyer (1974), o alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855), a
crianga prodigio, foi o maior matematico da época e talvez de todos os tempos.
Seu pai, homem trabalhador, era muito teimoso em seu ponto de vista e tentou
evitar que seu filho recebesse uma educacdo apropriada, porém sua mae,
mesmo sem instrucdo, incentivou Gauss em seus estudos, vindo a se orgulhar

do sucesso de seu filho até sua morte aos noventa e sete anos.
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Figura 4: Carl Friedrich Gauss

(Fonte: http://www.famous-mathematicians.com/carl-friedrich-gauss/)

Gauss frequentou a escola local, onde ha uma histéria segundo a qual o
professor de Carl, quando ele tinha dez anos de idade, teria passado a classe,
para manté-la ocupada, a tarefa de somar os numeros de 1 a 100, instruindo os
alunos a deixarem sua lousa sobre a mesa assim que terminassem a tarefa.
Quase que imediatamente Carl colocou sua lousa sobre a escrivaninha do
irritado professor, que olhou para ele com pouco caso enquanto 0S outros
trabalhavam incessantemente. Quando as lousas foram finalmente viradas, o
professor surpreso verificou que Carl tinha sido o Unico a acertar a resposta
correta, 5050, mas sem fazé-la acompanhar de nenhum céalculo. Gauss havia
calculado mentalmente a soma da progressao aritmétical +2 +3 + ...+ 98 +
99 + 100 e, como era de se esperar, Gauss teria que explicar ao espantado

professor como teria chegado ao resultado.

Gauss percebeu que:

1+ 100 =101
2+99 =101
3+98 =101
49 + 52 =101
50 +51 =101
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da um total de 50 pares cuja soma é 101, portanto o total da soma da
50 x 101 = 5050.
Com isso conjectura-se a férmula da soma dos termos de uma

progressao aritmética,

_(a;+ap).n

Sn >

1.8 FIBONACCI

Segundo Boyer (1974) Leonardo de Pisa era filho de um comerciante
italiano que se chamava Bonaccio, dai o nome Fibonacci. Seu pai tinha
negdcios no norte da Africa possibilitando que Fibonacci visitasse varios paises
como Egito, Siria e Grécia e tivesse contato com varios procedimentos
matematicos.

A sequéncia Fibonacci foi definida por Leonardo de Pisa (cerca de 1180
— 1250) ou Fibonacci, como era mais conhecido, e publicada no ano de 1202
no livro intitulado Liber Abaci (livro do abaco) que, conforme Boyer (1974), é
um livro muito completo que trata sobre métodos e problemas algébricos.

A sequéncia Fibonacci é uma sequéncia numérica dada pelos termos (1,
1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, ...), onde cada termo da sequéncia, a partir do
terceiro, € determinado pela soma dos outros dois termos anteriores, sendo
gue os dois primeiros termos da sequéncia sdo iguais a 1.

Além de a sequéncia Fibonacci ter varios usos nha matematica ela possui
uma aplicacdo muito interessante, que pode ser usada no ensino de
sequéncias numéricas como forma de despertar a atencdo e motivacao do
aluno, que é sua conexao direta com o “numero de ouro”.

Essa relacdo € descrita através do seguinte teorema: "A razéo entre dois
termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci converge para o numero de
ouro quando n tende para o infinito" (LEOPOLDINO, 2016, p.61), ou seja,
guanto maior for o termo da sequéncia da sequéncia Fibonacci divido pelo seu

antecessor, mais proximo o resultado ficard do numero de ouro.
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sendo ¢ = 1,6180339887 ..., chamado de numero de ouro, divina proporcao,
razao aurea além de outros nomes.

Uma aplicacdo da sequéncia Fibonacci encontrada com frequéncia na
natureza € a espiral de Fibonacci, também chamada de espiral aurea.

Para construir a espiral abaixo, dispomos lado a lado dois quadrados de
lado 1. Em seguida, construimos um quadrado de lado 2 que tenha uma aresta
comum com os dois quadrados anteriores. Continuando esse processo
podemos observar que os quadrados possuem lados de medidas iguais aos
termos da sequéncia Fibonacci. Finalmente, utilizando um compasso é possivel
tracar quartos de circunferéncias, conforme a figura abaixo, formando assim

uma curva, denominada espiral de Fibonacci ou espiral aurea.

Figura 5: Espiral Aurea

(Fonte: https:/lviagemnamatematica.wordpress.com/2015/03/07/sequencia-de-fibonacci/)

A sequéncia Fibonacci, tendo relacéo direta com a razao aurea, possui
diversas ocorréncias na natureza fascinando ndo sé matematicos, mas também
artistas, biélogos, musicos, historiadores, arquitetos, psicologos e outros.

Em seguida temos alguns exemplos em que a sequéncia Fibonacci

aparece:
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1.8.1 Girassol

Os girassois tém suas sementes preenchendo o miolo e dispostas em
dois conjuntos de espirais, geralmente 34 espirais no sentido horario e 21
espirais no sentido anti-horério. Esses dois nimeros fazem parte dos termos da

sequéncia Fibonacci.

Figura 6: Espirais no girassol

(Fonte: http://raizesefolhas.com.br/a-matematica-da-natureza/)

1.8.2 Achillea Ptarmica

O crescimento dos galhos da Achillea Ptarmica obedece a um padréo

gue se relaciona diretamente aos termos da sequéncia Fibonacci.

Figura 7: Achillea Ptarmica

-
N
Vz/'
oto: Ame Anderbers S

(Fonte: http://www.estgv.ipv.pt/PaginasPessoais/mnasce/relatorio/templatemo_250_chess/%C3%Alrvores.html)
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1.8.3 Camaleao

Podemos observar, na cauda do camaledo, uma das representacdes

guase perfeita da espiral de Fibonacci.

Figura 8: Camaledo e a espiral aurea

(Fonte: https://sites.google.com/site/leonardofibonacci7/aplicacoes-da-sequencia-de-fibonacci)

1.8.4 Caramujo

No caramujo, a proporgéo entre um compartimento e seu antecessor é

igual & aproximadamente ao numero aureo.

Figura 9: Caramujo e a espiral aurea

L L ——

(Fonte: http://aumagic.blogspot.com.br/2014/05/assinatura-de-deus-sequencia-de.html)

23



1.8.5 MonaLisa

Leonardo Da Vince utilizou a razdo aurea nas relacfes entre o tronco e a
cabeca e também entre outros elementos do rosto em sua obra, Mona Lisa.
Segundo Leopoldino (2016, p. 31 apud VEIGA, 2006, p. 13)

“Leonardo da Vinci pensava que a Arte deve manifestar beleza em
movimento. Assim, introduzindo retangulos de ouro nas suas obras,
pois o fato destes poderem definir espirais que curvam até ao infinito
ddo uma sensacdo de movimento. Ao introduzir a secgdo de ouro nas
suas pinturas, permitiam que estas se tornassem mais agradaveis a

vista”.

Figura 10: Mona Lisa

(Fonte: https://meliesart.wordpress.com/2017/04/16/sequencia-de-fibonacci-perfeicao-divina/)

1.8.6 Corpo Humano

Para Leonardo da Vinci, o corpo humano para possuir beleza e
harmonia deve-se respeitar simetrias e proporcao, que foram representadas,
com maestria, em sua obra o Homem Vitruviano. Nesta obra, dividindo-se a
distancia dos pés até o umbigo pela distancia do umbigo até o topo da cabeca,

obtém-se aproximadamente 0,618, que é o inverso do namero de ouro, além
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de outras proporcdes do corpo que resultam no mesmo valor (LEOPOLDINO

apud VEIGA, 2006).

Figura 11: Homem Vitruviano

- -
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8:9 =9:10
10:11 = 11:12
13:14 = 14186
15:16 = 186:17 » o,fn_,,

(Fonte: http://artenarede.com.br/blog/index.php/o-homem-vitruviano-e-o-numero-phi-a-

matematica-da-beleza/)
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2 SEQUENCIAS NUMERICAS

Podemos observar que a ideia de sequéncias ou sucessdo € um dos
conceitos que estdo mais presentes no cotidiano das pessoas e isso acontece
porque temos a necessidade de buscar regularidades diante de elementos de
um mesmo conjunto.

Existem diversas circunstancias em nosso cotidiano com as quais nos

deparamos com a ideia de sequéncia, podemos citar, por exemplo:

¢ A sequéncia dos meses do ano (janeiro, fevereiro, marco, ...)

e A sequéncia dos dias da semana (segunda, terca, quarta, ...)

e A sequéncia dos anos bissextos, a partir de 1992 (1992, 1996, 2000,
2004, ..)

e A sequéncia dos numeros naturais (1, 2, 3, 4,5, ...)

e A sequéncia dos alunos presentes na lista de chamada de uma classe
(1- Alex Santos Vieira, 2- Amadeu Costa, 3- Bruna Alves Moreira, ..., 30-
Valquiria Lima Borges)

Podemos observar que cada elemento dos conjuntos citados podem ser
associado a um unico elemento dos conjuntos dos numeros naturais (1, 2, 3, 4,

5, ..), como por exemplo (janeiro,fevereiro,margo,..), quando iSSO

12 més 22 més 32més

acontece estamos estabelecendo uma sequéncia, um padrédo. Diante disso

podemos definir sequéncia, de maneira informal, como sendo todo conjunto ou
grupo os quais estdo dispostos em certa ordem, porém, para o estudo da
matematica, as sequéncias que nos interessam sédo as chamadas sequéncias
numeéricas.

Segundo Avila (1999, p.16):

Definicdo: “Uma sequéncia numérica aq,a,,as,...,a,, .. € uma funcdo f,
definida no conjunto dos niumeros naturais, ou inteiros positivos: f:n = f(n) =
a,. O nimero n que ai aparece € chamado o indice e a,, 0 n — ésimo elemento

da sequéncia, ou termo geral”.

Exemplo: A sequéncia dos nameros pares positivos, representado por a, =
2n,onden =1,2,3, ..
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2.1 Classificacao das Sequéncias Numéricas

As sequéncias numéricas podem ser classificadas em relacdo a

guantidade de termos e através da funcdo que a define.

2.1.1

2.1.2

Quantidade de termos:
Sequéncias finitas: possuem um numero limitado de termos e podem ser

representadas como (a4, a,, as, ... ,ay,).
Sequéncias infinitas: possuem um numero ilimitado de termos e podem

ser representadas como (a,, a,, ds, ... ,dy, ... ).

Funcéo que a define:
Sequéncias lineares: quando a fungcdo que define a sequéncia é uma

funcao linear.
Sequéncias nao lineares: quando a funcdo que define a sequéncia é

uma fungéo nao linear.

Quando as sequéncias numeéricas lineares sdo expressas por uma

funcdo do primeiro grau, a qual define seus termos através de um ou mais

termos anteriores, estaremos estudando as recorréncias lineares.

2.2 Lei de formacao de uma sequéncia numeérica

Definicdo: “Lei de formagao de uma sequéncia € um conjunto de informacdes

capazes de determinar os termos de uma sequéncia e a ordem em que se
apresentam” (PAIVA, 1995, p.4).

Nem sempre uma sequéncia numérica pode ser definida por uma lei de

formacdo, porém nos casos em que tal regra possa ser estabelecida, ela

poderd ser apresentada em funcdo de sua posicdo (formula fechada) ou

recursivamente (formula de recorréncia).
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2.2.1 Lei de formacdo que expressa cada termo em funcdo de sua
posicéao
‘Uma sequéncia fica determinada se cada termo a, for expresso em

funcd@o de sua posicdo n” (PAIVA, 1995, p.4). Esse tipo de lei de formacao é

expressa atravées de uma formula fechada.

Exemplo: Escrever a sequéncia finita f cujos termos obedecem a lei de

formacdo a, =n?+1,n€{1,2,3,4}

Solucéo:
a;=12+1=2
a,=2>+1=5
a;=3%2+1=10
a,=4*+1=17
~ f=1(2,510,17)

2.2.2 Lei deformacéao por recorréncia

“‘Uma sequéncia fica determinada se conhecemos um de seus termos e
uma sentenga que expresse cada termo em funcdo de seu antecessor (ou
sucessor). O conjunto de informacdes que determina a sequéncia dessa
maneira € denominado lei de formagao por recorréncia” (PAIVA, 1995, p.4), ou
seja, € uma regra que permite calcular um termo qualguer de uma sequéncia
em funcéo de seu antecessor ou sucessor imediato e dizemos que essa lei de

formacao esta na forma recursiva.

Exemplo: Determine o quinto termo da sequéncia definida por a,,; = (a,)*+
1, a1 = O

Solucéo:
paran=1= a, = (a;)*+1=0*+1=1
paran=2=a; =(ay)’+1=124+1=2
paran=3= a, = (az)*+1=2*+1=5
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paran=4=as = (a,)*+1=5*+1=26
.'.a5:26

Uma recorréncia, por si sO, ndo define a sequéncia, € preciso conhecer
o(s) primeiro(s) termo(s) para que a sequéncia fique plenamente estabelecida.
E o que podemos observar na recorréncia x,,; = x, + 2, que € satisfeita por

todas as progressdes aritméticas de razao 2.

2.3 Recorréncias Lineares

Dizemos que uma recorréncia € linear quando a funcdo que relaciona os
termos da sequéncia for do primeiro grau. Existem recorréncias lineares de
ordem qualquer, porém iremos tratar basicamente das recorréncias lineares de

primeira e segunda ordem.

2.3.1 RecorréncialLinear de Primeira Ordem

Definicdo: Uma recorréncia é dita linear quando a funcdo que relaciona os
termos da sequéncia for do primeiro grau e € chamada de primeira ordem

guando cada termo depender exclusivamente do termo anterior.

Sédo exemplos de recorréncias lineares: a,.; = 5a, + n* e a,.; = 2n.a,

Sdo exemplos de recorréncias néo lineares: a,,; = 3a2 e a,.; = a2 +1

As recorréncias a,,; = 2n.a, € a,,; = 3a2 sdo ditas homogéneas por
nao possuirem termos independentes de a,, diferentemente das outras duas
citadas no exemplo anterior que sdo chamadas ndo homogéneas, obviamente
por possuirem termos independentes de a,,.

Ao se resolver uma recorréncia o objetivo é encontrar uma férmula
fechada para a recorréncia, ou seja, encontrar uma expressao que permita

calcular a, em funcéo apenas de n. Conforme os exemplos a seguir, veremos
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gue néo existe grandes dificuldades em se resolver uma recorréncia linear de
primeira ordem.

Exemplo: Resolver arecorréncia a,,; = a, +6, a; =4

Solucédo

Somando temos:
a,=4+6+6+--+6
(n—-1)vezes

sa,=4+6(n—-1)

Exemplo: Resolva a recorréncia a,,.; = 3a,, a; = 2

Solucéo
a; =2
a, = 3a,4
as; = 3a,
an, =3an_1

Multiplicando temos:

a, = 2.3.3.3.3.3.....3

(n—1)vezes
a, =2.3"1

Exemplo: Resolva a recorréncia a,,; = a, + 5%,a; =1
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Solucédo
a, =1
a, =a; +5*
as = a, + 52
a, =as + 53
ap = Ap_q + 571
Somando temos:
a, =1+5'+52+...4+5"71
a, =5%+5"+5%+...45"1

Utilizando a férmula da soma da PG temos:

5n 1
In =757
5no1
an— 4

Exemplo: Resolva a recorréncia a,,.; = a, + 2n,a; =0

Solucédo
a, =0
a, =a, +2
as =a, + 2.2
a, =az+ 2.3

an = an_l + Z(n —_ 1)
Somando temos:

a,=20+21+22+23+--4+2(n—-1)
a,=20+1+2+3+-+n-1)
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Utilizando a formula da soma dos termos de uma PA temos:

0+n-1
=23,

a, =n(n—1)

2.3.2 Recorréncia Linear de Segunda Ordem

Definicdo: Uma recorréncia linear de segunda ordem € uma recorréncia em
que a funcdo que relaciona os termos é do primeiro grau e cada termo da
sequéncia € obtido a partir de outros dois termos anteriores.

Mais geralmente, uma recorréncia linear de segunda ordem é uma

recorréncia do tipo:
an = g(M)an_1 + h(Man—, + f(n),

onde h(n) é uma funcdo ndo nula, caso contrario seria uma recorréncia linear
de primeira ordem.

Além disso, as recorréncias lineares de segunda ordem sé&o
homogéneas se f(n) =0. Se f(n)+# 0 essas recorréncias sao ditas nao
homogéneas.

A seguir serd tratado sobre as recorréncias lineares de segunda ordem

homogéneas com coeficientes constantes. Essas recorréncias séo da forma:
Apyz T PApsq +qay = 0,com q + 0

Esse tipo de recorréncia é associado a uma equacado do segundo grau,

gue € denominada equacao caracteristica:
x*+px+q=0,comq+0
Teorema: Se as raizes de x* + px +q =0 sdo x; € x,, com x; # x,, entdo

a, = Cyx{ + C,x} € solucdo da recorréncia a,,, + pa,+1 + qa, = 0, quaisquer

gue sejam os valores das constantes C; e C,.
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Prova

Seja a recorréncia

An+z + Pans1 +9a, =0
Substituindo a,, = C;x{ + C,x} na recorréncia, temos:
Cox ™2 4+ Coxl*2 + p(Cox ™t + Cox ) + q(Cox + Cox}) = 0
C1x]x% + Cox3x2 + p(Coxxi + CoxFxd) + q(Cixt + Cx7) =0
C1x7x2 + Cox3x2 + pCix'xi + pCoxPxd + qCixT + qCxy =0
Coxt (xf +pxy + q) + Cox3 (63 +pxz +9) = 0
Como x* + px + g = 0, temos
Cix1'0+ C,x30=0

Portanto a,, é solucao

Exemplo: Resolva a recorréncia a,,,, + 5a,41 + 6a, =0
A equacdo caracteristica da recorréncia é: x*+5x+ 6 =0 e possui raizes

x1=—Zex2=—3.

Como a equacdo caracteristica possui raizes diferentes, de acordo com o
teorema a solugdo para essa recorréncia é da forma a,, = C;x1* + C,x5.
Substituindo as raizes temos que todas as sequéncias da forma a, =

C,(—=2)" + C,(—3)™ séo solugbes da recorréncia.
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Teorema: Se as raizes de x*+px+q =0 sdo iguais, x; = x, = x, entdo,
a, = Cyxi* + Cy,nx} € uma solucdo da recorréncia a,,, +pa,+1 +qa, =0,
quaisquer que sejam os valores das constantes C; e C,.

Prova

Temos que a soma das raizes é dada por:

x1+x2=Tp

Como x; = x, = x temos que

x+x=—p:x=—§

Seja a recorréncia

An+2 + PAn+1 +qa, =0
Substituindo a,, = C;x™ + C,nx™ na recorréncia, temos:
C1x™2 + Cy(n+ 2)x™2 + p(Cix™1 + Co(n + Dx™) + q(C1x™ + C,nx™) = 0
Cix™x? + Cy(n + 2)x™x? + p(C;x"x + C,(n+1)x™x) + q(C;x™ + C,nx™) =0
Cix"x? + Conx"x? + C,2x"x% + p(C1x™x + Conx"x + Cx™x) + q(C1x™ + C,nx™) = 0

Cix"x? + Conx"x? + C,2x"x% + pCix™x + pCynx™x + pCrx™x + qC1x™ + qConx™
=0

Cix"(x* + px + q) + Conx"(x* + px + q) + Cx"x(2x +p) =0
Como x*+px+q =0, e 2x + p = 0 temos

Cix"0 + Conx™0 + C,x"x0 =0

Portanto a,, € solucéo
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Exemplo: Resolva a recorréncia a,,, + 6a,41 + 9a, = 0.

A equacdo caracteristica da recorréncia é: x*+ 6x+9 =0 e possui raizes
X, =—-3ex,=-3.

Como a equacdao caracteristica possui raizes iguais, de acordo com o teorema
a solucao para essa recorréncia é da forma a,, = C;x1' + C,nx}.

Substituindo as raizes temos que todas as sequéncias da forma a, =

Ci(—3)™ + C,n(—3)" séo solugdes da recorréncia.

2.4 Progressao Aritmética

As Progressodes Aritméticas (PA) sdo bastante comuns no cotidiano das
pessoas e sempre aparecem em situacdes onde existem grandezas que
sofrem variagdes iguais em intervalo de tempos iguais.

E importante observar que qualquer progressao aritmética (x,) de razdo
r e primeiro termo a pode ser definida pela recorréncia x,,,;, = x, +r (n = 1),
com x; = a.

Segundo Lopes (1998, p.1)

Definigdo: “Progressao Aritmética — PA — é uma sequéncia de (a4, a3, as, ..., a)
de nuameros {a;}, denominada termos, na qual a diferenca entre cada termo a;
e 0 seu antecedente a;_; € um valor constante chamado razdo”. Assim,

a—a,_,=1r Vi>1

2.4.1 Classificacdo das Progressdes Aritméticas

As progressdes aritméticas podem ser classificadas quanto ao nimero

de termos e quanto a razao.

2.4.1.1 Quanto ao niimero de termos

a) Finitas: possuem um numero finito de termos

b) Infinitas: possuem um ndmero infinito de termos
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2.4.1.2 Quanto a razdo

a) Crescente:r>0
b) Constante ou estacionaria: r =0

c) Decrescente:r<0

2.4.2 FOormulado Termo Geral de uma PA

A férmula para calcular o termo geral de uma progressao aritmética € dada por

a,=a;+(n—1r vn=>1

Prova

Seja (aq,a,,as,...,a,) uma progressao aritmética de razdo r. Aplicando a

definicdo temos que:

a4—a3=7”

Somando todos os membros dessas n — 1 igualdades temos que:

a,—a;, =m—-1Dr

cap=a+(m—-1r vn=>1

Exemplo: O cometa de mais longo periodo que se conhece € o Herschel-
Rigollet. Seu periodo é 156 anos. Esse cometa passou pelo periélio em agosto
de 1939. Qual sera o primeiro ano, ap0s o ano 4000, em que 0 cometa

Herschel-Rigollet passara novamente por aquele ponto?

De acordo com o problema temos que: r = 156 e a; = 1939. Aplicando a

férmula do termo geral de uma P.A. temos:
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a,=a,+(n—-Dr
a, = 1939+ (n —1)165
a, = 156n + 1786

Temos que a, > 4000, pois sera o primeiro ano apds o ano 4000, entao:

156n + 1786 > 4000
156n > 2214
n > 14,19

Como n > 14,19 entdo o cometa passara pelo periélio em seu 15° ciclo, entdo

iremos calcular o0 a;s.

a,s = 1939 + (15 — 1)156
a.s = 4123

2.4.3 Somados n Termos de uma PA

A soma S,, dos n termos dessa progressao aritmética finita € dada por:
(al + an)n
n = 2

Prova:

Seja PA finita (a4, ay, as, ..., a,) € S, a soma de seus termos. Podemos escrever

essa soma da seguinte maneira:

S, =a;+a,+a;++a,_,+a,_1+a, (1)

Ou ainda,
Sn=an+an_1+an_2+"'+a3+a2+a1 (2)
Somando (1) e (2) temos:
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28, = (a; +ay) + (ay + ap_q1) + -+ (ap_1 + az) + (a, + a;)

Ao se passar de um paréntese para outro podemos observar que a soma néo

se altera, ou seja, todos os membros sdo iguais a (a; + a,), entao:

25, =(a; +a,)+(a,+a,)+-+(a,+a,)+(a; +a,)

nvezes

25, = (a; + a,)n

_ (a, + a,)n

Sn >

Exemplo: Sendo S, a soma dos n primeiros termos da PA (4, 7, 10, 13, ..).

Determine o menor valor de n tal que S,, > 40n.

(a; + ap)n

> 40
> n

(4 +a,)

> 40
2

a, >76
a,+(n—1r>76
4+ (n-1)3>76

n> 25
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Exemplo: Determine n de modo que: ¥7_(2j + 3) = 1085

Z(Zj +3)=021+3)+R22+3)+--+(2.n+3)
j=1

5474+9+4+--+(2n+3)=1085

(5+2n+3)n

= 1085
2

n?+4n—-1085=0

n=31 ou n=-35

Desconsiderando n = —35, temos que n = 31

2.5 Progressao Geometrica

As progressfes geométricas sdo umas das sequéncias que mais
possuem aplicac6es no dia a dia, aparecendo em VAarios contextos como no
calculo de juros compostos, na modelagem de crescimento de uma populacdo
a uma taxa anual fixa, além de diversas outras situagoes.

E importante observar que qualquer progressdo geométrica (x,) de
razdo q e primeiro termo a pode ser definida recorrentemente por x,,; =
q.x, (n = 1), comx; = a.

Conforme Lopes (1998, p.21)

Definicdo: “Progressdo Geométrica — PG — é uma sequéncia (aq,a,, as, ..., a,)
de numeros {a;}, diferentes de zero e denominados termos, na qual o
quociente entre cada termo a; e 0 seu antecedente a;_; € um valor constante

chamado razao”. Assim,

Onde q é a razdo da PG.

39



2.5.1 Classificacdo das Progressdes Geométricas

As progressdes geomeétricas se classificam em crescente, decrescente,

constante, oscilante ou quase nula.

a) Crescente: uma PG a,, de razdo q, é crescente quando a; >0eg>1
ouag; <0el<g<l.

b) Decrescente: uma PG a,, de razdo q, é decrescente quando a; >0 e
0<g<loua;<0egq>1.

c) Constante: Uma PG é constante se, e somente se, sua razdo é igual a 1
ou se todos os seus termos forem nulos.

d) Oscilante: uma PG a,, de razdo q, é oscilante se, e somente se, a; # 0

eq<o.

2.5.2 Formulado Termo Geral de uma PG

A férmula para o célculo do termo geral de uma PG é dada por

— n-1
an = Q1.4

Prova

Seja (aq,a,,as, ...,a,) uma progressdo geométrica de razdo g. Aplicando a

definicdo temos que:

a, =a;.q*
a3 = a,.q = a;.9.q = a;.q>
a, =0as3.q = a.q>.q = a;.¢°

Dai concluimos que

n—1
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Exemplo: Determine o 14° termo da PG (a,),ey+ de razédo q = 3, sabendo que

a9=2

A4 = Ao q°
ay, =2.3°
a4 = 2.243
a4 = 486

2.5.3 Somados Termos de uma Progressdo Geométrica Limitada

A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (a,) de
razdo q # 1 é dada por:
q"—1
q—1

STL = al.

Prova:

Seja S,, a soma dos termos de uma PG (a,), entdo,

S, =a;+a,+a;++a,_,+a,_1+a, (1)

Multiplicando por g, temos

@Sp=a;+az+--+ap,tap1taptan,; (2

Subtraindo (1) de (2), temos

q4Sn — Sn = Apy1 — 44

Sp(@q—1) =a,.q" — a4

Sp(q—1) =a;(q" - 1)




Exemplo: Para que valor de n,n € N*, Tem-se que X, 2/ = 4094°?

Solucéo:
4094 = 2 2" -1
T 2-1
2047 = 2" —1
2" = 2048
2n — 211
n=11

2.5.4 Somados Termos de uma Progressdao Geométrica Infinita

Seja a PG infinita (a4, a,, as, ...) de razédo q # 0, para determinar a soma S dos

seus infinitos termos, temos:

a) Se |q| > 1, ou seja, g > 1 ou g < —1, entdo lim,_,, S,, = o, 0 que significa

que é impossivel determinar um valor finito para S.

b) Se |q| <1, ou seja, —1 < g <1, entdo S converge para um valor finito e

podemos demonstrar a férmula através do céalculo do limite de S,,.

Temos que “a soma Sn=a1.qq—__11 dos n primeiros termos de uma
progressdo geomeétrica de razdo q, tal que —1<qg <1, ou seja, |q| <1, tem
para o limite o nimero S = 1“_—1q guando n tende para infinito (LOPES, 1998,

p.29).”

Prova:
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Exemplo: escreva o numero racional 3,287878787... em forma de fracéo.

Seja x = 3,2878787 ... = 3,2 + 0,087 + 0,00087 + 0,0000087 + ---
S

Onde S é o limite da soma 87.1073 +87.1075 4+ 87.1077 + ---
a, 87.103 87

S: = =
1—-q 1-10"2_ 990

_3045=324 50 _325

=9 =~ 2T 990 ~ 990

2.6 PAs de Segunda Ordem

Definicdo: “PA de segunda ordem ou PA de ordem 2 é uma sequéncia de

nameros tais que, apds uma operacdo de diferenca entre termos consecutivos

da sequéncia, obtemos uma PA de 12 ordem (LOPES, 1998, p.7)" né&o

estacionaria.

Para se construir uma PA de ordem 2 (a,)n =1, podemos comecar

com uma PA de primeira ordem nao estacionaria, por exemplo:

(5,8,11,14,17,20,23, ...)

ApGs, precisamos estabelecer o primeiro termo da PA de segunda

ordem, podemos dizer que a, = 3, a partir dai calcularemos os demais termos

utilizando a definigéo:

az_a1=5$a2=8

a3_a2=8$a3=16

a4_a3=16$a4=27

Assim, obtemos a PA de segunda ordem

(3,8,16,27,41, ...)
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Podemos observar que uma PA de segunda ordem so fica totalmente
determinada se conhecermos seus trés primeiros termos, pois s6 assim é que

conhecem os dois primeiros termos da PA de primeira ordem nao estacionaria.

2.6.1 Termo Geral de uma PA de 22 Ordem

Dada uma PA de segunda ordem (a;) k = 1, temos que:

n-1Dn-2)r
2

an = a1 + (az _al)(n_ 1) +

onde r =a3;—2a,+a; é a razdo da PA ndo constante formada pelas

diferencas entre os termos consecutivos da sequéncia (a;) k > 1

Prova: Seja (b)k =1 uma PA de razdo r de modo que by, = a,; — ax, para

todo k > 1, entdo temos que:

an —ap—1 = bn—l
Somando os membros das igualdades temos:
an—al =b1+b2+b3+"'+bn_2+bn_1

Utilizando a férmula da soma dos termos de uma PA no segundo membro da

igualdade, temos:

_ (by + bp_1)(n—1)
- 2

(1)

an—a1

Utilizando a formula do termo geral de uma PA que:
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bp_1=bj+(n—1-Dr=b,+(n—2)r (2)
Substituindo (2) em (1) temos:

byt b+(n—=2)r)(n—1)

an —ag 2
2biin—-1D)+(n—-1)(n-2)r
anp —a; =
2
n—1)n—-2)r
an=a1+b1(n—1)+( ); )
Como b; = a, — a4, temos que:
n-1Dn-2)r

a,=a;+(@,—a)(n—1)+

2

Demonstraremos agora a formula da razéo, entao temos que:

T=b2_b1
r=(az —a;) — (a; —ay)
r=az—a,—a,+a

T=a3_2a2+a1

Exemplo: A sequéncia a, = (1,3,7,13,21,...) € uma PA de 22 ordem. Sendo

assim calcule o valor de a,.

T=a3_2a2+a1=7—2.3+1=2

n-1Dn-2)r
2

a,=a;+(a,—a)(n—1)+

(20 — 1)(20 — 2)2

Az = 381
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Exemplo: Considere a sequéncia (a,),n = 1 definida como indicado abaixo:

a1=1
a2=2+3

a,=7+8+9+10

a) O termo a,, € a soma de 10 inteiros consecutivos. Qual é o menor e qual € o

maior desses inteiros?

O primeiro inteiro da soma que define um termo a, € igual a quantidade de
inteiros utilizados na formacéo dos termos anteriores, somado a uma unidade,
entao:

Primeiro inteiro=1+2+3+--+(n—-1)+1

Aplicando a formula da soma dos termos de uma PA temos:

1+n—-1)(n—-1
( )( )+
2
n>—n+2
2

1

Primeiro inteiro =

Primeiro inteiro =

Podemos observar que cada termo a,, possui n parcelas com diferenca de uma
unidade entre elas, entéo o ultimo inteiro é dado pelo primeiro inteiro somado a

n — 1 parcelas, entdo temos:

S n?—n+2 n—-n+2+2n-2 n?+n
UltlmomtelrozT+n—1= > = Z

Portanto, para n = 10 temos que:

n2—n+2 102—10+2
2 2 -

n+n 102410
2 2 °

Primeiro inteiro =

55

Ultimo inteiro =
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b) Calcule a4.

Podemos observar que a,, é formado pela seguinte soma: (46 + 47 + --- + 55),

que é a soma de uma PA de razédo 1, entao:

(46 + 55)10
a9 = ————— = 505

c) Forneca uma expresséao geral para o termo a,,.

Podemos observar que a, € formado pela soma de n inteiros consecutivos

n?-n+2

. n?+n . ,
comecando em e terminando em — aplicando a férmula da soma dos

termos de uma PA, temos:

n—-n+2 n?+n
( 2 T2 )
Sy, = 5
<2n2+2
S, = 2 "
n 2
nd+n
Tl= 2

2.7 Progressdes Harmonicas

Definicdo: “Progressao harménica — PH — € uma sequéncia (a4, a,, as, ..., a,)
de numeros (a;), diferentes de zero e denominada termos, tais que seus

inversos formam uma progressao aritmética” (LOPES, 1998, p. 18). Portanto,

, 1 1 s
(ay,ay, ..., a ...,a,) € UMa PH & (—,—, = —) é PA.

a, az ai an

Podemos observar que o estudo da progressao harménica — PH — é um

desdobramento do estudo das progressoes aritméticas — PA.
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Exemplos:

111 1Y) , . ; .
a) (EJZJE;'";;)ePH pois (2,4,6,...,n)ePA,

1 . ,
b) G,O,—%,—g) & PH pois (3,0, —3,—6) & PA:

, . 1111 p .
C) (5,5,5,5,...)EPH pois (E,E,E,E,...)GPA,

2.7.1 Classificacao das progressdes harmdnicas

As progressBes harménicas podem ser classificadas quanto ao niumeros de

termos que possuem.

2.7.1.1 Quanto ao niimero de termos

a) Finitas: possuem um namero finito de termos

Exemplo: (% 0, —%, —%)

b) Infinitas: possuem um ndmero infinito de termos

Exemplo: (5,5,5,5, ...)

2.7.2 Formulado Termo Geral de uma PH

Se (a,,a,,as, ...,a,) € uma progressao harménica, entdo o termo geral (a,) da
PH é dado:

a,a,
a, =
"oay+(n—-1)(a —ay)
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Demonstracéo:

e ~ 1 .
Se a, é o termo geral de uma PH, entdo b,, = — € 0 termo geral de uma
n

PA de razaor.

1 1 a;—a
Temos que: r=b, — b =———=—"-2
ap aq aiap

, entdo o termo geral da PA é dado

por:

b,=b;+(n—-Dr

by = by + (n— 1) (%)

a,a;

_ a1a;b; + (n — 1 (a; — a;)
n a,a,

1
Como b, = - temos que
1

1
a;a; a_1 + (n—1)(a; —ay)

b, =
" a,a;

_ % +(m—-1)(a; —ay)
n a,a,

1
Como b, = - temos que
n

1 a+m-1)(a —a,)

an a;a;

_ a,a;
a, + (n— 1)((11 - az)

S Ay
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Exemplo: Calcule o quinto termo da PH G%l—ll )

Solucédo
_ a,a;
a, + (n—1(a; —ay)

an

11 1 1 1
o = 37 21 _ 21 _21
1 1 1 1 4 1 16 19
7+6-D(3-7) 7+43x 7tz 7

1

% =19

Outra solugao

Podemos observar, os denominadores desta PH formam uma PA (b,,) de razéo
4, entdo basta calcular o quinto termo da PA (3,7,11,..), formada pelos
denominadores da PH e como sabemos que o numerador sera sempre 1,

teremos o quinto termo da PH.
b, =by+(n—-1Dr
Temos que r = b, —b; =7 —3 =4, entado

be=3+(G-1)4=3+16=19

1 ~
Como as = P entao
5

dg = —

2.8 Sequéncia Fibonacci

De acordo com Boyer (1974), Leonardo de Pisa ou Fibonacci, como é
mais conhecido, propde no livro Liber Abaci um dos problemas mais

interessantes e inspiradores de futuros matematicos, relativo a reproducao de
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coelhos, que deu origem a uma das mais famosas sequéncias numeéricas, a

sequéncia Fibonacci. Segue abaixo o problema:

“Quantos pares de coelhos sdo produzidos num ano, comegando com um SO

par, se em cada més cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir
do segundo més?” (BOYER, 1974, p. 186)

De acordo com as circunstancias expostas no problema, vejamos o

processo de reproducédo dos coelhos més a més.

No primeiro més o casal é filhote, portanto temos um casal de coelhos.
No segundo més temos o mesmo casal de coelhos, porém ja adulto e
feértil.

No terceiro més temos dois casais de coelhos: o casal do més anterior e
mais um gerado por ele.

No quarto més temos trés casais de coelhos: o casal do primeiro més,
mais o casal do més anterior, estando adulto e fértil e mais um casal de
filhotes do casal do primeiro més.

No quinto més temos cinco casais de coelhos: dois casais adultos com
seus respectivos casais de filhotes mais o casal nascido no més anterior
gue ja se encontra adulto e fértil.

No sexto més tem-se oito casais de coelhos, sendo 5 adultos e trés
filhotes.

No sétimo més tem-se treze casais de coelhos, sendo 8 adultos e cinco
filhotes.

A tabela a seguir resume 0 processo descrito anteriormente:
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Tabela 1: Crescimento dos casais de coelhos

Més | Casais Adultos | Casais Filhotes | Total de Casais
1 0 1 1
2 1 0 1
3 1 1 2
4 2 1 3
5 3 2 5
6 5 3 8
7 8 5 13

(Fonte: Elaborada pelo autor)

Nota-se que a quantidade de casais de um determinado més, a partir do
terceiro, € igual a soma da quantidade de casais dos dois meses anterior a ele,
assim obtemos a sequéncia (1,1,2,3,5,8,13,21,...) em que cada termo
representa a quantidade de casais de coelhos e sua posicdo representa o

més, dando origem a sequéncia Fibonacci.

Segundo Leopoldino (apud ZAHN, 2011, p.6)

Definicdo: “Denomina-se Sequéncia Fibonacci a sequéncia definida por:
(1,1,2,3,5,8,13,21,34,...)

onde os termos presentes na sequéncia denominam-se numeros de Fibonacci”.

A sequéncia Fibonacci € defina por uma férmula recursiva em que E, é
um termo da sequéncia, denominada namero Fibonacci, e n € sua posicao.
Ainda, de acordo com Leopoldino (apud ZAHN, 2011, p.6)

Definicdo: “Chama-se sequéncia Fibonacci a sequéncia definida
recursivamente por:
Fop=F =1
Frniz = Foyr + B
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Resolvendo essa recorréncia temos:

A equacdo caracteristica da recorréncia é x> = x + 1 e possui raizes

1+v/5 1-/5
xl = e xz e
2 2

Como as raizes sao diferentes, de acordo com o teorema a solugcdo a

recorréncia é da forma a,, = C;x7* + C,x7%.

Substituindo as raizes na recorréncia temos:

_ 1+v5\" 1-v5\"
w155 ve(15)

Para determinar C; e C, temos que F, = F; =1

2 2

(1445 1-vV5\' (1445 1-5
ST S R

0 0
1++5 1-+5
F0=Cl< ) +Cz< ) =CI+CZ

Obtemos o seguinte sistema

C1+C2:1
1++5 1-+5
Cl 2 +C2 2 :1

Resolvendo o sistema temos

c V5+1 V5 -1
= e =
PN
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Logo

F_\/§+1<1+\/§>n+\/§—1<1—\/§>n
"To2v5 T\ 2 245 T\ 2

n+1

F_i<1+v§) _L<1“/§>
Vs 2 V5 2

n+1
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3 PROBLEMAS INTERESSANTES SOBRE
SEQUENCIAS NUMERICAS

Esta secdo é dedicada a selecdo e resolugdo de problemas sobre
sequéncias numéricas, que podem ser explorados na sala de aula como forma
de motivar os alunos.

Tomando o site da OBMEP como fonte principal para a escolha dos
problemas que s&do, em sua esséncia, de sequéncias numéricas, porém
possuem problemas que possibilitam ao aluno recordar conceitos matematicos
como area, perimetro, equacdes do primeiro e segundo graus, inequacoes,
porcentagem, razao e proporcdo e também conteudos de outras disciplinas
como a quimica e biologia, oferecendo ao professor a oportunidade trabalhar a
interdisplinaridade e assim “utilizar os conhecimentos de varias disciplinas para
resolver um problema concreto ou compreender um determinado fenbmeno
sob diferentes pontos de vista. (BRASIL, 2000, P.21)”

Além disso, os problemas possibilitam ao aluno atingir uma das
expectativas de aprendizado presente no curriculo referéncia da rede estadual
de ensino de Goias, que é “utilizar o conceito de sequéncia numérica para
resolver problemas significativos (GOIAS, 2012, P.160)”, trabalhando diversas
situacdes cotidianas, fazendo com que o aluno perceba a importancia deste

conteudo.

Problema 1. Na situacdo apresentada nos quadrinhos a seguir, as distancias,
em quilobmetros, dAB, dBC e dCD formam, nesta ordem, os trés primeiros

termos de uma progressao aritmética.

m “Ao dirigirda Y | “H4 10 quildmetros 2 mais de A até B do
cidade A para a cidade| | que de B até C, e 10 quilomefroe 2 maic
D, vocé passa primeiro| | de B até C do que de C até D. Se A fiea a
290 quildmetros de distancia de D, qual

@ q dicfancia enhire 2 cidade A e 2 cidade BY”

( =

2
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Qabia que iezo iria
aconfecer maie
rado ou maie tarde.

Minha educacéo
encalhou!

(Fonte: https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material/whgn3zx1y2o04k.pdf)

Qual o valor do décimo terceiro termo dessa progressao?

Uma Solucao

De acordo com os dados do problema presentes nos quadrinhos e chamando
dep = x,temosque dgc =x+10e dyp =x + 10+ 10 = x + 20.

Como a distancia de A até D é 390, temos:

dAB+dBC+dCD - 390
x+20+x+ 104+ x =390
x =120

Entdo temos que os trés primeiros termos da sequéncia sdao:
(140,130,120,...)esuarazédo ér =a, —a, = 130 — 120 = —10.

Calculando o 13° termos desta sequéncia, temos:

a, =a; + (n—1)r =140 + (13 — 1)10 = 20

Problema 2. Um tapete foi confeccionado de acordo com a figura a seguir. As
trés areas de cores diferentes estdo em P.A..O retangulo interno tem 1 metro
de largura e cada uma das duas regibes sombreadas tem 1 metro de largura
em todos os quatro lados. Qual é o comprimento em metros do retangulo

interior?
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Uma Solucao

Chamaremos o comprimento do retangulo interno de x e sua area de 4,, a do
retangulo do meio de A, e a do retangulo maior de A5, entdo temos que:

A =1lx=x

A, =3(x+2)—x=2x+6

A; =5(x+4)—(2x+6)—x=2x+14

Como as areas estdo em PA e utilizando o conceito de raz&o, temos:

A, — A =A; — A,

2x +6—x =2x+14—(2x + 6)

X =2m

Problema 3. Qual deve ser o numero minimo de termos consecutivos que
devemos somar, a partir do primeiro, da sequéncia (-133,-126,-119,-112, . . .)

para que a soma seja positiva?

Uma solugéo

Como a sequéncia é uma P.A., temos que a razédo é r =a, —a; = —126 +
133 =7

O termo geral da sequénciaé a, =a; + (n—1)r =-133+ (n—1)7 = 7n — 140

Como a soma dos termos deve ser positiva, entdo S,, > 0, assim:

(ay + a,)n
2
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(=133 + 7n — 140)n
2
7n% —273n> 0

n > 39

>0

Entdo o numero minimo de termos para que a soma da sequéncia seja positiva €

40 termos.

Problema 4. Uma progressdo aritmética de trés termos tem a, =9. Se
adicionarmos 2 ao segundo termo e 20 ao terceiro termo, o trio resultante
formara uma progressao geométrica.

Qual o menor valor possivel para o terceiro termo da P.G. resultante?

Uma Solucao

Temos que a PA é dada por (9,9 + 1,9 + 2r), em que r é a razao.
Ao acrescentarmos 2 ao segundo termo e 20 ao terceiro termo, resultaria a
seguinte PG (9,11 + 1,29 + 2r).
Numa PG, temos que a3 = a,.as, entio:
(11 +7)?2=9.(29 + 2r)
r? +22r + 121 = 261 + 18r

r24+4r—140=0

rn=10er, =-14
Nesse caso, o0 menor valor é —14 e o terceiro termo da PG resultante fica
294+ 2r=2942.(-14) =1

Problema 5. A meia vida de um elemento radioativo € o intervalo de tempo em
gue a massa de uma amostra deste elemento se reduz a metade. O Cobalto-
60, usado na medicina como fonte de radiacdo, tem meia vida de 5 anos. Qual
a porcentagem de sua atividade original que permanecera no fim de 25 anos?
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Uma solucéo

Como o Cobalto-60 tem meia vida de 5 anos, entdo em 25 anos ele vai ter 5
decaimentos. Podemos observar que estamos diante de uma PG de razdo %

entao:
an, = ay. qn—l

1\t o1
= — = |- = —= = 0,
as = 1. (2) (2) - = 0,03125 = 3,125%

Problema 6. Determinados seres vivos microscopicos, como as bactérias se
reproduzem por divisdo celular. Cada célula simplesmente se divide em duas
em intervalos regulares de tempo. Considere inicialmente uma populacédo de
1024 bactérias e suponha que esta populacédo se dupliqgue a cada 20 minutos.
Apés 3 horas, qual a poténcia de dois que representard a populacdo de
bactérias?

Uma solucéo

Podemos observar que 3 horas equivale a 9 intervalos de 20 minutos e,
conforme o enunciado, se a populacdo de bactérias duplica entdo estamos
diante de uma PG de razao 2, entdo temos que:
a, = a;.q" !
ag = 1024.2°71
ag = 210,28 = 218

Portanto a poténcia de dois que representara a populacao de bactérias é 18.

Problema 7. Certo método de observacdo da troca de potassio no fluxo
sanguineo utiliza o isétopo do potassio K32 como marcador. Sabe-se que esse
isotopo perde 5,4% de sua intensidade radioativa a cada hora. Se a
intensidade radioativa desse is6topo no inicio da observacgao € igual a I,, ao

final de 10 horas sera igual a I, multiplicado por F. Qual o valor de F?
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Uma solucéo

Se o is6topo do potassio K32 perde 5,4% de sua intensidade radioativa, entéo
ele permanecera com 94,6% desta intensidade e 94,6% = 0,946.
A sequéncia formada pela intensidade radioativa a cada hora serd uma PG de
razéo 0,946, entdo temos:
a, = a;.q" !
a;, = I,.0,946111
a1 = Iy.0,946°
Portanto F = 0,9461°.

Exercicio 8. Considere o padrao de construcao representado pelos desenhos

a sequir.

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

Na etapa 1, h4 um Unico quadrado com lado 1. Na etapa 2, esse quadrado foi
dividido em nove quadrados congruentes, sendo quatro deles retirados, como
indica a figura. Na etapa 3 e nas seguintes, 0 mesmo processo € repetido em
cada um dos quadrados da etapa anterior. Nessas condicdes, qual a area

restante na etapa 57?

Uma solucéo

_ 25

. A . . 5
Considerando A a sequéncia de areas, temos que 4A; = 1,4, = 5,A3 =<7

A . P P ~ 5
Podemos observar que a sequéncia formada pelas areas é uma PG de razao 5

entdo, utilizando 4, = a,.q™"*, temos que:

2 _1(5>5_1_(5)4_625
57 7 \9g ~\9) " 6561
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Problema 9. Para fazer a aposta minima na mega-sena uma pessoa deve
escolher 6 numeros diferentes em um cartdo de apostas que contém os
nameros de 1 a 60. Uma pessoa escolheu os nimeros de sua aposta,
formando uma progressdo geométrica de razao inteira. Classifique cada
proposicao abaixo como (V) verdadeira ou (F) falsa.

(V) Essa pessoa apostou no numero 1.

(F) A razdo da PG é maior do que 3.

(V) Essa pessoa apostou s6 numeros menores que 33.

(V) Arazédo da PG é 2.

(F) Essa pessoa apostou somente em numeros pares.

Uma solucéo

De acordo com o enunciado, temos que ag < 60 = a,.q° < 60
Como a razéo deve ser inteira, temos que g = 2, pois 2° = 32 < 60
Temos também que a; = 1, poisse a, = 2 = 2.2° = 64 > 60

Portanto, os termos da sequéncia seria (1, 2,4,8,16,32)

Problema 10. Jodo publicou na Internet um video muito engracado que fez
com sua filha cacula. Ele observou e registrou a quantidade de visualizacbes

do video em cada dia, de acordo com o seguinte quadro.

Dias | Quantidade de visualizacoes do
video em cada dia

1 Tx
2 21x
3 63x

Na tentativa de testar os conhecimentos matematicos de seu filho mais velho,
Joao o desafiou a descobrir qual era a quantidade x, expressa no quadro, para
que a quantidade total de visualizagbes ao final dos 5 primeiros dias fosse
12705.
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a) Sabendo que o filho de Jo&o resolveu corretamente o desafio, qual resposta
ele deve fornecer ao pai para informar a quantidade exata de visualizagdes
representada pela incognita x?

Uma solucéo

Podemos observar que o conjunto das visualizacdes pode ser escrito da
seguinte forma: (1.7x,3.7x,9.7x, ...)

Observemos também que os valores que estdo multiplicando 7x formam a PG
(1,3,9,...), que possui razao 3.

Entdo a soma dos 5 primeiros dias sera:

S, =12705
5 _
7x. = 12705
31
x =15

b) Nos demais dias, a quantidade de visualiza¢gdes continuou aumentando,
seguindo o mesmo padrdo dos primeiros dias. Em um unico dia houve

exatamente 2066715 visualiza¢des registradas desse video. Que dia foi este?

Uma solucgéo

Como x =15, temos que a nova sequéncia € (105,315,954, ...) e pode ser
escrita da seguinte forma: (1 x 105,3 x 105,9 x 105, ...)

105.a;.q™ " = 2066715

105.1.3""1 = 2066715

3"~1 = 19683
3n

— = 19683

3

3™ = 59049
311 — 310
n=10

Problema 11. A figura abaixo mostra castelos de cartas de 1, 2 e 3 andares.
De quantos baralhos de 52 cartas precisamos, no minimo, para formar um

castelo de 10 andares?
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Uma solucéo

1 andar: 2 cartas

2 andares: 7 cartas

3 andares: 15 cartas

4 andares: 26 cartas

5 andares: 40 cartas

A sequéncia a,sera (2, 7, 15, 26, 40, ..))

A variacdo da sequéncia a,, é a sequéncia b,, (5, 8, 11, 14, ...) que é uma PA e,

portanto, a sequéncia a,, € uma PA de segunda ordem.

Entdo temos que ayp =a; + by + by + -+ by = a; + (b1+2b9)9

Temos que by =5+ (9 —1)3 =29

(5+29).9

Logo a;p =2+ = 155 cartas. Portanto precisamos de, no minimo, 3

baralhos de 52 cartas

Problema 12. O triangulo aritmético de Fibonacci é formado pelos nameros
impares inteiros positivos a partir do 1 dispostos em linhas com ordem
crescente em cada linha e pulando para a linha seguinte. A linha n possui
exatamente n nuUmeros.

Veja as quatro primeiras linhas.

Linhal:1

Linha2:35

Linha3:7911

Linha4:131517 19

Em qual linha aparecera o 2013?
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Uma solucéo

Observando os primeiro elementos de cada linha, obtemos a seguinte
sequéncia a, (1,3,7,13,21,...)

Ao fazer a diferenca entre os termos subsequentes da sequéncia a,, obtemos a
seguinte sequéncia b, (2,4,6,8,...) que € uma PA e, portanto, a sequéncia a,

€ uma PA de segunda ordem.

(b1+bp_1)(n—1)

Temos que a,, = a; + , entao

(2+by-1)(n—1)

2013 =1
* 2

Mas, b, =a;,+(n—Dr=b,_1=2+n—-1-1)2 =2n -2, entédo

2+2n-2)(n—-1)
2

(2n? — 2n)

—

n?—-n-2012=0

1 /8049

—

n = 45,3

2013 =1+

2013 =1+

n =

Portanto o niumero 2013 aparece na linha 45.

Problema 13. A Torre de Handi € um jogo bastante conhecido. Neste jogo, ha
trés hastes e uma pilha com um certo nimero de discos empilhados em uma
das hastes. O jogo consiste em transferir, utilizando a menor quantidade de
movimentos possiveis, todos os discos da haste original para alguma outra
haste, porém s6 pode movimentar uma peca de cada vez e uma pegca maior
nao pode ficar em cima de uma menor. Utilize a ideia de recorréncia para
encontrar uma relacdo da quantidade minima de movimentos para ganhar o
jogo com n discos. Encontre uma férmula fechada para a recorréncia

encontrada.
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Figura 12 Torre de Hanoi

(http://professorandrios.blogspot.com.br/2013/06/jogo-de-mesa-torre-de-hanoi-e-um-quebra.html)

Uma solucéo

Suponhamos que tenha x,, discos, entdo para movimentar todos eles, devemos
movimentar x,,_; discos, depois movimentar o disco que ficou e novamente
Xn—1, €NtA0 temos que:

Xp = Xp_1+1+x,_4 =2x,_4 + 1, portanto a fébrmula da recorréncia é dada
por:

{xn =2xp_1+1
x1 = 1

Resolvendo a recorréncia temos que:
x; =1

X, =2x;+1

X3 =2x, +1

Xp1 = 2Xp_p +1

Xp = 2xp_1 +1

Multiplicando a primeira equacdo por 2" 1, a segunda por 2" 2 e assim por
diante, temos:

2n=1 x, = 1.2n"1

2n2 x, = 21y, + 1,272

2"3 g = 2" 41,2073

2L xp g = 2%x,_, + 1.21

20 x, = 2x,_1 +1.2°
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Somando as equacgdes temos:
Xp = (P22 42073 4 422 4+ 21 +29)
Aplicando a férmula da soma dos termos da PG temos:
2n -1

2—-1
Portando a formula fechada da recorréncia é:

X, =2"—-1

Xn
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4 METODOLOGIA DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Um dos caminhos que podem ser utilizados para se obter éxito no
ensino de matematica, especificamente no ensino de sequéncias numéricas, é
a metodologia da resolucéo de problemas, a qual, nos dias de hoje, € muito
estudada e pesquisada por educadores matematicos devido a sua importancia
para o ensino desta disciplina.

Todavia, segundo Brasil (1997, p.32), “tradicionalmente, os problemas
nao tém desempenhado seu verdadeiro papel no ensino, pois, na melhor das
hipoteses, séo utilizados apenas como forma de aplicacdo de conhecimentos
adquiridos anteriormente pelos alunos”.

Por isso torna-se necessario que os professores compreendam como
trabalhar com esta metodologia, pois, segundo Filho e Silva (2011), a
metodologia da resolucdo de problemas estimula processos cognitivos,
possibilita ao aluno refletir e analisar os procedimentos de resolucao, descobrir

outros caminhos para chegar a resposta, fazer uma releitura da solucao

encontrada, dentre outras.

4.1 Definicdo de Problema

Um problema pode compreender muito mais que a pratica de um
determinado algoritmo ou operacbes matematicas. Pode oferecer ao aluno a
possibilidade de enfrentar situagdes novas, buscando novos raciocinios,
fazendo-o sentir-se realmente desafiado.

Para Dante (1998) um problema é uma situacdo que faz com que o
sujeito pense e raciocine para resolvé-lo. Em um problema matematico o
individuo deve pensar, mas fazé-lo de maneira matematica, utilizando
conhecimentos matematicos para soluciona-lo.

Ter um problema significa buscar, de maneira consciente, uma acéo
adequada para alcancar um objetivo definido, mas nao imediatamente
atingivel. (BOLZAN, FLORES, GOI, apud, POLYA, 1995)

Para Mariano (2004, p. 3) um problema “é qualquer situacdo que exija o

pensar do individuo para soluciona-la. Contudo, um problema matematico &
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qualquer situacdo que exija a maneira matematica de pensar e conhecimentos

matematicos para soluciona-la”.

4.2 Caracteristicas de um Problema

Dante (1998) enfatiza que as principais caracteristicas de um bom
problema para o aluno séo:
e Ser desafiador
e Serreal
e Ser interessante
e Ser 0 elemento desconhecido de um problema realmente desconhecido
¢ Nao consistir na aplicacdo evidente e direta de uma ou mais operacdes
aritméticas

e Ter um nivel adequado de dificuldade

Nota-se entdo, que um problema deve levar o individuo a uma situacao
que necessite buscar, conscientemente, uma maneira adequada definindo
estratégias e procedimentos a partir de suas experiéncias com o proposito de
alcancar um objetivo definido. Porém deve-se observar que a resolucdo néo
deve vir de um caminho imediato, como uma receita, que o leve diretamente a

solucéo.

4.3 Exercicio X Problema

Nesse sentido Dante (1998) distingue exercicio de problema. O exercicio
tem por objetivo a aplicacdo de um determinado algoritmo, de forma mecéanica,
em questdes fechadas necessitando de pouco tempo para resolvé-las. Ja o
problema necessita que o aluno utilize a criatividade e intuicao aliada a
conhecimentos e experiéncias anteriores. Os problemas sdo abertos podendo
ser trabalhado diversos aspectos durante a sua resolucao, necessitando de um

pouco mais de tempo para encontrar a solugéo.
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Nota-se que tanto 0s exercicios quanto os problemas possuem seus
valores no ensino de matematica e devido ao pouco tempo de duracdo das
aulas é necessario que o professor administre a utilizacdo de ambos mantendo

o equilibrio durante o ano letivo.

4.4 Objetivos da Resolucao de Problemas

Dante (1998) cita que os principais objetivos da resolucédo de problemas

e Fazer o aluno pensar de maneira produtiva

e Desenvolver o raciocinio do aluno

e Ensinar o aluno a enfrentar situacées novas

e Oportunizar ao aluno o envolvimento com as aplicaces matematicas
e Munir o aluno com estratégias para resolucéo dos problemas

e Dar uma boa base matematica

Diante dos objetivos apresentados, podemos observar que para que
essa metodologia cumpra sua finalidade é necessario primeiramente munir os
alunos com determinadas estratégias a fim de auxilid-los na analise e solucéo
dos problemas, devem ser apresentadas situacdes problema que desafiem e
motive os alunos a querer soluciona-la e é preciso que o individuo desenvolva
o raciocinio l6gico e que faga uso inteligente dos recursos disponiveis.

Ademais, é importante capacitar o aluno para lidar com situacées novas
e também para aplicar os conceitos matematicos em situacdes cotidianas
agucando nele a criatividade, independéncia, favorecendo o desenvolvimento
de atitude positiva em relacdo a matematica.

“‘Além disso, é necessario desenvolver habilidades que permitam poér a
prova os resultados, testar seus efeitos, comparar diferentes caminhos, para
obter a solucédo. Nessa forma de trabalho, o valor da resposta correta cede
lugar ao valor do processo de resolucéo. (BRASIL, 1997, p.33)”

Segundo Polya (1995) os conhecimentos adquiridos em um bom curso

de 2° grau sdo basicamente suficientes para a pratica de resolucdo de
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problemas, porém os problemas ndao sao tidos como faceis nem rotineiros,

geralmente exigem originalidade e criatividade na busca da solucgéo.

4.5 Classificacdo dos Problemas

Dante (1998) classifica os problemas em diversos tipos, de acordo com

suas caracteristicas, em:

Exercicios de reconhecimento, cujo objetivo é fazer com que o aluno
reconhega um conceito, uma definicdo ou propriedade;

Exercicios de algoritmo, que s&o utilizados para treinar a habilidade em
executar um algoritmo (adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo de
nameros naturais) e reforcar conhecimentos anteriores.

Problemas padrdo, que objetivam recordar conceitos bésicos dos
algoritmos das quatro operacdes fundamentais e relaciona-las e
emprega-las em situacdes cotidianas.

Problemas heuristicos, que sdo problemas que estimulam a curiosidade
e criatividade e espirito explorador do aluno. Esse tipo de problema
desenvolve no aluno estratégias e procedimentos para resolver
situacdes-problemas, que em muitos casos chegam a ser mais
importantes que encontrar a solugéo correta.

Problemas de aplicacdo, que através de conceitos, técnicas e
procedimentos matematicos procuram matematizar uma situacao real,
organizando dados, tracando gréaficos, fazendo operacdes, etc. Podem
ser usados em formas de projetos interdisciplinares, desde que a
resposta seja relacionada a algo que desperte o interesse.

Problemas de quebra-cabeca, que atrai e desafia grande parte dos

alunos e constituem uma matematica recreativa.
Ja Polya (1995) classifica os problemas em:

Problemas auxiliares, que sao problemas cujas solu¢des que servem de

pontes para chegar ao objetivo principal.
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e Problemas rotineiros, que podem ser resolvidos seguindo 0 mesmo
procedimento de substituicdo observado em um problema genérico
resolvido anteriormente.

¢ Problemas de determinacéo, que tem por objetivo determinar o valor da
incognita.

e Problemas de demonstracdo, que tem como objetivo mostrar que
determinada afirmativa € ou ndo verdadeira.

e Problemas praticos, que sdo problemas que ndo necessitam de nenhum

conhecimento especial para compreendé-lo.

4.6 Resolucédo de Problemas

Polya (1995) divide o processo de resolugéo de problemas em quatro fases:

4.6.1 Compreenséo do problema

Além de compreender o problema o aluno precisa também desejar
resolvé-lo. Para isso, o problema escolhido deve ser natural, interessante e
chamar a atencao do aluno.

A compreensdo do problema deve comecar primeiramente na sua
escolha. O professor deve tomar certos cuidados na escolha do problema
como o enunciado verbal, dando as informagfes de maneira clara e simples
para permitir o claro entendimento do problema proposto, os conhecimentos
prévios dos alunos em relacdo ao conteudo abordado pelo problema, nivel de
dificuldade adequado e o aluno deve estar em condi¢cBes de identificar as

partes principais do problema.

4.6.2 Estabelecimento de um plano

Temos um plano quando conhecemos, pelo menos de um modo geral,

qual o caminho que devemos percorrer para obter o resultado.
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Conforme Polya (1995, p.5), “o principal feito na resolucdo de um
problema € a concepcao da ideia de um plano“.

O plano pode surgir de diversas maneiras, gradualmente, apos diversas
tentativas frustradas e até repentinamente, mas o professor possui um papel
muito importante na concepc¢ao do plano que, dependendo do caso, pode
provocar tal ideia no aluno através de indagacdes e sugestdes a serem feitas
de maneira bem discreta.

As ideias para o estabelecimento do plano surgem baseadas em
experiéncias passadas e também através de conhecimentos previamente
adquiridos, por isso uma boa alternativa é comecar pela busca de um problema
semelhante que pode auxilia-lo na resolug¢éo do problema proposto.

Outros aspectos que podem contribuir para a formulacdo da ideia € a
organizacdo dos dados do problema e também organizar a resolucdo em

partes.

4.6.3 Execucéo do plano

Apos a formulacdo do plano, que é o ponto mais complicado da
resolucao do problema, passamos agora para sua execucao.

O plano estabelecido pelo aluno proporciona apenas um roteiro geral e é
na fase de execucdo que o aluno deve verificar se os detalhes da resolucdo se
encaixam perfeitamente no roteiro. Nessa fase, um papel importante do
professor € insistir para que o aluno verifigue cada passo do plano até que
fiqgue convicto, intuitivamente ou formalmente, de que ndo reste nenhuma

lacuna no raciocinio ou no roteiro de resolucéo.

4.6.4 Retrospecto

O retrospecto € uma fase muito importante do processo de resolucéo do
problema, pois € o momento onde o aluno faz uma analise da resolucao
completa, do resultado final e do caminho que percorreu até chegar a este,
sendo uma maneira de consolidar o conhecimento e aprimorar sua habilidade

de resolver problemas.
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Nessa fase € um momento onde o aluno pode explorar o problema
resolvido, verificando se existem outras maneiras de resolver o problema, se &
possivel verificar o resultado e se o0 método empregado na resolucdo pode ser
usado para resolver outros problemas, ou seja, € um momento onde o
estudante observa o problema de outros angulos consolidando o conhecimento

e 0 método usado e abrindo as portas para aquisicao de outros conhecimentos.
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CONCLUSAO

A proposta mostra-se relevante, pois oferece ao leitor a oportunidade de
ampliar os conhecimentos sobre sequéncias numéricas e ao professor a
possibilidade de aprofundar o ensino deste importante contetdo.

O estudo deixa claro que o ensino de sequéncias numéricas pode ter
uma abordagem mais ampla, trazendo fatos historicos, a parte tedrica que,
além das progressbes aritméticas e geométricas, podem abordar assuntos
usualmente ndo tratados no ensino médio como recorréncias lineares de
primeira e segunda ordem, progressfes aritméticas de segunda ordem,
progressbes harmoénicas e sequéncia Fibonacci. Apresentamos também
diversos exercicios que podem ser relevantes ao ensino deste contetdo e
também uma sugestdo de metodologia de ensino com a finalidade de se obter
éxito na transmisséo deste conteudo.

Neste contexto é de suma importancia para o aprendizado do tema que
o docente explore conceitos que usualmente ndo sdo abordados no ensino
deste conteudo, possibilitando ao aluno ampliar seus conhecimentos.
Pretende-se também, por meio da metodologia proposta, dar autonomia ao
aluno para que ele préprio possa desenvolver as ideias basicas tornando o
aprendizado eficaz.

Para futuros estudos, sugere-se a aplicacdo dos contetudos abordados
em sala de aula utilizando a metodologia da resolucdo de problemas com o
objetivo de comprovar a relevancia da metodologia e a eficacia do aprendizado
do tema abordado.
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