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RESUMO

Diante dos critérios estabelecidos por Evariste Galois para a solubilidade de equagdes
algébricas por meio de radicais, o presente trabalho tem o objetivo de abordar de forma introdu-
toria o conceito de extensdes de corpos, que € fundamental para o desenvolvimento da teoria de
Galois. Esse conceito serd abordado por meio de propriedades e exemplos.

Palavras-chave:
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ABSTRACT

Given the criteria established by Evariste Galois for the solubility of algebraic equations
through radicals, the present work aims to approach in an introductory way the concept of field
extensions, which is fundamental for the development of the theory of Galois. This concept will
be approached through properties and examples.

Key-words:

Fields. Fields Extensions. Polynomials.
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INTRODUCAO

A busca por métodos de resolugdo de equagdes algébricas € algo de interesse desde a
antiguidade. H4 comprovacdes que os babildnios jd conseguiam resolver uma equacao qua-
dritica completa utilizando apenas operacdes algébricas, que hoje conhecemos como adi¢do e
multiplicacao.

No século X VI, com a resolugdo para uma equacao de segundo grau ja consolidada, os
matematicos se voltaram para as equacdes de grau maior ou igual a trés. Foi Girolamo Cardano,
em 1545, quem publicou a resolucdo para equacgdes cibicas e qudrticas, em sua obra Ars Magna.
Vale ressaltar, no entanto, que nao foi ele o responsdvel pelo desenvolvimento de tais métodos
de resolucao, sendo Nicollo Tartaglia o criador da solucdo para as cubicas e Ludovico Ferrari o
responsdvel pelas qudrticas.

A publicacdo de Ars Magna despertou a curiosidade dos matemadticos para um tipo de
nimero até entdo desconhecido, o nimero complexo. Rafael Bombelli foi o primeiro a trabalhar
e fazer importantes observacdes sobre as relacdes entre nimeros complexos e a resolucdo de uma
ctibica. Apesar de nio ter sido tdo ttil na época, foi um ponta pé inicial para o desenvolvimento
da teoria dos nimeros complexos.

Ap6s o desenvolvimento de métodos para a resolugdo das cubicas e quarticas, no século
XVI, os matemadticos naturalmente comecaram a estudar as equacdes de grau cinco. No entanto,
enquanto tentava resolver esse problema, Niels Henrik Abel acabou demonstrando exatamente
o contrdrio, isto é, ndo ha uma forma geral para se resolver uma equacao algébrica de grau
maior que quatro apenas utilizando operacdes algébricas explicitas sobre os seus coeficientes.
Abel publicou sua demonstragdo para esse resultado em 1824, momento em que j havia uma

demonstracao esquecida e menos satisfatéria para o mesmo, publicada em 1799 por Paolo Ruffini.



Dessa forma, o resultado ficou conhecido como teorema de Abel-Ruffini.

Apesar da impossibilidade de se resolver equagdes com grau maior que quatro por meio
de radicais, o estudo sobre as equacdes algébricas ndo se encerrou ai. O trabalho de Evariste
Galois, publicado em 1846 (12 anos apds sua morte), estabeleceu condi¢des para a solubilidade
de uma equacdo algébrica por meio radicais, para isso, relacionou a teoria de grupos com a teoria
de corpos. A saber, essas duas teorias constituem hoje o que chamamos de teoria de Galois.

E preciso mencionar que todas essas informagdes referentes a histéria da matematica
aqui expostas podem ser encontradas em [[1], [8]] e [3l].

Dada a relevancia das extensdes de corpos para o estudo da teoria de Galois, este trabalho
tem o objetivo de abordar de forma introdutdria o conceito de extensdes de corpos, algumas
propriedades e exemplos. A principal referéncia adotada para o desenvolvimento deste trabalho
foi [2], sendo [4] e [7] leituras complementares.

No primeiro capitulo apresentamos conceitos e resultados sobre Anéis e Corpos, Anel
de Polindmios e Espacgos Vetoriais, 0s quais serdo muito importantes para o desenvolvimento
deste trabalho. Vale mencionar que nesse capitulo em particular estamos interessados apenas na
existéncia dos resultados, sendo assim, guiaremos o leitor para que encontre as demonstragdes
de tais resultados em [2]], [4]], [5]], [Z]], [6]].

No segundo capitulo vamos fazer um primeiro contato com as extensdes de corpos,
através de exemplos e resultados. Também abordaremos o conceito de elementos algébricos e
elementos transcendentes. Na sequéncia estudaremos o polindmio minimal relacionado a um
elemento algébrico, o qual serd um conceito extremamente importante no decorrer do texto. No
ultimo tépico do capitulo, estudaremos as extensdes simples, mostraremos alguns isomorfismos
e faremos algumas caracterizacdes para essas extensoes, dependendo unicamente do fato de o
elemento gerador da extensdo ser algébrico ou transcendente.

No terceiro capitulo estudaremos extensdes finitas, para tanto, vamos observar o conceito
de extensao de corpos por meio do conceito de espagos vetoriais, isso nos fornecerd uma gama
de novas ferramentas e um olhar diferente para as extensdes de corpos. Demonstraremos alguns

resultados e focaremos nas extensdes chamadas de quadréticas, biquadréticas e aquelas do tipo

Q(/a,Vb).



CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1 Anéis e corpos

Nesta primeira se¢cdo vamos apresentar algumas defini¢des sobre anéis e corpos € enunci-
aremos alguns resultados que serdo importantes no decorrer deste trabalho.

Comecamos definindo o que € um anel e alguns casos particulares do mesmo.

Definicao 1.1.1. Um conjunto ndo vazio A é dito anel associativo (ou simplesmente anel) se em
A sdo definidas duas operagdes, usualmente denominadas adicao e multiplicagao, denotadas por

+ e -, respectivamente, tais que para todo a,b e c em A:

f—

.a+beA

2.a+b=b+a

3. (a+b)+c=a+(b+c)

4. Existe um elemento 0 € A, talque a+0=a

5. Dado a € A, existe um elemento —a, tal que a+ (—a) =0
6. a-bcA

7.a-(b-c)=(a-b)-c

8. a-(b+c)=a-b+a-c

9. (a+b)-c=a-c+b-c
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Se existe um elemento 1 € A, talque a-1 =1-a = a, paratodo a € A, entdo dizemos que
A € um anel com unidade. Além disso, se a multiplicacao é comutativa, isto é, a-b = b - a, para

todo a,b € A, dizemos que A € um anel comutativo.

De agora em diante nesta se¢do, a menos de meng¢ao contrdria, os simbolos A e B
denotardo anéis. Além disso, quando nao houver divida quanto a operacdo de multiplicacio,

escreveremos simplesmente ab ao invés de a - b.

Definicao 1.1.2. Se A é comutativo e a € A é um elemento ndo nulo, dizemos que a € divisor de

zero se existe um elemento ndo nulo b € A, tal que ab = 0.

Definicao 1.1.3. Dizemos que A é um dominio de integridade se A é comutativo € ndo possui

divisores de zero.

Reservaremos o simbolo D para dominio de integridade nas defini¢des e resultados

seguintes.

Definicéo 1.1.4. Dizemos que A é um anel de divisdo se para todo a € A\ {0} existe um elemento

a ! €A, tal que aa—'=1,0u seja, todo elemento nao nulo possui inverso.
Finalmente, a definicdo de corpo, a principal estrutura utilizada neste texto.
Definicao 1.1.5. Definimos corpo como sendo um anel de divisdo comutativo.
Proposicao 1.1.6. Todo corpo é um dominio de integridade.
Demonstragdo. Ver [, Observagdo 9.3.3]. [
Exemplo 1.1.7. Se p é um niimero primo, entdo Z,, o anel de inteiros modulo p, é um corpo.

Definicao 1.1.8. Se existe um natural m, tal que ma = 0, para todo a € D, entdo o menor natural n
com essa propriedade ¢ chamado de caracteristica de D. Dizemos entdo que D tem caracteristica

finita igual a n. Caso contrério, dizemos que D tem caracteristica zero.
A seguir temos algumas definicdes e resultados sobre morfismos de anéis.

Definicao 1.1.9. Um homomorfismo (ou morfismo) de anéis € uma fun¢ido ¢:A — B que tem
as seguintes propriedades: @(a; +az) = @(a;) + @(az) e @(a; -az) = @(ar) - ¢(ay), para todo

ap,ap € A.



1.1. ANEIS E CORPOS 11

Definicao 1.1.10. Um isomorfismo ¢:A — B € um morfismo bijetor. Neste caso, dizemos que A

e B sdo isomorfos.

Definiciio 1.1.11. O kernel (ou nicleo) de um morfismo @:A — B é o conjunto ker(¢) :={a €
A; ¢(a) =0}

Vejamos um pouco agora sobre ideais de um anel.

Definicao 1.1.12. Um conjunto / C A € um ideal a esquerda de A se ajx| + ax, € A, para todo
ap,a» € Aexp,x; € 1. Analogamente, definimos ideal a direita. Dizemos que um ideal € bilateral

se € ideal a esquerda e a direita.
Proposicao 1.1.13. O kernel de um morfismo é um ideal bilateral.

Demonstracdo. Considere o morfismo ¢:A — B e vejamos que ker(¢) C A é um ideal de A.

Dados aj,as € A e x1,x; € ker(¢), como ¢ é morfismo, temos que

P(arx) +axx2) = @(arx1) + @(axx2) = @(a1)@(x1) + ¢(a2) p(x2) (1.1)

Além disso, como xy,x; € ker(¢), segue ¢(x1) = @(xz) = 0. Logo, de (1.1), segue que
©(aix; +axxy) = @(a;)0+ @(az)0 = 0. Sendo assim, a1 x| + axx; € ker(¢), donde concluimos
que ker(¢) é um ideal a esquerda de A. De maneira andloga, podemos mostrar que ker(¢) é um

ideal a direita de A, o que conclui o resultado. O

Definicao 1.1.14. Um ideal 7 ## A € dito maximal se, dado um ideal J C A, tem-se [ CJ = J =1

ouJ =A.

Definicao 1.1.15. Se I C A € um ideal, entdo definimos o quociente de A por I como sendo
o conjunto A/l = {a+1; a € A}. Definimos também as seguintes operacdes nesse conjunto:

(a+D)+(b+1)=(a+b)+1e(a+1)(b+1)= (ab)+1, paratodo a,b € A.

Com as operagdes definidas acima, € facil verificar que A/I é um anel. Disso, temos um

dos principais resultados do estudo de morfismos, que € o seguinte.

Teorema 1.1.16. (Teorema Fundamental do Homomorfismo) Se ¢:A — B é um morfismo, entdo

A/ker(@) é isomorfo a ¢(A).
Demonstragdo. Ver |2, Teorema 1.2.5]. O

Teorema 1.1.17. Se A é comutativo com unidade e I é um ideal de A, entdo I é maximal se e sO

se A/l é corpo.
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Demonstragdo. Ver [4], Theorem 3.5.1]. O

Teorema 1.1.18. Dado um dominio de integridade D, é possivel construir o menor corpo
Frac(D) contendo D, o chamado corpo de fracdes de D. Na prdtica, esse corpo é gerado

invertendo-se os seus elementos ndao nulos.

Demonstragdo. Ver [2, Sezione 1.5]. O

Teorema 1.1.19. Anéis isomorfos possuem corpos de fracoes isomorfos.

Demonstragdo. Ver |2, Teorema 1.5.1]. O

Proposicao 1.1.20. Todo homomorfismo ndo nulo entre corpos é injetivo.

Demonstragdo. Ver |2l Corollario 1.2.7]. O
A seguir temos dois tipos especiais de anéis.

Defini¢ao 1.1.21. Dizemos que um dominio de integridade D é um anel euclidiano se para todo

a # 0 em D é possivel definir um natural d(a), tal que:
(1) se a,b € D, ambos nao nulos, entdo d(a) < d(ab);

(2) sea,b € D, ambos ndo nulos, entdo existem ¢, r € D, tais que a = bq+ r, onde r =0 ou

d(r) < d(b).

Definicdo 1.1.22. Um dominio de integridade D com unidade é chamado de anel de ideais

principais se todo ideal / de D é da forma I := (x) := {ax, a € D, x € I}.

Alguns outros resultados sobre corpos que serdo utilizados no inicio do préximo capitulo

sd0 os seguintes.

Definicao 1.1.23. Se K € um corpo, a interse¢do de todos os subcorpos de K é um corpo e é
chamado de subcorpo fundamental de K. Claramente, esse € o menor subcorpo de K. Denotamos

por K.

Proposicao 1.1.24. Se K é um corpo seu subcorpo fundamental é isomorfo a Q ou a Z,, para

algum primo p > 2.
Demonstragdo. Ver |2l Corollario 1.6.3]. O

Proposicao 1.1.25. Se dois corpos F e K sdo isomorfos, entdo eles tem a mesma caracteristica.
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Demonstragdo. Ver |2l Corollario 3.1.2]. O

Para finalizar essa secdo, ndo € dificil mostrar que dado um corpo, entdo todo subcorpo
seu possui a mesma caracteristica [2, Corollario 1.6.5]. Além disso, todo corpo numérico, isto &,

subcorpo dos complexos, tem caracteristica igual a zero [2, Esempio 1.6.6].

1.2 Anel de polinomios

Nesta se¢do iremos definir alguns conceitos importantes sobre polindmios. Além disso,
enunciaremos resultados que serdo necessarios no decorrer do texto, para tanto, o simbolo F, a
menos de mengao contrdria, denotard um corpo.

Comecamos definindo o que € o anel de polindmios sobre um corpo F.

Definicao 1.2.1. O anel de polindmios na indeterminada X com coeficientes em F € dado por
FX]:={ao+a X+ +a,X"; neN, ag,...,a, € F}

Defini¢io 1.2.2. Um polindmio f(X) € F[X] é dito nulo se, e somente se os seus coeficientes

sdo todos nulos. Nesse caso, denotamos f(X) = 0.
A seguir, faremos algumas defini¢cdes basicas sobre igualdade e operagdes de polindmios.

Definicio 1.2.3. Se f(X) =ap+ -+ a, X" € F[X] e g(X) =bo+ -+ b,X™ € F[X], entdo

f(X) = g(X) se, e somente se a; = b;, para todo natural i > 0.

Definiciio 1.2.4. Se f(X) =ap+---+a, X" € F[X]eg(X)=bo+---+b,X" € F[X],comm >n
entdo f(x) +g(X) = (ap+bo) + (a1 +b1)X + -+ + (an + by) X" + by 1 X" 4+ 4 b X™.

Definicdo 1.2.5. Se f(X) =ap+---+a,X" € F[X] e g(X) =bo+---+ b,X™ € F[X], entdo

F(X)g(X) = (aoho) + (apht +aibg)X +---+ ¥ (aibj)X + -+ (aybyu) X"
i+j=k

Definiremos agora o que € o grau de um polindmio ndo nulo, e apresentaremos um

resultado sobre o grau do produto entre dois polindmios ndo nulos.

Definicdo 1.2.6. Se f(X) =ap+---+a,X" € F[X], com a, # 0, entdo o grau de p(X), denotado
por df(X), é n.

Definicdo 1.2.7. Se f(X) € F[X] é um polinémio com grau n, entdo dizemos que o a, é o

coeficiente diretor de f(X).
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Definiciio 1.2.8. Um polindmio f(X) € F[X] com grau n é dito monico se seu coeficiente diretor

7z

€ um.

Proposi¢io 1.2.9. Se f(X),g(X) € F[X] sdo dois polinbmios ndo nulos, entdo d(f(X)g(X)) =
df(X) +dg(X).

Demonstracdo. Ver [4, Lemma 3.9.1]. O]

Em um anel de polindmios temos um algoritmo para divisdo, com o seguinte resultado.

Lema 1.2.10. Dados dois polinémios f(X),g(X) € F[X|, com g(X) # 0, entdo existem dois
tinicos polinomios q(X),r(X) € F[X)], tais que f(X) = g(X)q(X)+r(X), onde r(X) =0 ou
dr(X) < dg(X).

Demonstragdo. Ver |2l Corollario 2.2.2]. O

Defini¢do 1.2.11. Dados dois polindmios f(X),g(X) € F[X], dizemos que g(X) divide f(X) se
existe um polindmio h(X) € F[X], tal que f(X) = g(X)h(X).

Uma consequéncia imediata desse lema é que F[X] € um anel euclidiano, além disso, é

possivel provar os seguintes resultados.
Exemplo 1.2.12. F[X] é um anel euclidiano.

Teorema 1.2.13. F[X| é um anel de ideais principais. Isto é, se I C F[X] é um ideal ndo nulo,
entdo I = (m(X)), onde m(x) é um polinémio de grau minimo em 1. Além disso, I possui um

tinico gerador monico.
Demonstracdo. Ver |2, Teorema 2.2.4]. O

Lema 1.2.14. Dois polinémios ndo nulos f(X),g(X) € F[X] sempre possuem mdximo divisor
comum. Mais precisamente, se d(X) € F[X] é o mdximo divisor comum de f(X) e g(X), entdo

existem a(X),b(X) € F[X], tais que d(X) = a(X) f(X) +b(X)g(X).
Demonstragdo. Ver |2l Corollario 2.2.5]. O

Chamamos a expressdo acima de Identidade de Bezout. Falando em méximo divisor
comum, a seguinte definicdo nos oferece uma correspondéncia do conceito ja conhecido de

nimero primo para o contexto de polindmios.
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Definiciio 1.2.15. Um polinémio f(X) € F[X] é dito irredutivel se ao escrever f(X) = a(X)b(X),

com a(X),b(X) € F[X], entdo ou a(X) é constante, ou b(X) é constate.

Também como esperado, a fatoracdo de um polindmio por polindmios irredutiveis é

dnica.

Lema 1.2.16. Se f(X) € F[X], entdo f(X) pode ser escrito de forma vinica como produto de

polindémios irredutiveis em F[X].

Demonstragdo. Ver [4, Lemma 3.9.5]. ]
Lema 1.2.17. Um ideal (p(X)) C F[X| é maximal se, e somente se p(X) é irredutivel.
Demonstragdo. Ver [4, Lemma 3.9.6]. ]
Proposicao 1.2.18. F[X|/(m(X)) é um corpo se, e somente se m(X) € F[X] é irredutivel.
Demonstragdo. Ver (2, Proposizione 2.2.9]. U

Retomando um conceito da sec¢do anterior, agora temos condi¢des de falar sobre um mor-
fismo particularmente importante para o desenvolvimento deste trabalho, chamado de morfismo

avaliacdo (ou valoragdo).

Exemplo 1.2.19. Dados dois corpos F e K, com F C K, e o € K, entdo a fungdo vy:F[X| —

K; f(X) — f(a) que pega um polinémio e leva em seu valor numérico em o, € um morfismo

Por fim, o seguinte coroldrio garante que F[X] ¢ um dominio de integridade. Sendo assim,
de acordo com a proposi¢ao (I.T1.18)), conseguimos construir o corpo de fragdes desse conjunto,

como no exemplo subsequente.
Exemplo 1.2.20. F[X] é um dominio de integridade.

Exemplo 1.2.21. O corpo de fragdes de F[X| é chamado de corpo de fun¢des racionais e

denotado por F(X) := {%, f(X),g(X) e FIX], g(X) #0}.

1.3 Espacos vetoriais

Nesta secdo iremos definir alguns conceitos importantes sobre espacos vetoriais. Também,
enunciaremos resultados que serdo utilizados no decorrer do texto.

Comecamos com a defini¢do de espago e subespago vetorial.
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Definicao 1.3.1. Um conjunto ndo vazio V € dito espaco vetorial sobre um corpo F se em V sdo
definidas duas operacdes, usualmente denominadas adi¢do e multiplica¢do por escalar, denotadas

por + e -, respectivamente, tais que para todo u,v,w € Ve a,p € F:
L.u+veV
2. ut+v=v+u
3. (u+v)+w=u+mv+w)
4. Existe um elemento 0 € V, talque u+0=u
5. Dado u € V, existe um elemento —u, tal que u+ (—u) =0
6. x-ucV
7. a-(B-u)=(a-B)-u
8. a-(u+v)=0-u+a-v
9. (a+B)u=a-u+p-u
10. 1lp-u=u

Podemos também dizer que V € um F —espaco vetorial. Além disso, os elementos de um

espacgo vetorial V sdo chamados de vetores e os elementos de F' de escalares.

Definicao 1.3.2. Um subconjunto W de V é um subespaco vetorial de V se a restricdo das

operacoes de V a W torna esse conjunto um F — espaco vetorial.

Para as defini¢des e resultados a seguir, o simbolo V, a menos de mengao contrdria,

denotard um espaco vetorial sobre um corpo F.

Definicao 1.3.3. Um vetor v € V € uma combinacio linear dos vetores vy,...,v, € V se existem

escalares ,..., 0 € F taisque v = Q vy + - -+ 0 vy.

Definicao 1.3.4. Um subconjunto § C V é gerador de V se todo elemento de V pode ser escrito

como combinacao linear dos vetores de S.

Definicao 1.3.5. Um subconjunto S C V € linearmente independente se dado n € N e ovy +
-+ 0V, =0, paracadav, € Se o; € F, comi € {1,...,n}, implica que o; = 0, para todo

i € {1,...,n}. Dizemos que S é linearmente dependente se ndo for linearmente independente.
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A seguinte definicdo € extremante importante para o estudo de espagos vetoriais e serd

muito utilizada no terceiro capitulo, bem como as defini¢cdes e resultados subsequentes.

Definicao 1.3.6. Um subconjunto B C V & base de V se é linearmente independente e um

conjunto gerador de V.
Definicao 1.3.7. Dizemos que V € finitamente gerado se possuir um conjunto gerador finito.

Proposicao 1.3.8. Todas as bases de um espaco vetorial finitamente gerado possuem a mesma

quantidade de elementos.
Demonstragdo. Ver [6l Corolario 2.3.5]. O

Definicao 1.3.9. Se V admite uma base finita, entdo chamamos a quantidade de elementos de tal

base de dimensdo de V. Caso contrario, dizemos que a dimensdo de V € infinita.

Proposicao 1.3.10. Se V possui dimensdo finitan > 1 e B C 'V possui n elementos, entdo sdo

equivalente as seguintes afirmagoes:
(1) Bé base;

(2) B é um subconjunto linearmente independente maximal de V; (3) B é um subconjunto

gerador minimal de V.
Demonstragdo. Ver [ pag. 44-45]. [
Teorema 1.3.11. Todo espago vetorial possui base.
Demonstragdo. Ver [6, Apéncie 8]. U]

Proposicao 1.3.12. Se W é um subespaco de V, e V tem dimensao finita, entdo W também tem

dimensdo finita.
Demonstracdo. Ver [ pag. 45]. [

Proposicao 1.3.13. Se V ¢ finitamente gerado e B é linearmente independente, entdo existe uma

base de V que contém B.

Demonstragdo. Ver [ pag. 46]. [



CAPITULO 2

EXTENSOES DE CORPOS

2.1 Extensoes de corpos

O principal conceito trabalhado no texto € o de extensdo de corpos e para definir o que
isso significa utilizaremos a proposigao (I.1.20)), a qual nos garante que todo homomorfismo nao
nulo entre corpos ¢ : F' — K € injetivo, ou seja, conseguimos identificar, de maneira Unica, cada

elemento de F como um elemento de K. Esse fato justifica a nossa primeira definicao.

Definicao 2.1.1. Dados dois corpos F e K, um homomorfismo ndo nulo ¢ : F — K é chamado

de imersdo de F em K.

Nesse caso, dizemos que F estd imerso em K ou que K € uma extensdao de F. Nesse
sentido, identificamos o corpo F' como sua imagem isomorfa em K e denotamos F C K. Se existe
um corpo L satisfazendo F' C L C K, entdo L € chamado de corpo intermediario da extensao
F CK.

Uma forma interessante e ttil de representar extensdes de corpos € por meio de diagramas,

podemos, por exemplo, representar as extensdes F' C L C K através do seguinte diagrama.

N —— N —— )

Como primeiro exemplo, vejamos uma extensao bastante natural e que trabalha com dois

corpos ja muito conhecidos.

18
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Exemplo 2.1.2. O corpo dos niimeros complexos é uma extensdo do corpo dos niimeros reais.

Com efeito, basta observar que existe uma imersdo de R em C, da seguinte forma

o:R—C

o— o(a)=a+0i
onde i = /—1 ¢é a unidade imagindria.
Um outro exemplo de extensao de corpos € o seguinte.

Exemplo 2.1.3. Se F é um corpo, entdo o corpo das funcées racionais F(X) é uma extensdo de

F. Com efeito, basta definir a imersdo

¢:F — F(X)

o
a—p(a)=-

onde « e 1 sdo os polinémios constantes f(X) = a e g(X) = 1, respectivamente.

O exemplo a seguir nos propicia uma informacao valiosa de que todo corpo K é extensao
do corpo dos niimeros racionais ou do corpo dos inteiros médulo p, sendo necessario e suficiente

analisar a sua caracteristica.

Exemplo 2.1.4. (i) Todo corpo K é extensdo do seu subcorpo fundamental (Defini¢ao[I.1.23)).
Basta observar que K é trivialmente extensdo de qualquer subcorpo de K, em particular,

de seu subcorpo fundamental.

(ii) K tem caracteristica zero se, e somente se, Q C K. Com efeito, por um lado, se fosse
Q C K com a caracteristica de K sendo diferente de zero, teriamos que a caracteristica de
Q também seria diferente de zero, o que é um absurdo. Logo, K também tem caracteristica

Zero.

Por outro lado, suponha que K tem caracteristica zero e denote por K o seu subcorpo
fundamental, assim, K também tem caracteristica zero. Pela proposi¢do (I.1.24), K é
isomorfo a Q ou a Z,. Nesse caso, como a caracteristica de 7, é p segue que K é isomorfo
a Q. Diante disso, existirdo um isomorfismo @1 : Q — K e uma imersdo ¢, : K — K, o

que possibilita definir a imersdo @ = @0 @ : Q — K e, portanto, Q C K.

(iii) De maneira andloga ao item anterior, conseguimos provar que K tem caracteristica finita

igual a p, com p > 2 primo, se, e somente se, Z, C K.
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(iv) Em particular, todo corpo numérico tem caracteristica zero, sendo assim, pelo item (ii), é

extensdo de Q. Ou seja, todo corpo numérico é extensdo de Q.

No decorrer do texto, estaremos interessados em estudar alguns casos particulares de
extensoes intermedidrias, no seguinte sentido, se F' C K € uma extensao de corpos e & € K, vamos
olhar para o menor intermedidrio da extensdo F C K que contém F e {a}. Para generalizar essa
ideia, note que se L é um subcorpo qualquer de K, entdo L serd uma extensao de F e K sera
uma extensao de L, ou seja, F' C L C K. Dessa forma, se S € um subconjunto ndo vazio de K, a
interse¢do de todos os subcorpos de K que contém S, que € um subcorpo de K, serd um corpo

intermedidrio da extensdo F' C K e, evidentemente, ¢ o menor subcorpo de K que contém S.

Definicao 2.1.5. Seja F C K uma extensdo de corpos e S um subconjunto ndo vazio de K.
Definimos a extensdo de F' em K gerada por S como sendo o menor subcorpo de K que contém

F US e a denotaremos F(S).

Para fixar as ideias, observe que, como F(S) contém F e é um subcorpo de K, tem-se

que F C F(S) C K, qualquer que seja S C K. A depender da cardinalidade do subconjunto S,

podemos adequar a notagdo definida acima. Se S = {@y,...,a,} for finito, podemos escrever
F(S):=F(ay,...,a,), em particular, se for unitdrio, digamos S = {a}, escrevemos F(S): =
F(a).

Algumas das extensdes de particular interesse, como supramencionado, sdo aquelas em

que F(S) = K, onde S é finito ou unitério. Para esses casos, temos a seguinte defini¢do.

Defini¢ao 2.1.6. Dizemos que K € uma extensdo finitamente gerada por F', se existem o1, ..., 0 €

K, tais que K = F(ay,...,Q,), nesse caso, chamamos i, ..., o, de geradores de K sobre F.
No caso em que K = F (), dizemos que K é uma extensao simples de F gerada por .

Exemplo 2.1.7. Considerando K um corpo qualquer e S = {1g}, o subcorpo de K gerado por S
€ o subcorpo fundamental de K. Além disso, para todo subconjunto S de K, o menor subcorpo de
K que contém SU{1g} € o corpo K(S). De fato, para a primeira afirmacdo, devemos mostrar
que o menor subcorpo de K que contém S é o subcorpo fundamental. Mas S estd contido
em todos os subcorpos de K e, sendo assim, estard na intersecdo desses subcorpos que, por

definicdo, é o subcorpo fundamental de K.

O exemplo a seguir nos d4 uma condi¢do necessdria e suficiente para que o subcorpo

de K gerado por § seja igual ao proprio F. Vale mencionar que resultados semelhantes a esse
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aparecerdo mais adiante no texto e serdo de grande importincia para o desenvolvimento de

outros.

Exemplo 2.1.8. Dada uma extensdo F C K e dois subconjuntos ndo vazios S e T de K, temos

que

(i) F(S)CF(T) se, e somente se, S C F(T). De fato, por um lado, considere que F(S) C F(T)
e tome x € S. Segue que x € SUF e, portanto, x € F(S) C F(T). Por outro lado, se
SCF(T), entdo F(S) CF(F(T))=F(T), donde F(S) CF(T).

(ii) Em particular, F(S) = F se, e somente se, S C F. Com efeito, considerando F(S) =
teremos que S C FUS C F(S) = F. Por outro lado, se S C F, entdo F(S) CF(F) =F,
donde F(S) C F. Além disso, por defini¢do, temos que F C F(S). Portanto, F(S) =F.

Vamos agora fazer uma primeira caracterizagdo para extensoes finitamente geradas. Se
F C K é uma extensdo de corpos, X = {Xj,...,X,} é um conjunto de n indeterminadas sobre
Keay,...,a, € K,posto a :=(ay,...,0,), indicamos f(a) como o valor do polinémio f(X)

calculado em «. A funcdo avaliagdo

va:F[X] =K

fX) = fla)

€ um homomorfismo de anéis com imagem

Fla]:=Floy,..., 0] := {f(a); £(X) € FIX]}

k kn.
= {chl‘..knoﬁl 0" Chy ok, € FOKG € N}
Nesses termos, temos o seguinte resultado.

Proposicdo 2.1.9. Sejam F C K uma extensdo de corpos e oo = (Qty,...,0,), com 0y,...,0, € K.

Entdo

= {f(@)g(a)"; f(X),g(X) € F[X],g(ex) #0} .
Além disso, para qualquer S C K, teremos que

= J{F(a,...,04,) :neN,0;, €S,Vj=1,...,n}.
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Demonstragdo. Considere o anel F[a] e note que F U {ay,...,0,} C Fla], pois F C F[o]
e a; € Fa], para todo i € {1,...,n}. Vejamos agora que esse é o menor anel que contém
Fu{ay,...,a,}, para isso, suponha que B seja um subanel de K que contém essa unido. Pelo
fato de as operagdes serem fechadas, temos que F|a] C B, donde F[o] € o menor anel que
contém FU{qy,...,a,}. Sendo assim, o menor corpo que contém F[c] também serd o menor
corpo que contém F U {a,...,0,}. Pelo teorema (1.1.18), temos que esse corpo é o corpo
de fragdes de F[a] em K, ou seja, o conjunto {f(a)g(a)~'; f(X),g(X) € F[X],g(a) # 0}.

Portanto,

F(o) = {f(a)g(o) ™" £(X),8(X) € F[X],g(ax) # 0}

Além disso, dado S C K, note que, para quaisquer ¢; € S, com iy, ..., i, € N, temos que

F<ai17"'7ain) QF(S) LOgO
L:=|J{F(a,...,o6,) :neN,0;; €S,Vj=1,...,n} CF(S)

Dado que F US C L, pela minimalidade de F(S), basta mostrar que L é um corpo. Para

iss0, se considerarmos x,y € L, existirdo n,m € N, ¢, ..., Q;,,®j,,...,Q;, €S, tais que
XEF(OCZ'I,...,OCl'n) € yEF((le,...,Oij)
Donde
-1
Xy 7x—yGF(OC,'17...,Otin,Ole,...,Oij)gL
Portanto, L € corpo e esta provado o resultado. OJ
p p

Um caso particular das extensdes finitamente geradas sdo aquelas geradas por um tnico
elemento, como ja denominamos, as extensOes simples. Mais adiante, sob certas condig¢des,
iremos caracterizar algumas extensdes simples, o que € de grande valia para o estudo de extensdes
de corpos, ja que toda extensao finitamente gerada pode ser construida, por recursao, como
um sequéncia finita de extensdes simples. De fato, dados n € N, «y,..., o, € K, para construir

F(oy,...,0,) como uma sequéncia finita de extensoes simples coloque

Fy:=F, F;=F_ (&), parai=1,...,n
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o que resultard em

FCF = F(a)

FCFHCF = F]((Xz):F((Xl)(az):F(Otl,(Xz)

hHChHRC---CF = anl(an>:F(alw--;anfl)(an):F(alw--yan)

Observe que, pelas propriedades das operacdes em K, essa construcdo independe da
ordem de escolha dos ¢;.

O exemplo a seguir ilustra uma extensdo simples gerada por um elemento o que ndo
pertence ao corpo de partida da extensdo, no entanto, seu quadrado pertence. Esse tipo de

extensdo serd estudada da sessdo (3.2) e, a saber, é chamada de extensdo quadritica.

Exemplo 2.1.10. Seja F um corpo numérico e seja oo € C\F, tal que a? € F. Entdo, a extensdo

simples de F em C gerada por o, é
F(a)={a+boa; a,bcF}

Com efeito, é claro que E :={a+bo; a,b € F} CF(a) e que FU{a} € E e, sendo assim, pela
minimalidade de F (), basta mostrar que E é um corpo. Para isso, considere x,y € E, entdo,

existem ay,ay,b1,by € F, tais que

x=ai+bix e y=ay+brx

| a—bha

Note que —y = —ar — bt e que y” ' = -5 5 Com isso,

x—y=aj+bia—ay—bya=(a;—ay)+ (b —b)aa €E

a)—bya ) _ajaz — b1b2a2 biay —a1by

= — oxck.
2 22

—1
X = (a1 +b10x
y =la+b >( 2-0a’ | 2

Logo, E ¢ corpo e segue o resultado.

A partir do exemplo anterior, conseguimos outra forma de enxergar C como uma extensao

de R, basta observar que a unidade imaginaria i € C\R é tal que i>: = —1 € R, como segue.

Exemplo 2.1.11. O corpo C é uma extensdo simples de R. De fato, nas condi¢des do exemplo

anterior, temos

C={a+bi;a,beR,i=v—1} =R()
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Para o préximo exemplo, tomaremos uma extensao finitamente gerada por dois elementos

e iremos contrui-la a partir de uma extensao simples.

Exemplo 2.1.12. A extensdo Q(\/Z \/§) pode ser vista como uma extensdo simples de Q gerada
por 2+ /3, ou seja, Q(\/i, \/§) = Q(\/i—l— \/§) O seguinte diagrama representa essas

extensoes.

Vejamos, primeiramente, que
QW2,V3) = F(V3), onde Fi=Q(V3)
De fato, pelo exemplo , temos F = Q(v/2) = {a+bv/2; a,b € Q}. Agora, note que

V3 ¢ @(\/ﬁ) pois, caso contrdrio, existiriam a,b € Q, tais que
V3=a+bV2 = 3=a>+2abV2+2b*

3 —a® —2b>
= V2="""__""
V2 2ab ’

o que significaria \/2 ser racional, o que é uma contradicdo. Com isso, Q(/2) C Q(v/2,v/3) e
resulta
QV2,V3)=F(V3) = {d+b'V3; d bt eF}
= {a1 +@V2+ (b1 +brV2)V3; a1, a0,b1,b, € Q}
= {a1 +axV2+bV3+byV2V3; ay,az,by,by € Q}
A mesma conclusdo poderia ser obtida considerando primeiro
F':=Q(V3)={a+bV3; a,bcQ}
e, de maneira andloga, teriamos
QW2V3)=F(V2) = {d+0V2d.b eF})
= {a1+aV3+ (b1 +b2V3)V?2; ar,a2,b1,by € Q}
= {aq + a3+ b1 V2+byV3V2; ar,ax,by by € Q}
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O que foi feito é perceber que Q(\/i, \/§) pode ser construido através de sucessivas

extensoes simples. Vejamos agora que

Q(V2,V3)=Q(a); a:=V2+V3.
Por um lado, claro que Q(a) € Q(v/2,v/3). Por outro lado, temos que

a=V2+V3 = V2=a-V3
= 2=(0—V3)>=0o>—2aV3+3,

2 2
o +1 a+1
donde \/3 = g Th Q(a). Isso

implica que Q(v/2) C Q(a) e Q(v/3) C Q(). Portanto, Q(v/2,v/3) C Q(x), 0 que conclui o

resultado.

€ Q(a) e, de forma andloga, também temos que /2 =

Para finalizar esse exemplo, note que /2 € R\Q e (v/2)?> € Q. Como adiantamos,
extensoes dessa forma serdo chamadas de quadrdticas, assim como Q(\/g) Jd a extensdo

Q(\/E, \/§) serd chamada de biquadrdtica, a qual estudaremos, de forma geral, na sessdo .

Exemplo 2.1.13. Se F é um corpo e f(X) =co+c1X +---+c, X" € F[X], 0 menor subcorpo de
F que contém os coeficientes de f(X) é o corpo F(cy,...,cn), onde F é o subcorpo fundamental
de F (pelo exemplo (2.1.7), o resultado é imediato). Esse corpo é chamado corpo de defini¢do (ou
de racionalidade) de f(X). Por exemplo, o corpo de defini¢do do polinomio X S HV3X24+2+1
é o corpo Q(v/2,V/3).

2.2 Elementos algébricos e elementos transcendentes

Relembre que, se F' C K €é uma extensao de corpos € & € K, a extensdo de F' em K gerada

por o é dada por

F(a) = {f(a)g(o)™": f(X),8(X) € F[X],(ax) # 0}

Para construir essa extensdo € necessario dizer se & é ou ndo raiz de algum polindmio ndo nulo

em F[X].

Defini¢ao 2.2.1. Seja F' C K uma extensdo de corpos e & € K. Dizemos que « € algébrico sobre
F se é raiz de algum polindmio ndo nulo com coeficientes em F. Caso contrdrio, dizemos que o

¢é transcendente sobre F.
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Em outras palavras, dizemos que o € K € algébrico sobre F se existe um polindmio
ndo nulo p(X) € F[X], tal que p(ct) = 0. Um simples exemplo para ilustrar essa defini¢io é o

seguinte.

Exemplo 2.2.2. Todo elemento o € F ¢é algébrico sobre F e para ver isso basta observar que o,

é raiz do polinomio X — a € F[X].

Considerando as extensdes F C L C K, o exemplo a seguir mostra que um elemento

o € K algébrico sobre F' também serd algébrico sobre L.

Exemplo 2.2.3. Se L é um corpo intermedidrio da extensdo F C K e o € K é um elemento
algébrico sobre F, entdo o também é algébrico sobre L. De fato, se a é algébrico sobre F,
existe f(X) =ao+a1X +---+a,X € F[X| ndo nulo, tal que f(o) = 0. Mas ay,ay,...,a, € F
implica que ay,ay,...,a, € L, jd que F C L. Sendo assim, a também anula um polinémio com

coeficientes em L, logo, é algébrico sobre L.

Por outro lado, o fato de & ser algébrico sobre L ndo implica que serd algébrico sobre F,

segue um contra exemplo.

Exemplo 2.2.4. Considere as extensées Q C Q(m) CR. Do exemplo , temos que T é
algébrico sobre Q(m), no entanto, T é transcendente sobre Q, veja a demonstracdo desse fato

em [2| Corollario 3.3.9].

2.3 Polinémio minimal de um elemento algébrico

Nesta secdo, vamos estudar as relagdes entre um elemento algébrico e os polindmios
que o tem como raiz. Comeg¢amos considerando uma extensao de corpos F' C K. Para dizer se
um elemento o € K € algébrico ou transcendente sobre F', podemos estudar o homomorfismo

avaliacao
va  F[X] =K
fX) = f(a)
Perceba que o nicleo de v € dado por ker(vy) = { f(X) € F[X]; f(a) =0}, esse é, precisamente,
o ideal de F[X] constituido dos polindmios que se anulam em o. Portanto, ¢ é algébrico sobre F

se, e somente se, I := ker(vq) é um ideal ndo nulo de F[X]. Com efeito, se o é algébrico sobre

F, existe um polindmio ndo nulo f(X) € F[X], tal que f(a) =0, ou seja, f(X) € I e, portanto,
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I € um ideal ndo nulo de F[X]. Por outro lado, se Iy é um ideal ndo nulo de F[X], existe um
polindmio ndo nulo em F[X] que se anula em @, ou seja, o é algébrico sobre F.

Nesse caso, como F[X]| é um anel de ideais principais, temos que I = (m(X)), onde
m(X) € o tnico polindmio monico de grau minimo em /y, como garante o teorema ((1.2.13).

Atribuiremos um nome especial para esse polindmio.

Definicao 2.3.1. Seja F' C K uma extensdo de corpos e & € K um elemento algébrico sobre F.
O polindmio ménico e de grau minimo em F[X] que se anula em o é chamado de polindmio
minimal de o sobre F. O elemento « € dito algébrico de grau n se o seu polindmio minimal € de

grau n.

Antes de demonstrarmos a primeira proposi¢do desta se¢éo, observe que se p(X) € F[X]
¢ um polindmio ndo nulo tal que p(a) = 0, entdo p(X) € Iy, = (m(X)), ou seja, existe um
polindmio ¢(X) € F[X], tal que p(X) = m(X)q(X). Em outros termos, podemos dizer que o
polindmio minimal de & divide todo polindmio que se anula em . Na proposi¢do a seguir,
mostraremos que € necessario e suficiente que esse polindmio p(X) seja monico e irredutivel

para que seja o polindmio minimal de .

Proposicio 2.3.2. Sejam F C K uma extensdo de corpos, a. € K e p(X) € F[X]| um polinémio
ndo nulo que se anula em a. Entdo p(X) € o polindmio minimal de & sobre F se, e somente se,

p(X) é monico e irredutivel sobre F.

Demonstrag¢do. Por um lado, considere que m(X) é o polindmio minimal de & sobre F. Por
defini¢do, m(X) € monico, devemos entdo mostrar que ¢ irredutivel, isto é, ndo pode ser escrito
como produto de dois polindmios, ambos com grau maior que zero. Suponha, por absurdo, que

existem g(X),h(X) € F[X], com dg(X),dh(X) > 0, tais que
m(X) = g(X)h(X) @

onde, dg(X),dh(X) < dm(X). De segue que 0 = m(a) = g(a)h(a). Como
g(a),h(a) € K e K é corpo, temos que g(a) =0 ou k(o) = 0. Se g(a) = 0, teremos uma
contradi¢do. Com efeito, se g(X) for monico, estamos contradizendo a minimalidade do grau
de m(X). Caso contrario, podemos criar o polindmio gg(X), onde ¢ é o inverso do coeficiente
diretor de g(X), dessa forma, gg(X) serd ménico e terd grau menor que o grau de m(X), o que
nos leva a mesma contradi¢do. A demonstracdo segue de maneira andlogo no caso em que

h(a) = 0. Portanto, m(X) é irredutivel.
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Reciprocamente, seja m(X) o polindmio minimal de & sobre F, considere que p(X) é
um polindmio ménico e irredutivel que se anula em o e vejamos que p(X) = m(X). Como
p(a) =0, temos que p(X) = m(X)h(X), para algum h(X) € F[X]. Como p(X) é irredutivel e
dm(X) > 1, temos que dh(X) = 0 e, pela proposigdo (1.2.9), devemos ter

Ip(X) = Im(X) +Ih(X) = Ip(X) = Im(X)

Assim, h(X) :=h € F e p(X) = m(X)h. Do fato de que p(X) e m(X) sdo ménicos, segue
que h = 1. Portanto, p(X) = m(X). O

Podemos agora incrementar o comentario feito antes dessa proposigdo, se p(X) € F[X] é
um polindmio ndo nulo que se anula em ¢, vimos que o polindmio minimal de & sobre F divide
p(X), a partir da proposi¢do, podemos concluir que m(X) ndo s6 divide p(X), como também é
um fator ménico e irredutivel de p(X).

Os dois proximos exemplos, apesar de muito simples, serdo de suma importancia para

resultados que faremos posteriormente.

Exemplo 2.3.3. Seja F C K uma extensdo de corpos. Um elemento o € K ¢ algébrico de grau
um sobre F se, e somente se, o € F. De fato, se o é algébrico de grau um sobre F, entdo
existe um polinomio f(X) =X +a € F[X| que se anula em @, isto é, f(a) = oo +a =0, donde
a = —a € F. Por outro lado, se o. € F, basta observar que & é raiz do polindomio monico e

irredutivel f(X) =X — o € F[X]. Logo, € algébrico de grau um sobre F.

Exemplo 2.3.4. Seja F C K uma extensdo de corpos e a € K\F. Como consequéncia imediata
do exemplo anterior, se o ¢ F, entdo o tem no minimo grau dois sobre F. Sendo assim, basta
que o seja raiz de um polinémio quadrdtico com coeficientes em F para que tenha grau dois

sobre F.
Facamos agora um exemplo mais pratico.

Exemplo 2.3.5. Todo niimero complexo ndo real tem grau dois sobre R. Com efeito, o :=

a+bi € C, com b # 0, é raiz do polinébmio

fX) = X>—(0+®)X+ a0 =X>—(2a)X + (a* +b*) e RX]
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De fato,

fla) = fla+bi)
= (a+bi)*>—2a(a+bi)+d*+b*
= a*+2abi—b* —2a* —2abi+d* +b*
= 2a* —2a* +2abi —2abi — b* 4 b*
=0
Um resultado ja esperado € que o grau de um elemento algébrico nao € tnico, ele pode

variar de acordo com o corpo sobre o qual ele é algébrico. O exemplo a seguir ilustra essa

afirmacao.

Exemplo 2.3.6. O niimero o := V243 tem grau 2 sobre Q(\/z) e grau 4 sobre Q. Para
mostrar esse exemplo, observe que o ¢ Q(\/E) caso contrdrio, pelo exemplo , existiriam

a,b € Q, tais que

a=V2+V3=a+bV2=V3=a+(b—1)V2

Como a,(b—1) € Q, isso implica que \/3 = a+ (b—1)v2 € Q(v/2), 0 que é um absurdo,
pois, pelo exemplo V3 ¢ @(\/E) Com isso, pelo exemplo , a tem pelo menos

grau dois sobre @(\/5) Basta agora construir um polinémio de grau dois que se anula em «Q.

Observe que

a:\/§+\/§ = \/5205—\/5
= 3=a?-20V2+2

= a?-2V2a-1=0
Como 1,-22,—1 ¢ Q(\/E) segue que O € raiz do polinomio quadrdtico
f(X)=X*-2vV2X -1 e Q(\2)[X]
Vejamos agora que o tem grau quatro sobre Q. Para isso, note que

a?—2V200-1=0 = 2V2a=a*-1
= 4200 =o*—20%+1

= oa*—100+1=0
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Como 1,—10 € Q, segue que o ¢é raiz do polinomio de grau 4
f(X)=x*-10X*+1€e QX]

Observe que esse polinomio é monico, assim, para mostrar que ele é o polinomio minimal
de a sobre Q, basta mostrar que ele ¢ irredutivel sobre Q (proposicao ([2.3.2). Comegcamos
verificando que ele ndo possui raizes racionais, para isso, considerando Y = X?* e calculando as

raizes, temos

104+ /100 —4
2
10+4/6
2

= Y=5+2V6

Y2-10Y+1=0 = Y=

Y =

FazendoY =5+2v6emY = X2, segue que

—54+2V6=X=+1/5+2V6

Donde as raizes sdo X; = V5+2v6, Xo = V/5-2v6, X3 = —\/5+2V6 e X4 = —/5— 26,

todas ndo racionais. Dessa forma, f(X) ndo possui fatores de grau um sobre Q, consequente-
mente, ndo terd nenhum de grau trés. Verificaremos agora que f(X) ndo tem fatores de segundo

grau com coeficientes em Q. Observe que

fX) = x*—10x2+1
(X*)?—-2-5X>+25-24

= (X*-5)"— (V24
(X2 —5—24)(X>—5+/24)
(X2 —5-2v6)(X>—5+2V6)

Observamos que os polindémios (X> —5 —21/6) e (X> —54-2v/6) ndo tém todos os coeficientes

em Q. Portanto, f(X) = X* —10X2 + 1 é irredutivel sobre Q, o que conclui o exemplo.

2.4 Extensoes simples

Agora temos condigdes suficientes para caracterizar extensdes simples F (), dependendo
unicamente do fato de o ser algébrico ou transcendente sobre F'. Faremos essa caracterizagao

com o proximo teorema. Antes disso, relembre que na secdo anterior mostramos que o €
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algébrico sobre F se, e somente se, ker(vy) € ndo nulo, nesse caso, ker(vy) = (m(X)), onde

m(X) é o polindmio minimal de & sobre F.
Teorema 2.4.1. Seja F C K uma extensdo de corpos e o. € K. Entdo:
(a) Se o é transcendente sobre F, entdo F(a) é isomorfo a F(X).
(b) Se a é algébrico sobre F, entdo F(a) = F|al.
Demonstragdo. Para fazer a demonstracio do teorema, utilizaremos o homomorfismo
va: FIX] = K, f(X)— fla)
cuja imagem é dada por vy (F[X]) = F|al.

(a) Se a é transcendente sobre F, entdo ker(vy) € nulo. Donde v, € injetiva. Com isso, temos
que

va : FIX] — Fla]

¢ um isomorfismo. Como F[X] é isomorfo a F[ct], entdo, pelo teorema (1.1.19) os seus

respectivos corpos de fragdes também sdo isomorfos, isto é, F(X) é isomorfo a F ().

(b) Sendo ¢ algébrico sobre F com polindmio minimal m(X), temos que ker(vy) = (m(X)) é

ndo nulo. Pelo teorema (I.1.16), temos que a aplicagdo
va:F[X]/{m(X)) — Fld]

¢ um isomorfismo. Pela proposi¢do (2.3.2), m(X) é irredutivel, logo, de acordo com
a proposicéo (1.2.18)), segue que F[X]/(m(X)) é um corpo, sendo assim, F[o] C F ()

também ¢ um corpo. Logo, pela minimalidade de F (o), temos que F[ot] = F(c).
0

Com esse teorema em maos, podemos demonstrar uma nova caracterizagao para extensoes

simples geradas por um elemento algébrico.

Corolario 2.4.2. Seja F C K uma extensdo de corpos e a € K. Entdo o, é algébrico sobre F se,

e somente se, F|a] = F(a). Nesse caso,
F(a)={co+cra+--+c, 10" co,...,co_1 €F}

onde n é o grau de a sobre F.
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Demonstragdo. Se a é algébrico sobre F, entdo F|a] = F(a), pelo teorema anterior. Por outro
lado, considere F|[o| = F (@) e suponha, por absurdo, que « é transcendente sobre F. Como
Fla] = F(a), temos que F|a] é um corpo. No entanto, vimos na demonstra¢do do teorema
anterior que F|a] € isomorfo a F[X], que ndo € um corpo. Sendo assim, F[¢]| ndo pode ser um
corpo, o que contradiz a igualdade F|a] = F(a). Portanto, o deve ser algébrico sobre F.

Para a segunda parte, considere que o seja algébrico de grau n com polindbmio minimal
m(X). Assim, pelo algoritmo da divisdo euclidiana, qualquer que seja f(X) € F[X] ndo nulo,
existem ¢(X),r(X) € F[X], com dr(X) =0 ou dr(X) < dm(X), tais que f(X) =m(X)q(X)+
r(X). Aplicando em a, segue que f (o) = m(ot)g(et) +r(a), como m(X) € o polindmio minimal

de a, temos que m(a) = 0, entdo f(a) = r(a). Portanto,
Fla)=Fla] = {f(a)€K; f(X) € F[X]}
= {r(a) €K; r(X) € F[X],0r(X) =0o0udr(X) < dm(X)}
= {co+cio+--4cp10" Y co,cr,.. cp) €FY
O que conclui o resultado. O

Esse coroldrio serd uma grande motivagdo para a se¢do seguinte, mas, antes disso,

vejamos uma aplicacdo bem interessante para ele nos dois proximos exemplos.

Exemplo 2.4.3. Seja o um elemento algébrico de grau n sobre F com polinémio minimal
m(X). O inverso de um elemento ndo nulo B € F() pode ser determinado com o algoritmo
da divisdo euclidiana. Com efeito, dado B = co+c10+---+cp1a" ! € F(a), temos o
seu respectivo polinomio r(X) = co+c1X +---+c,_1 X"~ € FX], isto é, r(a) = B. Pela
proposigao (2.3.2), m(X) € irredutivel sobre F, além disso, o grau de r(X) é menor que o grau
de m(X), sendo assim, m(X) e r(X) sdo coprimos. Disso, pela identidade de Bezout (1.2.14)),
existem g(X),h(X) € F[X], tais que r(X)g(X) +m(X)h(X) = 1. Aplicando em o e sabendo que

m(a) = 0, segue que r(a)g(o) =1, ou seja, Bg(a) = 1. Portanto, g(&) € o inverso de .

Exemplo 2.4.4. Vamos determinar o inverso racionalizado de B = /2+ /3 + 1. Observe
que B € Q(t), onde o := /2 ++/3, como vimos no exemplo , o polinémio minimal de
o =243 sobre Q é m(X) = X* —10X2 + 1, que tem grau quatro. Pelo coroldrio anterior,
temos que Q(a) = {co+ c1a + 20 + c303; ¢1,¢2,¢3 € Q}, além disso, de acordo com o
exemplo acima, vamos considerar o respectivo polindémio de 3, ou seja, r(X) = X + 1. Ao dividir

o polinémio minimal m(X) por r(X), obtemos

Xt —10X2+1=(X+1)(X°—X?>—9X+9) -8 = m(X) =r(X)(X> —X?>—9X +9) -8
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Aplicando em o, segue

m(a) = r(a)(a®—a*—90+9)—8

8 = B(a®—a’—90+9)
3.2
| - B(a oc8 9a+9)

Portanto, o inverso racionalizado de B =~/2++/3+1¢

(P —o?—9a+9) 2+v2-V6
8 N 4 '

Bl =

Outro corolario que podemos extrair desse teorema relaciona extensdes simples geradas
por elementos algébricos que possuem mesmo polindmio minimal sobre um corpo F, a saber,

tais extensao sao isomorfas.

Corolario 2.4.5. Sejam F C K uma extensdo de corpos e &, B € K dois elementos algébricos de
grau n sobre F com o mesmo polinémio minimal m(X). Entdo a aplicagdo

F(a) > F(B); cotero+-+e 1o s co+eif+--+ep1 !
€ um isomorfismo.

Demonstragcdo. Pelo teorema (2.4.1), se m(X) é o polindmio minimal de a e B, e r(X) =
co+ciX+--+c, 1 X" ! € F(X), entdo temos dois isomorfismos

o1 FIX]/(m(X)) = F(a); r(X)+(m(X)) = r(a) =co+cia+ - +c, 10"

@2 FIX]/(m(X)) = F(B); r(X)+(m(X)) = r(B) =co+c1B+---+cp 1"

Sendo assim, basta considerar a composicio ¢ : F(a) — F(B) = ¢! o @2, que serd um isomor-

fismo. 0

Note que a reciproca desse coroldrio ndo é verdadeira, como segue.

Exemplo 2.4.6. O fato de F(a) e F(B) serem isomorfos, ou mesmo iguais, ndo implica que o e
B tem o mesmo polindmio minimal. Vejamos, como exemplo, que Q(v/2) = Q(a+ bv/2), para
todo a,b € Q, com a# 0, mas \/2 e o = a+ bv/2 possuem polindmios minimais diferentes. E
claro que o polindémio minimal de \/2 sobre Q é X*> — 2. Vamos agora encontrar o polinémio

minimal de @ = a+ b\/2 sobre Q, note que
a=a+bV2 = o—a=5bV2
= o’ —2aa+a>=2b

= o —2a00+a*—-2b*=0
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Assim, « é raiz do polinomio f(X) = X? —2aX + a* — 2b* € Q[X]. Como o ¢ Q, pelo exemplo
, segue que f(X) é o polindmio minimal de & sobre Q. Jd mostramos que os polindomios
minimais sdo diferentes, basta verificar a igualdade das extensoes. Como o grau de o sobre Q é

dois, pelo coroldrio [2.4.2), temos que

Qa+bV2) = {co+ci(a+bV?2); co,c1 € Q}
= {(co+c1a)+ (c1h)V2; co,c; € Q}
= {d+bV2;d, b €Q}
= Q(a)

Também, pelo exemplo , sabemos que Q(v/2) = {a+bv/2;a,b € Q}. Construimos entdo

duas extensoes simples iguais, mas com polinomios minimais dos elementos geradores diferentes.
Um exemplo particularmente interessante e, talvez contraintuitivo, é o seguinte.

Exemplo 2.4.7. E possivel construir extensoes isomorfas entre corpos de niimeros estritamente
reais e corpos de niimeros complexos. De fato, se B # 1 é uma raiz ciibica complexa da unidade,

—1+iV3

. , ~ 3 3 . A . ..
isto é, [33 =1, por exemplo, ,entdo /2 e \/5[3 possuem o mesmo polinéomio minimal

X3 —2 sobre Q. Dessa forma, pelo coroldrio anterior, a aplicacdo
QV2) ~ QV3B); r(V2) - r(V3P)

com r(X) = co+c1X +c2X? € Q(X), é um isomorfismo de corpos. Observe, no entanto, que

Q(v/2) é um corpo de niimeros estritamente reais e Q(~/23) néo o é.



CAPITULO 3

EXTENSOES FINITAS

3.1 Extensoes finitas

Nesta secao estudaremos extensoes finitamente geradas. Como motivagdo, se F' C K
€ uma extensdo de corpos € o € K € um elemento algébrico de grau n sobre F, temos que a

extensdo F (o) é, de acordo com o coroldrio (2.4.2)), caracterizada da seguinte forma
F(a)={ao+aio+---+a,_1a"""; ag,ay,...,a,1 € F}.

Note que essa extensdo € constituida de combinacdes lineares de poténcias de o, em
termos da dlgebra linear, tais poténcias geram F () sobre F'.

Para formalizar e generalizar essa ideia, veremos que o corpo K pode ser visto como um
espaco vetorial sobre o corpo F'. Com efeito, se F' € um corpoe ¢ : F — A € um homomorfismo de
anéis nao nulo, entdao A € um espago vetorial sobre F' (ou F- espago vetorial) com a multiplicagao

por escalar definida por
“FxA—A;, (x,a)—x-a=0¢x)-a
Assim, se F' C K € uma extensdo de corpos, existe uma imersao ¢ : F' — K e, portanto,
K é um espaco vetorial sobre F.

Definicao 3.1.1. Seja F C K uma extensao de corpos. A dimensio de K como F'- espaco vetorial,
denotada por [K : F|, é denominada grau de K sobre F. Dizemos que K tem dimens@o finita

sobre F' (ou que K ¢é finito sobre F') se K tem grau finito sobre F'.

Agora, podemos acrescentar essa informagao sobre o grau de uma extensao nos diagramas.
Por exemplo, considere as extensdes F C L C K e suponha que [K : L] =me [L: F] = n, podemos

fazer uma representacdo da seguinte forma.

35
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K

Im
in

Como primeiro exemplo desta secdo vamos mostrar que dada uma extensao de corpos,

podemos verificar se 0s corpos sao iguais apenas observando o grau da extensao.

Exemplo 3.1.2. Seja F C K uma extensdo de corpos. Entdo F = K se, e somente se, [K : F] = 1.
Por um lado, se F = K, basta observar que {1x} é uma base de K sobre F, de fato, dado v € K,
basta tomar v € F como escalar, assim v = 1yv. Por outro lado, considere que [K : F] =1 e {k}
uma base de K sobre F. Suponha que F # K. Entdo, existird v € K\F. Se v pudesse ser escrito
como combinagdo linear da base de K, existiria a € F tal que v = ak, donde k = alveF. Logo,

v=ak=aa"'v € F. O que serd um absurdo. Portanto, F = K.

Uma extensio ja conhecida é R C C, nesse contexto de espagos vetoriais, podemos visu-
alizar C como um espaco vetorial de dimensao finita sobre R, mais ainda, podemos determinar o

grau de C sobre R. O seguinte exemplo elucida essa ideia.

Exemplo 3.1.3. O corpo dos niimeros complexos C é uma extensdo finita de grau dois sobre R.
Com efeito, dado z € C, existem a,b € R, tais que 7 = a+ bi, sendo assim, o conjunto linearmente

independente {1,i} gera C sobre R e, portanto, é uma base.

Uma das vantagens em estudar extensdes de corpos utilizando o conceito de espagos
vetoriais € o ganho de todas as boas ferramentas da dlgebra linear, as quais utilizaremos para
provar diversos resultados relacionados as estruturas algébricas estudadas neste trabalho, em
particular, as extensdes finitas.

Como primeiro resultado desta se¢@o, provaremos diversas equivaléncias para o fato da

extensdo F C F(a) ser finita, o qual serd muito utilizando no restante do texto.

Proposicao 3.1.4. Se F C K ¢é uma extensdo de corpos, entdo as afirmacdes a seguir sdo

equivalentes:

(i) F C F(o) é uma extensdo finita;
(ii) a é algébrico sobre F;
(iii) Flo] =F(a);
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(iv) F|a] é um espago vetorial de dimensdo finita sobre F;

Além disso, n:= [F (&) : F] é igual ao grau de o sobre F e {1,a,...,0" '} é uma base de F ()

sobre F.

Demonstragdo. (i) = (iv) Suponhamos que F' C F () seja uma extensao finita de grau n > 1.
Isso implica que existe uma base de F () sobre F com n elementos. Como Flo] C F(a),
teremos que os n elementos da base de F (o) também geram F[c|. Sendo assim, o conjunto
{1,a,...,a"} C F[a], que possui n+ 1 elementos, é linearmente dependente sobre F. Logo, é
possivel extrair dele uma base finita de F'[a] sobre F. Portanto, F || ¢ um espaco vetorial de
dimensdo finita sobre F'.

(iv) = (i) Seja F[o] um espago vetorial de dimensdo finita n > 1 sobre F. Pelo
mesmo argumento utilizado no item anterior, os n+ 1 elementos {1,c,...,o"} C Fla] séo
linearmente dependentes sobre F. Dai, existem escalares cg,c1,...,c, € F, ndo todos nulos, tais
que co+c1x+---+c,a" = 0. Ou seja, & anula o polindmio ndo nulo cy+c1 X +---+ ¢, X" €
F[X]. Portanto, é algébrico sobre F.

(if) <= (iii) O resultado ¢ imediato, pelo corolario (2.4.2)).

(ii) = (i) Considere o algébrico de grau n > 1 sobre F, com polindmio minimal
m(X). Veremos que o conjunto § = {1, «,...,a" '} é uma base de F () sobre F e, portanto,

[F(a) : F] = n coincide com o grau de ¢ sobre F. Com efeito, pelo coroldrio (2.4.2), temos que
F<OC) = {C0+C106+"'+Cn,106n_]; COy---,Cp_1 € F}

ou seja, B € um conjunto gerador de F (). Basta agora verificar que esse conjunto € linearmente
independente. Suponha, por absurdo, que 8 é um conjunto linearmente dependente. Sendo assim,
existem escalares cg,cq,...,c,—1 € F, ndo todos nulos, tais que co+c1+---+c,—1 a1 =0.
Donde « anula o polindmio co+ ¢ X +--- +c,_1 X"~ ! € F[X], que tem grau menor que 7,
contrariando a minimalidade do grau de m(X). Sendo assim, 8 deve ser um conjunto linearmente
independente. Portanto, f = {1,a,..., a”_'} é, de fato, uma base de F () sobre F, o que

conclui o resultado. L]

Corolario 3.1.5. Seja F C K uma extensdo de corpos. Entdo um elemento o € K é transcendente

sobre F se, e somente se, F(a) tem grau infinito sobre F

Demonstracdo. Esse coroldrio é, precisamente, a contrapositiva da implicagdo (i) = (ii), do

teorema anterior. L]
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Proposicao 3.1.6. Sejam F C L C K extensoes de corpos. Entdo K ¢é finito sobre F se, e somente

se, K é finito sobre L e L ¢ finito sobre F. Além disso,
[K:F|]=[K:L|[L:F]

Demonstragdo. Por um lado, se K for finito sobre F, entdo K € um F-espaco vetorial de
dimensao finita, donde existe um conjunto finito B C K de geradores de K como F-espago
vetorial. Como F' C L teremos que 3 ainda gerard K como L-espago vetorial, ou seja, K serd
finito sobre L. Além disso, como L € subespago vetorial de K como F-espaco vetorial, segue,
pela proposicdo (1.3.12)), que L também ¢ finito sobre F.

Por outro lado, considere que K seja finito sobre L e que L seja finito sobre F, com
[K:Ll=nelL:F|=m. Sendo assim, existem B; = {vy,...,v,} e B = {wy,...,wy,}, bases
de K sobre L e L sobre F, respectivamente. Vamos mostrar que o conjunto 8 = {vjw;; v; €
Bi,w; € B>} é uma base de K sobre F, isto é, B gera k e ¢ linearmente independente sobre

F. Dado k € K, como f3; é base de K sobre L, existem escalares a;, 0y, ..., 0, € L, tais que

n
k=Y a;v;. Da mesma forma, como f3; é uma base de L sobre F, para cada i € {1,2,...,n}
=1
. l . m . . .
existem ¥i;, i, - - -, Ymi € F , tais que o; = Y ¥;jw;. Fazendo as substitui¢des e manipulag¢oes
j=1
convenientes, segue que para quaisquer i € {1,...,n} e j€ {l,...,m} tem-se

n
k=
i=1

n m
=2 | X wwi | v
i=1 \j=1
m
Z Yijiw;vi,

I
Il M:

onde ¥;; € F. Segue que k € K é combinagdo linear de elementos em f3 e, sendo assim, este é
um conjunto gerador de K sobre F.

Vejamos agora que 3 é um conjunto linearmente independente. Considere escalares
Yij€ F,comie {l,...,n}eje{l,...m}, tais que
n

m
Z ijv,:Z Z'}/UWJ vi=0

i=1 \j=1

[ M:

Como o conjunto f; = {vy,...,v,} é linearmente independente, devemos ter que
m
2 % =0
Jj=1
Da mesma forma, 8, = {wy,...,w;,} é um conjunto linearmente independente, segue entdo que

%j=0,Vie{l,...,n} eVje{l,...,m}. Comisso, provamos que o conjunto f3 ¢ linearmente
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independente sobre F. Portanto, B = {vywj; i=1,...,ne j=1,...,m} ¢ uma base de K sobre

F, com nm elementos, donde [K : F] = nm = [K : L|[L : F], o que conclui a demonstragdo. [

Sob certas condicdes dos graus envolvidos em uma extensao de corpos que possui um
corpo intermedidrio, podemos concluir algumas igualdades entre esses corpos, como mostra o

corolério a seguir.
Corolario 3.1.7. Seja F C L C K uma extensdo finita de corpos. Entdo
(a) Se [K:F]=[L:F]|, entdo K = L.
(b) Se [K:F]=|K:L], entdo F = L.
Demonstragdo. (a) Como F' C L C K € uma extensdo finita, pela proposi¢do anterior, temos que
[K:F|=[K:L|[L:F]

Fazendo [K : F| = [L: F] nessa igualdade, segue que [K: F| = [K: L|[K: F] = [K: L] = 1. Pelo
exemplo (3.1.2)), concluimos que K = L.

(b) De maneira andloga, temos que [K : F| = [K : L|[L : F]. Fazendo [K : F] = [K : L] nessa
igualdade, segue que [K : L] = [K : L|[L: F] = [L: F] = 1. Pelo exemplo (3.1.2), concluimos
que L=F. [

Corolario 3.1.8. Seja F C K uma extensdo finita de corpos. Entdo todo elemento o € K é
algébrico sobre F e o seu grau sobre F divide [K : F). Além disso, se F C L C F(a), entdo o

grau de o sobre L divide o grau de o sobre F.

Demonstra¢do. Temos que F C F(a) C K. Como F C K é uma extensao finita, pela proposi¢ao
(3.1.6), temos que K € finito sobre F (o) e F (o) é finito sobre F. Sendo assim, pela proposi¢do
(3.1.4), temos ainda que & € algébrico sobre F e [F(a) : F] é o grau de o sobre F. Além disso,

de acordo com a proposi¢do (3.1.6), temos que
K:F|=[K:F(a)][F(a):F]

Logo, o grau de a sobre F divide [K : F].
Além disso, pela proposicao (3.1.4), mostrar que o grau de o sobre L divide o grau de
o sobre F equivale a mostrar que [L(¢) : L] divide [F (o) : F]. Considerando F C L C F(«),
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temos que F(a) C L(a). Como L(o) contém F U {a}, pela minimalidade de F (), segue que
L(a) = F(a). Sendo assim, pela proposi¢do[3.1.6] segue que

[F(a):F]=[F(a):L][L:F]
Portanto, [L(a) : L] = [F () : L] divide [F () : F], o que conclui a demonstragao. O

O préximo corolério mostra que se K € uma extensdo com grau primo sobre F', entdo o

corpo K é uma extensdo simples de F gerada por qualquer elemento o € K\F.

Corolario 3.1.9. Se F C K ¢é uma extensdo de corpos e [K : F| = p é um niimero primo, entdo

K = F(a), para todo o € K\F. Além disso, uma base de K sobre F é {1,,...,aP~ '}
Demonstrac¢do. Dado a € K\F, temos que F C F(a) C K. Como F C K é uma extensdo finita,
pela proposicdo (3.1.6), segue que
p=[K:F] = [K: F(o)][F(00) : F]

ou seja, [F(a) : F| divide p. Como p é primo, temos que [F(a) : F] =1ou [F(a): F] = p. Note
que a € K\F, donde F(a) # F, sendo assim, do exemplo (2.3.3)), temos que [F () : F] # 1,
portanto, [F (&) : F] = p. Comisso, p = [K : F| = [F(«) : F], pelo coroldrio (3.1.7), segue que
K = F(a), paratodo o € K\F. O fato de {1,c,...,a”~'} ser uma base de K sobre F decorre
de [F(a) : F] = p e da proposi¢do (3.1.4). O

3.2 [Extensoes quadraticas

Uma extensdo F C K, tal que [K : F| = 2, é chamada de extensdo quadratica. Nesse caso,
como dois € primo, segue, pelo coroldrio (3.1.9), que K = F(a), qualquer que seja o € K\F.
Além disso, o é raiz de um polindmio irredutivel m(X) = X 2 4+ bX + ¢, com coeficientes em F,
uma base de K sobre F é {1, a}.

No decorrer do que faremos a seguir surgird, naturalmente, uma divisao por dois, para
que tal divisdo seja possivel, € necessario que estejamos sobre um corpo cuja caracteristica nao
seja 2. Sendo assim, considere agora F' um corpo de caracteristica diferente de dois e F(¢t) uma

extensdo quadratica, com a?+bo+c =0, onde b,c € F. Posto A= b% — 4c¢, temos
a>+ba+c=0 = a’+ba=—c
= 40’ +4ba = —4c
= b’ +4a’ +4ba=b* —4c

= (b+2a)*=A
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Portanto, em F (o) existe um elemento ¥ := +(b +2a), tal que y> = A € F. Além disso,
a pode ser expresso da seguinte forma: @ = % Com certo abuso de notacdo e pensando em
uma analogia com o caso numérico, podemos definir y := 4+/A e encontrar a férmula usual para

solucdo de equacdes quadriticas

g Y=b_ —bE£VA
22
Yy b . :
Note que a = ) € F(7y), sendo assim, devemos ter que ¥ ¢ F. Com efeito, se y € F,

entdo, pelo exemplo (2.3.3), terfamos que F(y) = F, donde o € F(y) = F, o que ndo pode
acontecer, pois & € K\F. Além disso, ¥ anula o polindmio de grau dois X> — A € F[X], o que
nos possibilita concluir, de acordo com o exemplo (2.3.4), que ¥ tem grau dois sobre F, ou seja,
2=[F(a):F|=[F(y):F|. Observe também que, como o € F(y), entdo F C F(o&) C F(y).
Sendo assim, pela proposic¢do (3.1.7), segue que F(a) = F (7).

Reciprocamente, se Y ¢ F e y* := ¢ € F, entdo ¥ é raiz do polindmio X? — ¢ € F[X].
Disto, y tem no maximo grau dois sobre F. Note que, pelo exemplo (2.3.3)), y ndo pode ter grau
um sobre F, sendo assim, terd grau dois. Consequentemente, a extensdo F(y) é quadratica sobre
F.

A conclusdo que podemos fazer é que todas, e apenas as extensoes quadraticas de um
corpo F com caracteristica diferente de dois sdo do tipo F(}), com y ¢ F e y> € F. Em corpos
com caracteristica igual a dois essa conclusdo ndo é verdadeira. Para verificar essa afirmacao,

veja [2, Esempi 4.1.2, p. 136].

3.3 Extensoes biquadraticas

Se F é um corpo e F(a) e F(P) sdo duas extensdes quadraticas distintas de F, entdo a
extensdo F(a,B) = F(a)(B) é chamada de extensdo biquadratica de F. Observe que F(a) #
F(B) se, e somente se, B ¢ F(a) (ou equivalentemente, o ¢ F(f3)). Com efeito, considere
F(a) # F(P) e suponha que B € F(a). Assim, F C F(f) C F(co). Além disso, temos que
[F(o) : F] =[F(B) : F] =2, 0 que implica, pelo coroldrio (3.1.7), que F(a) = F (). Por outro
lado, é claro que se B ¢ F(a), entdo F(B) € F(), logo, F(B) # F(a).

Vamos mostrar agora que 3 tem grau dois sobre F (). Para isso, observe que 3 anula um
polindmio de grau dois com coeficientes em F, pois [F(B) : F] = 2, sendo assim, também anula

um polinémio de grau dois com coeficientes em F(¢t). Logo, como 8 ¢ F(a), pelo exemplo

(2.3.4)), segue que B tem grau dois sobre F (o), entdo, [F(o)(B) : F(a)] = 2.
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Podemos agora verificar que a extensdo F(a, ) tem grau quatro sobre F. Como F C

F(a) C F(a)(B), segue, da proposigio (3.1.6), que

[F(a,B) - Fl = [F(a)(B), F] = [F(a)(B) : F(a)] [F(a) : F] = 4

-

2 2

Ainda por essa proposicdo, temos que {1,a} e {1,3} sdo bases de F(x) e F(f3) sobre
F, respectivamente. Sendo assim, {1, a, B, af } é uma base de F(a,3) sobre F.

Mostraremos que F (¢, ) = F(y), onde y:= a + 3. Para isso, utilizaremos o corolério
(3.1.7), sendo assim, ¢ suficiente verificar que F C F(y) C F(a,B) e [F(y) : F] = [F(a,B) : F),
ou seja, [F(y): F] =4. Note que y € F(o, 3), donde obtemos a primeira condi¢do: F C F(y) C

F(a,B). Pela proposi¢do (3.1.6), temos que

4=[F(o,B):F]=[F(a,B): F(Y)][F(7): F].
Posto d := [F(y) : F| temos que d divide 4 e, sendo assim, teremos trés possibilidades:
(a)d = 1: Note que y ¢ F, caso contrario, terfamos B =y—oa € F(a),poisy€ F(a) e o € F (o),
0 que ndo pode acontecer, pois queremos que F'(f3) e F (o) sejam extensdes distintas, e estas o
serdo se, e somente se 8 ¢ F (o). Logo, pelo exemplo (2.3.3), d # 1 e, sendo assim, este item é
falso.
(b) d = 2: Isto significa que F C F(y) é uma extensdo quadratica, ou seja, ¥ anula um polinbmio
ménico de grau dois sobre F, seja m(X) = X2 +c1X + co esse polindmio e considere p(X) = X2+
aiX+apeqX)=X 2 £ b1 X + by os polindmios minimais de ¢ e B sobre F, respectivamente.

Assim,
m(y)=p(a)=q(B)=0 = P+diy+do=0o’+aja+ag=p>+b1f+by=0
= Y+diy+dy—a?>—aio—ay—pB>—bf—by=0
Fazendo Yy = a + B3, segue que
(a+B)+di(a+B)+dy—o®—ajax—ag— B> —b1f—by=0=
= a’+20B+ B2 +dio+d\B+dy—a*—aja—ag— B> —b B —by=0.
Cancelando o e B2 e colocando & e 3 em evidéncia em alguns termos, vem
(do—ao—bo) + (di —ar)a+(di —b1)B+20 =0

O que é uma contradig¢do, pois {1, ¢, B, @} € um conjunto linearmente independente
sobre F, porque é uma base de F(a, ) sobre F, sendo assim, deveriamos ter todos os escalares

nulos, o que ndo acontece. Portanto, este item também € falso.
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(c) d = 4: Nos resta entdo este item, ou seja, d = [F(y) : F] = 4, como queriamos demonstrar.
Portanto, F(y) = F(a+ ) = F(a, B), e uma outra base de F(7) sobre F é {1,7,7%,7}
(proposicdo (3.1.4)).
Vamos agora encontrar o polindmio minimal de ¥ sobre F'. Suponhamos que F tenha
caracteristica diferente de dois, assim, como F(a) e F(B) sdo extensdes quadraticas, pela
caracterizacdo feita na se¢dio anterior, temos que a := & e b := 32 sdo elementos de F. Neste

caso, o polindmio minimal m(x) de ¥ sobre F serd um polindmio ménico biquadratico. De fato,

y=a+B = Y =a’>+2ap+p>
Y =a+2aB+b
Y —a—b=2ap
v +a% + b2 —2ay* — 2bY* + 2ab = 4a* 82

-
-

-

= Y —2(a+b)y*+d*+2ab+b* = 4ab
= 7 —2(a+b)y +d*—2ab+b* =0
-

¥ —2(a+b)yY+(a—b)?=0

Logo, ¥ é raiz do polindmio biquadratico X* — (2a +b)X? + (a — b)* € F[X].
A reciproca de tal fato nao €, em geral, verdadeira, ou seja, se o polindmio minimal de y
sobre F ¢ biquadratico, ndo necessariamente a extensao F(y) é biquadratica. Um exemplo de tal

afirmacdo pode ser encontrado em [2, Sezione 3.5.2, p. 126].

3.4 Extensées do tipo Q(/a,/b)

Sejam a, b € Q, tais que X3 —a e X* — b sejam polindmios irredutiveis sobre Q e considere
a, B € C, tais que o® = a e B? = b. Mostraremos que Q(ct, B) = Q(/a,/b) tem grau 6 sobre
FeQ(a,B)=Q(y),onde y:= o+ B.
Note que o tem grau trés sobre Q, pois é raiz do polindmio irredutivel X> —a € Q[X]
e, de maneira andloga, 3 tem grau dois sobre Q. Equivalentemente, pela proposicdo (3.1.4),
temos que [Q(a) : Q] =3 e [Q(B) : Q] =2. Além disso, como a € Q(c, ), segue que
Q C Q(a) € Q(a, B). Sendo assim, pela proposicao (3.1.6), vem
[Q(e, B) - Q] = [Q()(B) : Q)] [Q(ex) : Q] = [Q(B) () - Q(B)][Q(B) : Q] 3.1

~——————
3 2
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Com isso, d; := [Q(c, B) : Q] é miiltiplo de dois e de trés, logo, é multiplo de seis.
Também sabemos que ¢ anula um polindmio de grau trés sobre Q C Q(f), donde o tem no
méximo grau trés sobre Q(f), ou seja, dp := [Q(B)(ax) : Q(B)] < 3. Portanto, da equagdo (3.1,
segue que dy =dj -2

Como d; € miltiplo de seis, e d» < 3, devemos ter que d» = 3, 0 que nos possibilita
concluir que d; = [Q(¢et, B) : Q] = 6, como queriamos.

Além disso, da proposicao , temos que {1,a,a’} e {1,B} sdo bases de Q(«) e
Q(B) sobre Q, respectivamente. Sendo assim, {1, o, a?,,aB, «*B} é uma base de Q(a, B)

sobre Q. Vamos visualizar um diagrama que representa essas extensoes.

Q(a, B)

Vejamos agora que Q(y) = Q(at, B), com y= o+ . Observe que ¥y € Q(a, ), logo,

Q CQ(y) €Q(«,B), para mostrar a igualdade, utilizaremos, novamente, o coroldrio (3.1.7),

entdo basta verificar que [Q(y) : Q] = [Q(«, B) : Q] = 6. Da proposigdo (3.1.6), temos que
6=[Q(a,B): Q] =[Q(c, p) : QM][Q(y) : Q]
Donde d := [Q(7) : Q] divide seis, sendo assim, temos quatro possibilidades:

(a) d = 1. Analisando o diagrama, percebemos que a extensdo Q(a) C Q(o)(p) tem grau 2,
logo, pelo exemplo (2.3.3)), temos que B ¢ Q(a). Se d = 1, entdo, pelo mesmo exemplo,

Y € Q, o que implicaria B = y— o € Q(a), que ndo pode ocorrer. Logo, este item € falso.

(b) d =2. Se d =2, entdo Q(7y) é uma extensdo quadrética, ou seja, ¥y anula um polindmio

m(X) = X% +c1X +co € Q[X]. Assim,

my) =y +cy+c=0 = (a+B)*+ci(a+B)+co=0

= a’+20B+B>+ba+cif+co=0

Como o conjunto {1, a, &, B, o3, B} é linearmente independente, pois é uma base de

Q(a, B) sobre Q, a igualdade acima é uma contradi¢do. Assim, este item também € falso.
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(¢c) d = 3. De maneira andloga, se d = 3, entdo y anula um polindmio m(X) = X3 + c,X? +

c1X +co € Q[X]. Assim,

m(y) =7 +ay +cy+tc = 0
(a+B)P+cr(o+B) 2 +ci(a+B)+co = 0

o +302B +3af>+ B3+ cr (> +20B + B2+ +cro+c1f+cg = 0
Fazendo o = a e B2 = b, segue que
a+3a*B +3ba+bB+cra’ +2caB+cb+cia+cif+cy = 0

3028+ (3b+c1)a+ (b+c1)B+cr0? +2c,0B + (a+cab+cg) = 0

Do mesmo modo, como o conjunto {1, &, a?, B, af, a’B} é linearmente independente,
temos que a igualdade acima € uma contradi¢do. O que implica que este item também &

falso.

(d) d = 6. Nos resta entdo este item, ou seja, d = [Q(y) : Q] = 6, como queriamos demonstrar.

Portanto, Q(y) = Q(a+B) = Q(a, B).

Vamos agora calcular o polindmio minimal de ¥ sobre Q(f),Q(«) e Q.

(a) Sobre Q(B). Note que

y=a+p = ry-p=a
= ¥ -37B+3yB° - B =
= P -3BY+3by—bf—a=0

Donde o polindmio minimal de y sobre Q(B) é g(X) = X> —3BX? 4 3bX — (bB +a)

(b) Sobre Q(o). Observe que

r=a+p = y-a=p
= ¥ 2ya+a’=p>

= Y -2ay+(a*—b)=0

O que implica que 2(X) = X? — 20X + (> — b) é o polindmio minimal de y sobre Q ().
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(c) Sobre Q. Retornando ao item (a), temos que

Y =3By +3by—bf—a = 0
Y+3by—a = (37+b)B
Y+ 902Y% +a® +6by* —27%a—6bya = (97" +6y%b+b)B>
Y0 +6by* —2ay° +9b°Y? —6aby+a* = 9by* +6b%Y + b
Y —3by* —2a7® + 3%y —aby+ (a* —b*) = 0

Portanto, o polindmio minimal de ¥ sobre QQ é

f(X) =X°®—3bx* —2aX> + 3b°X* — 6abX + (a* — b°)

Além disso, como ¥ tem grau seis sobre Q, pela proposi¢do (3.1.4), temos que outra base
de Q(a, B) = Q(y) sobre Q€ {1,7,7*, ¥, ¥, 7°}.

Para encerrar essa se¢@o, observamos que ¥ anula os polindmios f(X) € Q[X], g(X) €
Q(B)[X] e h(X) € Q(x)[X], além disso, temos que f(X) € Q(B)[X] e f(X) € Q(a)[X]. Dessa
forma, como g(X) e h(X) sdo os polindmios minimais de y sobre seus respectivos corpos,
teremos, em concorddncia com os comentarios feitos apds a proposi¢io (2.3.2)), que g(X) e h(X)

sdo fatores monicos e irredutiveis de f(X). Com efeito,

f(X) = gX)(X>+3BX%+3bX + (b —a))

= h(X)(X*+2aX>+ 3a® —2b)X? — (2ba —2a)X + (bo* +aa +b?))
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