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APRESENTACAO

Este livro digital interativo é uma obra original caracterizada por
tratar-se de uma proposta pedagégica elaborada para alunos, fundamentada,
teoricamente, em uma pesquisa bibliografica, na qual se buscou compreender
como ocorre o desenvolvimento do pensamento geométrico de alunos
jovens e adultos, com énfase nos principais desafios enfrentados pelo
professor e pela escola e quais possibilidades poderiam potencialmente ser
exploradas na pretensio de tornar significativo o ensino e a aprendizagem
de Geometria Espacial na Educacio de Jovens e Adultos (EJA).

Diante do descaso com o ensino da geometria escolar, da escassez de
materiais pedagdgicos especificamente elaborados para a EJA e da falta
de sentido que os alunos da EJA demonstram perceber na forma como os
conteddos geométricos normalmente sio ensinados na escola, propomos
elaborar e disponibilizar ao caro aluno da EJA — estendendo-se a outros
que porventura vierem a se interessar — um material que os auxilie na
compreensio de tdo importantes contetdos, de modo que os faga perceber
a beleza da Geometria como ciéncia primordial para a compreensio do
mundo que nos cerca. Nesse sentido, essa proposta traz algumas orientagoes
importantes para o estudo de s6lidos geométricos, mais especificamente
direcionadas a alunos que nio tiveram a oportunidade de aprofundar
no estudo de Geometria Espacial, tratando esses assuntos de maneira
leve, envolvente e de ficil compreensio, com uma linguagem simples e
detalhada. Dessa forma, proporcionando ao leitor as condigdes necessarias
para o estudo, valorizando seus conhecimentos prévios, respeitando seus
niveis de pensamento geométrico e permitindo-lhes participar ativamente
da construgio do préprio conhecimento, de modo que a aprendizagem
seja, de fato, significativa.

A esséncia desta obra ¢ uma proposta pedagégica com exemplos de
atividades no GeoGebra 3D, as quais o leitor pode propor ao seu professor
explord-las durante as aulas, caso ache conveniente, sendo que ainda terd
arica oportunidade de estudar em casa e aprimorar seus conhecimentos,
principalmente em tempos nos quais o acesso presencial a escola nio estd
tdo fécil, a exemplo da fase pandémica na qual nosso pais e o mundo
encontram-se momentaneamente.
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CARTA AO LEITOR

Caro leitor,

Bem-vindo ao nosso estudo sobre sélidos geométricos com o auxilio
do software GeoGebra.

Para facilitar sua compreensio, vamos ajudi-lo a construir, em um
ambiente virtual dindmico, sélidos geométricos que representam objetos
com formas semelhantes aquelas que vocé pode observar em sua casa, na rua,
no trabalho e em vérios outros locais. Se vocé observar atentamente todos
os detalhes de cada sélido geométrico que faz parte deste estudo, tenho
certeza de que identificard muitas semelhangas com objetos que ji conhece.

Se ainda ndo conhece o GeoGebra ou se conhece, mas tem dificuldades
em trabalhar com esse programa, nio se preocupe. Este material vai
auxilid-lo em todas as etapas da construgdo e manipulagio dos objetos,
de modo que, quando vocé menos esperar, perceberd que estd aprendendo
geometria de um jeito ficil e divertido.

Mesmo que no inicio as coisas paregcam um pouquinho complicadas,
nio se desanime. Se seguir todas as instru¢des com bastante atengio, vai
perceber que as atividades sio bem mais ficeis do que parecem. Para
facilitar sua compreensio, as atividades sdo descritas passo a passo, de
forma simples e detalhada. Com dedicagio e paciéncia, vocé conseguird
realizar todas as atividades e aprender muitas coisas legais e interessantes.

Para que aprenda, de fato, ¢ importante que nio pule nenhuma etapa
e fique atento(a) a todos os detalhes, pois, a cada passo, vocé descobrird
muitas informagdes curiosas e interessantes sobre as figuras que estiver
construindo. Vé trabalhando sem pressa e aproveite para registrar suas
observagdes para poder rever suas descobertas mais tarde. Registre também
suas duvidas e dificuldades, a fim de, posteriormente, pesquisar sobre o
assunto ou tirar ddvidas com seu professor ou com seus colegas.

Tenho certeza de que vocé aprenderd muitas informagdes interessantes
sobre os objetos do seu dia a dia, descobrir informagdes novas, divertir-se
e encantar-se com a beleza da geometria.

Para complementar, inserimos virios videos on-line no corpo do
texto para voceé assistir.

Bons estudos!

Os autores

1



PREFACIO

Este preficio trouxe-me o desafio de tecer algumas palavras acerca
deste livro interativo. Digo, logo, que ele é um guia que traz uma proposta
fascinante na explora¢do de conhecimentos do meu ramo favorito na
Matematica e suas tecnologias, a Geometria espacial — tudo isso usando
a tecnologia por meio de um dos softwares de Geometria Dindmica mais
utilizados, o0 GeoGebra. Digo desafio, pois, ao ler o encantador Resumo
e a Carta ao Leitor, fica bem clara a organizagio e a leveza na forma de
apresentar um conteido tdo belo. Pergunto-me, entdo, o que mais eu
poderia acrescentar para apresentar esta obra? Decidi por explanar sobre a
minha primeira sensagdo assim que recebi o livro, eu queria iniciar minha
explicitagdo e colocd-lo imediatamente em pritica. Ja vou dizendo que
aprendi muito ao seguir os passos indicados; e se vocé — quer seja, quer
nio aluno/professor da EJA — segui-los também, aprenderd com esta
redagio e excelente organizagio.

A cada novo objeto geométrico, ¢ apresentada uma ilustragdo que pode
e deve ser construida por quem quer aprender usando o GeoGebra. Além
disso, ressalto os prints das telas, que funcionam como se o préprio professor
Eber e a professora Elisabeth estivessem nos mostrando diretamente na tela
do computador. Ainda tém os links para videos, reforgando a construgio,
de modo que nos fazem lembrar dos filmes do querido bruxinho Harry
Potter, em que as imagens dos jornais e fotos com muita magia ganham
movimento. Seu sucesso no aprendizado para dominar essa magia e
o conteddo de Geometria no espago 3D vai depender apenas de sua
dedicagdo em seguir o passo a passo.

Professor Dr. Marcelo Almeida de Souza
Instituto de Matematica e Estatistica/
Universidade Federal de Goias — IME/UFG



CAPITULO 1

EJA: UM DIREITO
AEDUCACAO A
QUALQUER TEMPO




CAPITULO 1

EJA: UM DIREITO A EDUCACAO
A QUALQUER TEMPO

A Educacio de Jovens e Adultos (EJA) é uma modalidade da Educagio
Bisica criada com o objetivo principal de promover a democratizagio do
ensino no Brasil e destinada aos brasileiros que nio tiveram condigoes
de concluir o ensino fundamental ou o ensino médio na idade prépria.

Ressalta-se que a EJA tem amparo legal na legislagio vigente,
conquistando maior reconhecimento apés a criagio da LDB, em 1996.
O texto da Secdo V, art. 37°, da Lei de Diretrizes e Bases da Educag¢io
Nacional n° 9.394/96, reconhece a EJA como modalidade especifica da
educagio bdsica e atribui ao poder publico a obrigagio de promover agdes
no sentido de viabilizar e gerir politicas de incentivo ao acesso a uma
educacgio gratuita e de qualidade aqueles que ndo tiveram condigées de
concluir seus estudos na idade prépria, conforme mencionado:

Art. 37° A educacio de jovens e adultos serd destinada
aqueles que nio tiveram acesso ou continuidade de estudos
no ensino fundamental e médio na idade prépria. § 1°.
Os sistemas de ensino assegurardo gratuitamente aos
jovens e aos adultos, que nio puderam efetuar os estudos
na idade regular, oportunidades educacionais apropriadas,
consideradas as caracteristicas do alunado, seus interesses,
condi¢des de vida e de trabalho, mediante cursos e exames.

§ 2° O Poder Publico viabilizard e estimulara o acesso e
a permanéncia do trabalhador na escola, mediante a¢oes
integradas e complementares entre si. (BRASIL, 1996).

Em reconhecimento do grande potencial educativo da EJA, queremos
motivé-lo(a), jovem ou adulto que teve poucas oportunidades de frequentar
a escola, a retomar os estudos, por acreditar ser esse um meio de resgate da
sua autoestima e conquista da cidadania plena, favorecido pelas relagoes
sociais estabelecidas em um ambiente que busca atender aos seus anseios,
necessidades e expectativas. Nosso desejo é que as praticas educacionais



dessa modalidade de ensino tenham como personagem central vocé, aluno
jovem, adulto ou idoso.

Por ndo encontrar muitas publicages especificamente elaboradas para
o ensino de geometria na EJA de forma dinimica e interativa, achamos
por bem disponibilizar a vocé este material de estudo. Esperamos estar
ajudando-o a aprender geometria de forma ficil e prazerosa.

Se deseja saber um pouco mais sobre a EJA, assista ao Video 1.

Video 1 — Saiba como funciona a EJA
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Fonte': EJA — Educagio de Jovens e Adultos. [S. /.. n.],2018. 1 video (12 min). Publicado pelo
canal TV BrasilGov. Disponivel em: www.youtube.com/watch?v=LOVhA5w_SZc&ab_chan-
nel=T'VBrasilGov. Acesso em: 2 ago. 2022.

PARA SABER
Clique no centro da tela da imagem

Mas... por que estudar geometria na EJA?

A geometria corresponde a um ramo da Matematica cujo estudo é
fundamental para a compreensao da composi¢io das formas existentes
no mundo real, constituindo-se num vasto campo de possibilidades de
investigacio, reflexdo, interpretagio e dedugio. Por favorecer a anilise de
fatos e o estabelecimento de ligagdes e relagdes entre elementos, o estudo
da Geometria Espacial promove o desenvolvimento do pensamento critico
e da autonomia, além da capacidade de conjecturar, sintetizar, formalizar
e aplicar o conhecimento matemdtico.

Consideramos que vocé, aluno da EJA, ainda que esteja fora da escola
hd muito tempo, tem muita experiéncia de vida e plenas condi¢des de
aprender os contetdos da forma como sio tratados neste material de apoio.
Acreditamos que tenha um conhecimento razodvel sobre diversas formas

1 Todos os videos utilizados nesta obra, incluindo as imagens que os identificam, sdo de acesso
livre e encontram-se disponiveis no YouTube. Contudo, atribuimos todos os créditos aos seus
responsaveis.


http://www.youtube.com/watch?v=LOVhA5w_SZc&ab_channel=TVBrasilGov
http://www.youtube.com/watch?v=LOVhA5w_SZc&ab_channel=TVBrasilGov
http://www.youtube.com/watch?v=LOVhA5w_SZc&ab_channel=TVBrasilGov

geométricas presentes no seu dia a dia e que consiga identificar algumas
de suas propriedades bésicas. Aprender um pouco mais de geometria a
partir daquilo que ja sabe é muito importante para sua vida profissional
e para o prosseguimento dos estudos.
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CAPITULO 2

O SOFTWARE DE GEOMETRIA
DINAMICA GEOGEBRA

Em primeiro lugar, pensamos em propor atividades no GeoGebra
porque as potencialidades reconhecidas nos softwares de geometria
dinimica sdo muito importantes para o desenvolvimento da abstragio
matemdtica, uma vez que possibilitam a anélise de relagdes e propriedades
de objetos matemadticos, bem como a formulagdo de conceitos, dando
sentido ao estudo. No entanto, ¢ muito importante que vocé utilize,
além do GeoGebra, outros materiais como textos, figuras e objetos
concretos. Dessa forma, percebera virias relagdes e compreenderd melhor
os contetidos estudados.

As importantes descobertas proporcionadas pelo dinamismo dos
softwares de geometria dindmica revelam seu aspecto heuristico e a
amplitude das possibilidades de visualizacio, dedugdes, conjecturas e provas
visuais que situam o aluno em um importante cendrio para a investigagio,
instigando-o a aventurar-se em novas descobertas, na comparagio de
objetos, percepgio das relagdes entre elementos e no reconhecimento de
suas propriedades. Como afirma Pereira, “as caracteristicas do GeoGebra
potencializam a constitui¢do de cendrios para investiga¢do, nos quais
o aluno ¢ capaz de experimentar situagdes em um processo dindmico”
(PEREIRA, 2012, p. 32 apud SCALABRIN; MUSSATO, 2020, p. 131).

A diversidade de ferramentas disponiveis nesses ambientes permite
que as caracteristicas e propriedades desses objetos sejam percebidas
visualmente durante cada fase da construggo.

O que mais vocé precisa saber sobre o software GeoGebra

Criado em 2001 e atualmente utilizado em 190 paises ao redor do
mundo, o GeoGebra ¢ um software de matemadtica dindmica gratuito
e multiplataforma, que vai ao encontro de novas estratégias de ensino
e aprendizagem para todos os niveis de ensino, combinando contetdos
de geometria, dlgebra, estatistica e cdlculo numa unica aplicagdo. O
dinamismo desse software possibilita a professores e alunos explorar,
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investigar, conjecturar e testar hipéteses acerca de situagdes na construgio
do conhecimento matematico.

Indicado para todos os niveis e modalidades de ensino, 0 GeoGebra
reune ferramentas de Geometria, Algebra, Estatistica e Célculo, numa
interconexdo prética, de facil manuseio e de linguagem simples. Esse
ambiente vem se destacando como um estimulo a criatividade e ao
desenvolvimento do raciocinio légico, facilitando a compreensio de
conceitos, a criagdo de conjecturas e a comprovagio visual de diversos
resultados algébricos. Nesse contexto, ao completar o trabalho com régua,
compasso, transferidor e outros materiais manipuldveis, o GeoGebra
dispde de recursos similares muito praticos.

Dentre as versdes para notebooks ou PCs, recomendamos o
GeoGebra Classic para Desktop, por ser a versdo mais limpa e completa
do programa. Podendo ser executado em notebooks, PCs ou aparelhos com
sistema Android, trata-se de um software relativamente leve. Existe, ainda,
aversdo on-line, que néo requer o armazenamento de dados permanentes
na meméria do computador, contudo a versio para Desktop oferece a
vantagem do trabalho offline em casos de indisponibilidade de rede.

A versdo utilizada nesta obra é a 6.0.631.0-offline, atualizada em
mar¢o de 2021. Embora vocé encontre diversos tutoriais em formato
de textos e videos na internet, é muito importante que faga uma anilise
critica dos materiais consultados e da possibilidade de descobrir sozinho
a funcionalidade de diversas ferramentas. Recomendamos que consulte
documentos mais recentes, verifique sobre qual versdo estdo falando e
explore o software para descobrir como as ferramentas funcionam.

Para explorar o GeoGebra, vocé tem a opgio de utilizar a versio on-
line acessando o site www.geogebra.org/classic#classic6 ou, se preferir,
pode instald-lo em seu computador. A segunda opgio oferece a vantagem
de permitir que vocé trabalhe offline quando estiver sem acesso a uma
rede de internet.

Para baixar o software e instald-lo em seu computador, acesse o site
www.geogebra.org e clique na opgdo Baixar Aplicativos, como indicado

na Figura 1:


http://www.geogebra.org

Figura 1 — Baixando o software GeoGebra

= GepGebra A

M Inicio
= sl GeoGebra - Aplicativos Matematicos
B Materiais esse

para graficos, geometria, 3D e muito mais!
2 perfil

START CALCULATOR MATERIAIS DIDATICOS
- Pessoas

® Classroom

L0 Baixar Aplicativos

Fonte: GeoGebra - Aplicativos Matemadticos. GeoGebra, [s. 2], 2022. Disponivel em: https://
www.geogebra.org./. Acesso em: 20 fev. 2022.

Ao escolher essa op¢io, abrird outra tela com virios aplicativos para
download. E interessante escolher a versdo mais recente. Para nosso
estudo, sugerimos o GeoGebra Classic 6. Basta escolher essa versio e
clicar em DOWNLOAD para baixar, como demonstrado na Figura 2.

Figura 2 — Escolhendo a versdo e fazendo o download

Baixar Aplicativos GeoGebra

Aplicativos GeoGebra gratuitos para iOS, Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux

O S N

G

Fonte: GeoGebra - Aplicativos Matemdticos. GeoGebra, [s. 2], 2022. Disponivel em: https://
www.geogebra.org./. Acesso em: 20 fev. 2022.
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Concluido o download, basta instalar o software no seu computador e
comegar a explord-lo. Para saber um pouco mais a esse respeito, sugerimos
que assista ao Video 2.

Video 2 — Introdugio ao GeoGebra

o

Fonte: CURSO BASICO GEOGEBRA - AULA #01: Apresentagio do Curso e Funcionali-
dades Basicas do Geogebra. [§. /: 5. n.],2020. 1 video (48 min). Publicado pelo canal Isaque de
Souza Rodrigues www.youtube.com/watch?v=IRXmjQx7mWec. Acesso em: 02 de ago. 2022.

GeaGebra

PARA SABER
Clique no centro da tela da imagem

O GeoGebra 3D

O GeoGebra 3D ¢ um importante instrumento de apoio para vocé
explorar, de maneira dinimica, as mais variadas representacées de objetos,
a fim de perceber elementos e propriedades das figuras. Para melhor
desempenho, recomendamos que comece construindo figuras na Janela
2D. Vi clicando nas ferramentas e vendo o que acontece na tela. Isso dard
maior confianga para utilizar as ferramentas do ambiente 3D.

Contribuindo para o desenvolvimento da nogio espacial, 0 GeoGebra
3D dispde de ferramentas que permitem construir figuras tridimensionais e
dar a elas movimentos translativos e rotativos no espago virtual, favorecendo
a andlise de elementos que podem ser mais bem explorados quando a
figura é observada por diferentes angulos de visualizagdo. Essa intera¢io
dinamica possibilita a visualizagdo desses objetos sob diferentes dngulos,
favorecendo a compreensio da sua estrutura, o processo de formagio de
imagens mentais e a compreensio dos conceitos geométricos.

A interface do GeoGebra 3D exibe o Campo de Entrada, Janela de
Algebra e duas janelas de visualizagdo, que podem estar dispostas lado a
lado. A primeira janela de visualizagdo é do GeoGebra 2D, representando
o plano xy, e a segunda é do ambiente 3D, que representa o espago xyz.
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Ao abrir o GeoGebra Classic, versio 6.0.631.0, serd apresentada
uma tela como na Figura 3.

Figura 3 — Janela 2D do GeoGebra (versio 6.0.631.0)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para abrir a Janela de Visualizagio 3D, basta clicar nos trés pontinhos
que aparecem no canto superior direito, logo abaixo da lupa e, na caixa de

didlogo que ¢ aberta, clicar na opgao “Janela de Visualizagdo 3D”, como
indicado na Figura 4.

Figura 4 — Caixa de didlogo para acesso a Janela 3D do GeoGebra

2 GeoGebra Classic

B]A X > 00 4L N =+

T Planiha
A\ Caleuladora de Probabilidades

i Protocolo de Construgao
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Fazendo isso, abrird a tela da Janela 3D do GeoGebra, que permitird
construir e manipular objetos tridimensionais facilmente, como ¢ o caso
dos sélidos abordados nesse trabalho, demonstrados na Figura 5.

Figura 5 — Janela 3D do GeoGebra

A :
& @ £ X s

€2 GeoGebra Classic - o
DT -
+ N O e Sca

gl

Um simples clique em qualquer regido da Janela 2D ou 3D faz com

que a barra de ferramentas da respectiva janela apareca, como demonstrado

na Figura 6.

Figura 6 — Barra de ferramentas das Janelas 2D e 3D, respectivamente

€ GeoGebra Classic o a X
B]A A D>00 4N 24| Q =
+ ] \-"rin cCf: @ =N
2 GeoGebra Classic ' - [u] X
(e b dBeh@sX ] ScqQE=E

4

+  Entra N O HEece : e \ E

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Manter as duas janelas abertas lado a lado permite ao usudrio, durante
o estudo de sélidos geométricos, observar o comportamento de alguns
elementos planos desses sélidos. No entanto, é importante ressaltar que,
por razdes Gbvias, as ferramentas da Janela 2D nio sdo as mesmas da
Janela 3D. E facil verificar isso clicando alternadamente nas duas janelas
e observando o que ocorre na barra de ferramentas, como mostram as
figuras a seguir.

A base plana das construgdes feitas no ambiente 3D, assim como as
planificacdes de sélidos geométricos, é automaticamente projetada no plano
xy e aparece na janela de visualiza¢do 2D, como apresentado na Figura 7.

Figura 7 — Proje¢io na Janela 2D de sélidos construidos no ambiente 3D

© Geotems Cime

Rl b e d @4 X s
@
®
@
@

A=(273.129.0) B — B & @ E

@ o= PimslABCDH)

b—— 10 |

@ © = Plaicaiola.t)

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra.

Vocé pode aprender um pouco mais sobre o GeoGebra 3D assistindo

ao Video 3.

Video 3 — O GeoGebra 3D

)

Fonte: APRENDENDO comandos 3d no geogebra. [§. Z: 5. 7.],2020. 1 video (10 min). Publi-
cado pelo canal Matemadtica olimpica facil. Disponivel em: www.youtube.com/watch?v=VKFbr-
16REVk&t=71s. Acesso em: 2 ago. 2022.
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CAPITULO 3

O ESTUDO DOS SOLIDOS GEOMETRICOS

Nesta se¢io, aprenderemos um pouco sobre os poliedros (poliedros
platdnicos, prismas e pirdmides) e corpos redondos (cilindro, cone e
esfera). Para esse estudo, ¢ importante que consiga desenhar poligonos e
circulos com o GeoGebra 2D, e, além disso, reveja defini¢des e conceitos
como lado, vértice, diagonal, raio e didmetro, de modo a relembrar como
sdo calculadas as dreas dessas figuras planas.

Que tal ter uma nogdo biasica do que iremos estudar? O Video
4 o ajudard a compreender os contetidos e a desenvolver as atividades
propostas mais adiante.

Video 4 — Poliedros e corpos redondos

2

Fonte: SOLIDOS GEOMETRICOS: Poliedros e corpo redondos. [S. Z:s. 7.],2020. 1 video (5
min). Publicado pelo canal Vem comigo. Disponivel em: www.youtube.com/watch?v=gHTSeS-
8wDts&t=108s. Acesso em: 2 ago. 2022.

PARA SABER
Clique no centro da tela da imagem

Ao avangar no campo da Geometria Espacial, é importante que
vocé saiba sobre dngulos, paralelismo e perpendicularidade entre retas no
plano, além de dominar os célculos de distancias entre objetos no plano
e dreas de figuras planas.

Para ajudd-lo, apresentamos algumas defini¢des, axiomas e teoremas,
porém sem apresentar nenhuma demonstragio. O objetivo ¢ que explore
essas afirmagdes no GeoGebra e tente, a partir da observagio das figuras,
compreender o significado de cada informagao.

Tendo em vista os pré-requisitos bdsicos e outras informagdes
importantes para este estudo, sugere-se afirmagdes como as que se seguem,
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contudo sem nenhuma demonstragio, por considerar que esses alunos ji
passaram pelo estudo da Geometria Plana. A disposi¢do dessas informagoes
¢ apresentada como sugestdo e sua importancia se deve ao fato de que o
aluno da EJA, em casos nio raros de esquecimento ou nio assimilag¢io dos
conteddos estudados anteriormente a essa fase, necessita de uma opgio
para a qual possa recorrer quando tiver duvidas. Essas informagoes, com
certeza, facilitardo de modo que novos conceitos facam sentido para o
referido aluno.

Seguem algumas afirmagdes elaboradas pelo autor, com base nos
conhecimentos adquiridos ao longo dos anos, e outras baseadas nas obras
de Azevedo Filho (2015), Corréa (2019) e Dante (2001).

Caso desconheca alguns termos, nido se preocupe, apenas preste
atengdo no texto relacionado a eles. De qualquer modo, vamos explica-
los de maneira bem superficial. Definigio ¢ um enunciado que define
o significado de algo. Axiomas sdo conceitos primitivos, aceitos como
verdadeiros sem a necessidade de demonstragao. Proposi¢ies sao afirmagoes
que podem ser demonstradas.

Preste atencdo nessas afirmacdes e tente verificar a veracidade delas

no GeoGebra.

Definig¢ao 3.1 (Segmento de reta)

Sejam A e B dois pontos distintos sobre uma reta r. O conjunto
de todos os pontos de r, localizados entre A e B, inclusive os
préprios A e B, recebe o nome de segmento de reta e é denotado
por segmento AB.

Definigao 3.2 (Poligono)

Chama-se poligono toda figura plana fechada, formada por
segmentos de reta que se encontram nos extremos e nio se
cruzam em nenhum ponto.

Definigao 3.3 (Paralelismo)

Duas retas r e s no plano sio ditas paralelas se, e somente se, ndo
tiverem nenhum ponto em comum. Em linguagem matemdtica,
escreve-se 1//s. Duas retas ndo paralelas denominam-se retas
concorrentes.
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Defini¢io 3.4 (Perpendicularismo)
Duas retas concorrentes no plano sio perpendiculares se, e s6
se, o angulo entre elas medir 90°.

Axioma 3.5 (Postulado de Euclides)
Por um ponto A, fora de uma reta r, passa uma Unica reta t
paralela a reta r.

Definigao 3.6 (Paralelogramo)
Um quadrildtero plano convexo é um paralelogramo se, e s6 se,
possuir os lados opostos paralelos.

Proposic¢ao 3.7
Em todo paralelogramo, os angulos opostos sio congruentes,
ou seja, tém medidas iguais.

Proposicao 3.8
Em um paralelogramo, os pares de lados opostos sio congruentes.

Defini¢ao 3.9 (Tridngulo isésceles)
Um tridngulo ¢ dito is6sceles se tem dois lados congruentes.

Proposigio 3.10
Em um tridngulo isésceles, os angulos da base tém a mesma
medida.

Defini¢io 3.11 (Triangulo equilatero)
Um tridngulo € dito equilatero se, e s6 se, os trés lados forem
congruentes.

Proposigio 3.12
Em um tridngulo equildtero, os trés angulos internos sio
congruentes e medem 60°.

Defini¢ao 3.13 (Plano)

Um plano é um ente geométrico com duas e somente duas
dimensdes. De acordo com Dolce e Pompeo (2013), a ideia
do que seja ponto, reta e plano é uma nogio primitiva e,
portanto, adotada sem defini¢do. Essa nogio provém do nosso
conhecimento intuitivo e decorre da experiéncia e observagio.
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O GeoGebra usa o Modelo Cartesiano xoy. Veja a Janela de

Visualizag¢do 2D.

Figura 8 — Representacio geométrica de ponto, reta e plano na Janela 2D do GeoGebra
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra.

A Figura 8 viabiliza uma compreensio intuitiva, embora suficiente,

de que:

Ponto ¢ o lugar geométrico determinado por um par ordenado P(x,y).
Reta r ¢ o conjunto infinito de pares ordenados que satisfazem a
equagdo ax + by + ¢ = 0, com “a” e “6” ndo sendo simultaneamente
iguais a zero.

Segmento de reta é o conjunto de pontos de uma reta, formado por
dois extremos A e B e todos os pontos da reta situados entre A e B,
como na Definigdo 3.1. E “parte” de uma reta.

Plano ¢é a regido bidimensional determinada por duas retas paralelas
ou concorrentes no espaco tridimensional, como o Modelo Cartesiano,
que representa um plano no espago com dimensdes x e y determinadas
respectivamente pelos eixos.

Axioma 3.14

Cada reta contém pelo menos dois pontos distintos; todo plano
contém no minimo trés pontos nio colineares; o espago contém
pelo menos quatro pontos distintos entre si ndo coplanares e
nio colineares.
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Axioma 3.15

Por trés pontos ndo colineares passa um tnico plano.

Defini¢io 3.16 (Paralelismo no espago)

Dados dois planos a e 3, diz-se que esses planos sdo paralelos
se a interse¢do entre eles for vazia. Nesse caso, existe uma reta
r simultaneamente perpendicular aos dois. Saiba que, se a reta
r é perpendicular a a e f3, entdo todo plano que contém r é
também perpendicular a a e f3.

Defini¢io 3.17 (Perpendicularidade no espago)

Dados dois planos a e 3, diz-se que esses planos sdo
perpendiculares se a intersecdo entre eles for umareta r e, além
disso, existem duas retas perpendiculares s e t,uma pertencente
a a e outra pertencente a 3, ambas concorrentes com r em um
ponto P.

Tomando o Sistema Cartesiano para o espago tridimensional
como exemplo, todo plano que contém o eixo z é perpendicular
ao plano xoy, pois os eixos x, y e z sdo perpendiculares entre si.

Sugerimos que vocé construa, no GeoGebra 3D, um plano que
contenha o eixo z e mega, com as ferramentas do GeoGebra, o dngulo
entre esse plano e o plano xoy. Caso ainda nio consiga fazé-lo, nio se
preocupe, mais adiante vocé encontrard instrug¢des neste material.

Axioma 3.18
A interse¢do de dois planos distintos ndo paralelos ¢ uma reta.

Defini¢io 3.19 (Distancia entre dois planos)

A distancia entre dois planos paralelos o e 3, denotada por d(a,
B), é definida como sendo a distAncia de um ponto qualquer de
um dos dois planos ao outro plano.

Definig¢io 3.20 (Planificagio)
Planificar um poliedro consiste no processo de corti-lo ao
longo de algumas de suas arestas e abri-lo, de modo que suas
faces apoiem-se totalmente sobre uma superficie plana, sem
sobreposi¢oes ou deformagées.
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E importante saber que a planificagdo de um poliedro pode ser feita
corretamente de diferentes maneiras. Ndo se frustre se encontrar em
outros materiais de estudo planifica¢des diferentes das que vocé verifica
no GeoGebra. Todas elas podem estar corretas!

O Video 5 esclarece algumas duvidas sobre as planificagdes.

Video 5 — Planifica¢io de s6lidos

)

Fonte: PLANIFICACAO DOS SOLIDOS GEOMETRICOS. [8. /. s. 7.],2020. 1 video (10
min). Publicado pelo canal Professora Mari Calhau. Disponivel em: www.youtube.com/watch?-
v=mSL27huvhIQ. Acesso em: 2 ago. 2022.
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As atividades que se seguem o ajudario a compreender as
representagdes bidimensionais de objetos tridimensionais apresentados
no livro didético. Isso é muito importante para o desenvolvimento do
pensamento geométrico.

3.1 Aprendendo sobre prismas (voltar ao sumdrio)

Para entender o que é um prisma, vamos construir e manipular esse
s6lido no GeoGebra e analisi-lo atentamente por diferentes angulos,
buscando compreender sua estrutura, identificar elementos e perceber
algumas propriedades e relagdes. Procure comparar essas figuras com
materiais concretos e observar todas as informagdes apresentadas na tela
do computador, principalmente os dados numéricos da Janela de Algebra.

A partir dessas observagdes, esperamos que vocé compreenda a
Definigio 3.21.

Definigao 3.21 (Prismas)

Prisma é um poliedro composto por duas faces poligonais
congruentes e paralelas, contendo n lados que formam suas
bases e uma quantidade n de paralelogramos, que formam suas
faces laterais.
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Para este estudo, vamos construir seis prismas distintos, o suficiente
para que vocé perceba elementos, relagdes e propriedades, desenvolva
imagens mentais e crie seu préprio conceito de prisma.

Para essa e todas as demais atividades deste estudo, vocé deve abrir
o GeoGebra e dispor as janelas 2D e 3D lado a lado, como ja indicado

anteriormente nas figuras 2 e 3.

Tudo certo? Agora siga os seguintes passos:
1) Clique na Janela 2D para acionar sua barra de ferramentas, como jé
ilustrado na Figura 4, e crie um controle deslizante clicando em Controle

Deslizante, como mostra a Figura 9, e, em seguida, selecione a Janela 2D
novamente.

Figura 9 — Ferramenta para criar o controle deslizante (na Janela 2D)

€2 GeoGebra Classic
S ST IPANE P
+ =N 1

232 Controle Deslizante

ABC Texto

M Inserir Imagem

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) A caixa de didlogo aberta é para configuragio do controle deslizante.
Como se pretende construir poligonos com n lados, altere o nome do
controle deslizante para “n = 3” e os demais valores de n para “min: 37,
“max: 8” ¢ “Incremento: 1”7, como demonstrado na Figura 10. Feitas essas
alteragoes, clique em OK.
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Figura 10 — Configuragio do controle deslizante

Controle Deslizante
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3 8 1

3) Para criar uma base regular para o prisma, clique na Janela 3D e, na barra
de ferramentas, na ferramenta “Poligono Regular”, como demonstrado
na Figura 11.

Figura 11 — Acesso a ferramenta “Poligono Regular”

{2 GeoGebra Classic
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[} Poligono Regular

Fonte: Elaborada pelo autor.

4) Depois de clicar em “Poligono Regular”, clique no ponto (0,0, 0), que
¢ o encontro dos trés eixos e depois em outro ponto qualquer do plano

xy. Essa a¢io determinard um dos lados do poligono regular que servird
de base para o prisma.

Ao clicar nesses dois pontos, abre-se a caixa de didlogo ilustrada
na Figura 12. Para vincular o nimero de lados do poligono ao controle
deslizante, preencha o campo “Vértice” com o pardmetro “n” e clique

33



em “OK”. Vincular a base do prisma ao controle deslizante possibilita
a construcio de diversos prismas, a partir da variagdo do pardmetro “n”.
Vale observar que o nimero de lados de um poligono ¢ igual ao nimero
de vértices, portanto o campo vértices define também o nimero de lados.

Figura 12 — Vinculando o nimero de vértices do poligono ao controle deslizante n

Poligono Regular

=
@

i

Fonte: Elaborada pelo autor.

O primeiro poligono que surge imediatamente ¢ o tridngulo. Assim,
como os valores de n variam de 3 a 8, os demais poligonos surgem na
seguinte sequéncia: quadrildtero, pentdgono, hexdgono, heptigono e
octégono, conforme a Figura 13.

Figura 13 — Sequéncia de poligonos que serio base dos prismas a serem construidos

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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5) Com a base definida, clique na ferramenta prisma (Figura 14), em
seguida, no poligono da base e, finalmente, em algum ponto sobre o eixo
perpendicular ao plano da base (plano xy), normalmente o eixo vertical.
Esse ponto definira a altura H do prisma e a base superior estara situada
em um plano paralelo ao plano onde foi criada a primeira base, distando
H unidades do plano da base inferior. Serd gerado um prisma similar ao
apresentado na Figura 15.

Figura 14 — Acesso a ferramenta “Prisma” do GeoGebra 3D
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 15 — Prisma triangular de altura 3 gerado na Janela 3D

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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Concluida a construgio, vocé pode dar movimento a figura e visualiza-
la por diferentes dngulos. Para isso, clique na ferramenta “Mover” e, em
seguida, mantendo pressionado o botdo auxiliar do mouse, clique na Janela
3D e mova o cursor sobre essa janela, para obter resultados parecidos com
os apresentados na Figura 16.

Figura 16 — Prisma triangular de altura 3 gerado na Janela 3D

£ GeaGebra Classi

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

6) Do mesmo modo que a planificagio de objetos manipuldveis ¢
importante para a compreensio de sua estrutura, 0 GeoGebra 3D dispde
desse recurso para objetos virtuais. Para planificar um prisma, basta clicar
na ferramenta “Planificagio” (Figura 17) e, em seguida, no prisma. Serd
criado automaticamente um controle deslizante “b” com os parimetros
de 0al.Quandob = 1,0 prisma estard totalmente planificado e s6 entdo
terd todas as faces apresentadas nas duas janelas de visualiza¢do, como
demonstrado na Figura 18.

Figura 17 — Acessando a ferramenta “Planifica¢io”
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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Figura 18 — Planificagio do Prisma

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

3.1.1 Elementos do prisma

Vocé ja deve ter observado que um prisma possui faces poligonais,
vértices e arestas, sendo que, duas dessas faces sio paralelas. Essas sdo as
bases do prisma. Para compreender a relagio entre esses elementos, copie
e preencha a Tabela 1.

Para isso, manipule o controle deslizante e, para cada prisma, identifique
o poligono da base de modo a preencher a linha correspondente na tabela.

Tabela 1 — Registro sobre os elementos dos prismas

Poligono da Base Num. de Faces Num. de Vértices Num. de Arestas

Triangulo
Quadrildtero

Pentigono

Hexdgono

Heptigono

Octégono

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apés o preenchimento da Tabela 1, observe qual relagio existe entre
a soma das duas primeiras colunas e o valor que vocé anotou na terceira
coluna. Veja que vale a relagio:

F+V=A+2 (Relagio de Euler)
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3.1.2 Classificacio dos prismas

Um prisma pode ser reto ou obliquo, definido conforme a Defini¢ido
3.22. Pode-se, também, classificar os prismas pelo poligono da base.

Definigao 3.22
Um prisma ¢ dito reto quando suas arestas laterais sdo
perpendiculares a base e, consequentemente, suas faces laterais
sdo retingulos.

As arestas adjacentes de um prisma reto estdo contidas em um plano
perpendicular aos planos das bases do prisma e as faces laterais desse
prisma estdo contidas em planos distintos, ambos perpendiculares aos
planos das bases. Tente constatar a veracidade dessas afirmagdes com o
auxilio de ferramentas do GeoGebra 3D.

Observe, ainda, as defini¢oes 3.23 e 3.24.

Defini¢ao 3.23
Dois planos serdo perpendiculares se formarem entre si um
angulo reto, ou seja, se o Angulo entre eles medir 90°.

Definigao 3.24
Um prisma obliquo possui arestas laterais obliquas a base. Nesse
caso, as faces laterais sdo paralelogramos néo retingulos.

3.1.3 Area lateral e drea total do um prisma

Para calcular a drea lateral de um prisma, vocé precisa reconhecer
os poligonos das faces e saber calcular a drea de quadrildteros. Da forma
como as figuras foram construidas no GeoGebra, o elemento altura
estd explicito, restando a vocé determinar a medida da aresta da base,
o que pode facilmente ser feito com auxilio da ferramenta “Distincia,
Comprimento ou Perimetro”, disposta na barra de ferramentas da Janela
2D, como demonstrado na Figura 19.

38



Figura 19 — Ferramenta para medi¢io da distincia entre objetos no plano
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Faca a planificagdo do prisma. Assim, vocé poderd observar a drea da
base — Poligono (A,B,n) — e a drea total — Planificagio (a,b) — apresentadas
nessa ordem na Janela de Algebra do GeoGebra, como pode ser verificado
na Figura 20. Tente descobrir como calcular a drea lateral.

Dica: a drea lateral ndo envolve as dreas das duas bases.

Figura 20 — Identificacio da 4rea total e drea da base do prisma na Janela de Algebra
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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3.1.4 Volume do prisma

O termo wvolume representa a quantidade de unidades cibicas de
medida que preenche totalmente o sélido sem deixar sobras. O volume
de um objeto pode conter uma quantia de unidades inteiras e mais uma
parte de uma unidade, ou seja, nem sempre esse valor pode ser representado
por um nimero natural, mas sempre por um decimal, normalmente com
arredondamento de no maximo trés casas.

As construgdes no GeoGebra 3D ja fornecem o volume do sélido
geométrico logo abaixo do nome do poligono, situado na Janela de
Algebra, como ilustrado a Figura 21. Contudo, ¢ importante que vocé
realize esses cdlculos e utilize o software como apoio para verificar os
resultados. Saiba que, devido as aproximagdes, podem ocorrer pequenas
divergéncias nos resultados encontrados.

Na Figura 21, os valores destacados nos retingulos em vermelho
representam, respectivamente, a drea do poligono da base poll do prisma,
a altura H desse prisma e, finalmente, o volume do Prisma (poll,H).
Altere as medidas usando os respectivos controles deslizantes e observe
atentamente o que acontece. Percebe que o produto da drea da base pela
altura serd sempre igual ou muito préximo ao do volume desse prisma?

Figura 21 — Identificagio dos valores numéricos para célculo algébrico do volume

@ A=(0104)
@ B=(03-057)
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— 183
® f = Segmento(A, B, poll)
— 103
@ H=2 :
I 5
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0 — 1 ()
y  © = Planificagio(s,b) s
— 1307
fn
t -8

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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A relagio “Base x Altura” é vélida para o cdlculo do volume de qualquer
prisma, conforme garante o Principio de Cavalieri (Teorema 3.25).

Teorema 3.25 (Principio de Cavalieri)

Considere dois sélidos, e ,de mesma altura, apoiados sobre um
plano . Se a intersegdo de todo o plano paralelo a ¢é vazia ou
determina sobre esses sélidos superficies de dreas iguais, entdo
os sélidos e tém volumes iguais.

O Principio de Cavalieri serd citado mais adiante nas demonstragoes
dos volumes de outros sélidos geométricos. Todavia, embora seja possivel
demonstrd-lo com maior rigor matemadtico, ele serd aqui tomado por
verdadeiro, sem esse tipo de demonstragio.

Dada a sua importancia para diversas demonstra¢des geométricas,
recomendamos que vocé assista ao Video 6 ¢ pesquise mais sobre o assunto.

Video 6 — Principio de Cavalieri para célculo de volumes de sélidos
geométricos

PARA SABER
@ Clique no centro da tela da imagem

Fonte: VIDEOAULA principio de cavalieri e sua relagio com volume. [§. Z:s. 7.], 2020. 1 video
(20 min). Publicado pelo canal Jean Produgdes Buique. Disponivel em: www.youtube.com/wat-
ch?v=9xPTuACdeZg&ab_channel=JeanProdu%C3%A7%C3%B5esBu% C3%ADque. Acesso
em: 2 ago. 2022.

Agora que vocé assistiu ao video, que tal tentar constatar a validade
desse principio por meio de uma atividade no GeoGebra? Para isso,
Prossiga como nos passos a Seguir.

1) Crie um controle deslizante b e configure-o com min: 1, max: 5 e
incremento: 0,5.

2) Usando a ferramenta “Poligono Regular”, construa um tridngulo e um
quadrado. Depois vé ajustando seus pontos até que os dois fiquem com
drea igual a 2, como destacado na Figura 22.
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3) Clique na ferramenta prisma, depois selecione o tridngulo e, em seguida,
o ponto (0, 0, 2) sobre o eixo z (vertical). Basta clicar em cima do ponto
representado pelo numeral 2.

4) Na Caixa de Entrada, digite o comando “Prisma (pol1, b)”.

Com isso, vocé acaba de construir dois prismas diferentes, cujas bases
tém dreas iguais. Por favor, ndo altere os pontos da base, pois as dreas
precisam manter-se iguais.

A altura do prisma triangular pode ser alterada pelo arraste do ponto
J sobre o eixo vertical e a segunda por meio do controle deslizante b.
Manipule as alturas e observe o que acontece com os volumes dos dois
prismas sempre que as alturas forem iguais. Vocé pode observar o valor
do controle deslizante e arrastar o ponto J para esse mesmo valor.

Figura 22 — Dois prismas de mesma altura com bases distintas de dreas iguais
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pe
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O el ‘e

& = Segmento(F,6,t1)
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Embora as alturas dos dois prismas variem de forma independente,
os resultados que mostram a validade do Principio de Cavalieri s6 podem
ser observados quando as alturas sdo iguais, por isso as manipulagdes
devem manter sempre esse critério. Altere apenas as alturas e observe
os campos referentes aos volumes para certificar-se de que o volume do
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prisma triangular “a” é sempre igual ao volume do paralelepipedo “c”,
como ilustrado na Figura 23.

Figura 23 — Variando as alturas e observando a manutengio da igualdade dos volumes
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Para saber mais sobre os prismas, assista ao Video 7.
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Video 7 — Saiba mais sobre os prismas

2

Fonte: PRISMAS / O QUE E E COMO E / E SUA NOMENCLATURA #prisma #enem. [S.
[:5.n.],2010.1 video (4 min). Publicado pelo canal VandoMat: Disponivel em: www.youtube.
com/watch?v=bBL_YJTiJPU&ab_channel=VandoMat. Acesso em: 2 ago. 2022.

PRISMAS

PARA SABER

Clique no centro da tela da imagem r

3.2 Aprendendo sobre paralelepipedos (voltar ao sumirio)

Para compreender os paralelepipedos, ¢ importante que vocé faga uma
revisio sobre paralelogramos, reforgando sua defini¢do, além de algumas
propriedades e relagdes, ja que esse é o poligono de interesse no estudo
desses prismas. Sobre paralelismo, perpendicularidade e inclinagio, as
informagdes necessdrias podem ser verificadas no tépico que trata dos
prismas.

Convém relembrar que o estudo desse tema envolve conhecimentos
conceituais de paralelismo, dngulos, dreas e volumes. Como foi feito o
estudo dos prismas, sugerimos que vocé utilize também materiais concretos
e imagens, reforcando-os com as atividades no GeoGebra.

Nas primeiras tentativas de construir um paralelepipedo no GeoGebra,
vocé vai perceber que a versdo utilizada para esse trabalho nio dispoe de
ferramentas especificas para a construgdo de paralelogramos relativas a base
do sélido, nem de ferramentas para a construgio direta de paralelepipedos.
Contudo, isso ndo impede que, com a adogdo de algumas estratégias, essas
figuras sejam construidas.

Um caminho relativamente ficil para a construgio de um
paralelepipedo na Janela de Visualizagio 3D ¢ iniciar pela construgio
de um paralelogramo na Janela 2D, que servird de base para esse sélido
geométrico. Para isso, vocé deve proceder conforme os passos a seguir.

Passo 1. Para criar o paralelogramo da base, clique na ferramenta

segmento e em dois pontos quaisquer da Janela 2D, de modo que
seja criado um segmento AB. Em seguida, clique no ponto B e
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em outro ponto fora do segmento AB, para criar um segmento
BC. Desse modo, ficam construidos dois lados adjacentes AB e
BC do poligono ABCD, formando um angulo qualquer, como
mostra a Figura 24.

Figura 24 — Lados adjacentes AB e BC, base para a construgio de um paralelogramo
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Passo 2. Tendo em vista que os lados opostos do paralelogramo
ABCD sio paralelos, o ponto D deve ser estrategicamente
inserido de modo que se tenha AB//CD e BC//DA. Para tal,
trace duas retas, uma contendo o ponto A e paralela ao segmento
BC e outra contendo o ponto C e paralela ao segmento AB.
Isso pode ser feito clicando na ferramenta “Reta Paralela” e,
em seguida, no segmento AB, depois no ponto C. Repita o
procedimento para o segmento BC e o ponto A, como mostra

a Figura 25.

45



Figura 25 — Retas concorrentes em um ponto D, de tal modo que AD//BC e CD//AB,

condi¢io necessaria e suficiente para que o quadrilitero ABCD seja um paralelogramo
(lados opostos paralelos).
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

O ponto D procurado corresponde 4 interse¢do dessas duas retas
estrategicamente construidas. Para defini-lo, clique na ferramenta

“Intersecio de Dois Objetos” e depois nas duas retas, como demonstrado
na Figura 26.

Figura 26 — Determinagio do vértice D do paralelogramo com o auxilio da ferramenta
“Intersecio de Dois Objetos”
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Passo 3. Definidos os vértices A, B, C e D, construa o
paralelogramo clicando na ferramenta “Poligono” e, em

46



seguida, nos pontos ABCDA, nessa ordem. Assim, serd criado
o paralelogramo, como demonstrado na Figura 27.

Figura27 — Criagio do paralelogramo com auxilio da ferramenta “Poligono”, conhecendo-
se os vértices A, B,C e D
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Passo 4. Para facilitar sua compreensio, altere o nome do
b
poligono para “Base”, procedendo como na Figura 28.

Figura 28 — Alterando o nome do poligono da base
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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Passo 5. Criado o paralelogramo, omita as retas auxiliares,
deixando apenas o poligono. Para isso, desmarque com um
clique os elementos identificados como “Reta” na Janela de

Algebra, como indicado na Figura 29.

Figura 29 — Omitindo as retas auxiliares para melhor visualizagio da figura
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Passo 6. Antes de criar o paralelepipedo, crie um controle
deslizante e, na caixa de didlogo de criacdo, altere os dados
como destacado na Figura 30. O parimetro H determinard a
variagdo da altura do sélido durante as manipulagdes dentro
do intervalo [0,5; 5], em saltos de 0,5 unidades.

Figura 30 — Criagdo e configuragio do controle deslizante para variagio da altura do
paralelepipedo
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=5
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Passo 7. Para construir o paralelepipedo que tem como base o
paralelogramo ABCD, aqui nomeado como “Base”, e a altura
dependente do parimetro H do controle deslizante, va na Caixa
de Entrada e digite o comando “Prisma (Base, H)”. Assim,
serd gerado o paralelepipedo ABCD, como demonstrado na

Figura 31.

Figura 31 — Construgio do paralelepipedo a partir do poligono “Base”, altura vinculada
ao controle deslizante H
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Para verificar que, durante as manipulages, a base ABCD permanecera
sendo um paralelogramo, ¢ interessante que, utilizando a ferramenta
“Angulo”, seja inserida a medida dos angulos internos do poligono da
Janela 2D, procedendo como se segue.

Passo 8. Clique na ferramenta “Angulo” e, apés isso, nos trés
extremos dos segmentos que determinam cada um dos quatro
angulos, seguindo a sequéncia no sentido horario. Por exemplo,
para determinar a medida do 4ngulo A, deve-se clicar na
ferramenta 4ngulo e, em seguida, nos pontos B, A e D, nessa
ordem. Repita de maneira andloga para os demais dngulos.
Assim, as medidas serdo mostradas como na Figura 32.
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Figura 32 — Determinagio dos dngulos do paralelogramo base do paralelepipedo
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Arraste os pontos A, B ou C, provocando deformagdes no poligono
Base, e observe o que ocorre com as medidas dos dngulos internos, como
demonstrado na Figura 33.

Figura 33 — Manutengio da congruéncia dos dngulos opostos diante das manipulagoes
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra.

Percebe que, embora haja alteragdes nas medidas desses angulos,
a figura mantém a congruéncia dos dngulos opostos? Lembre-se que
essa ¢ uma propriedade dos paralelogramos e, portanto, independente
da manipulagio que vocé fizer nesse poligono, ele serd sempre um
paralelogramo, por essa razio o prisma que vocé construiu serd sempre
um paralelepipedo.

3.2.1 Elementos do paralelepipedo

Manipule o paralelepipedo no GeoGebra e observe-o por diferentes
angulos. Tente identificar seus elementos e depois preencha a Tabela 2.
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Tabela 2 — Registros sobre os elementos observados no
paralelepipedo

Poligono da Base Num. de Faces Num. de Vértices Num. de Arestas

Fonte: Elaborada pelo autor.

Da mesma forma como foi feito com os prismas, procure identificar o
méximo de propriedades das figuras e as relagées entre os dados numéricos
referentes a cada elemento. Verifique se para esse sélido geométrico vale
também a Relagio de Euler.

3.2.2 Classificacio dos paralelepipedos

Assim como os demais prismas, os paralelepipedos sio classificados em
retos e obliquos. Como vocé ji estudou sobre prismas retos e obliquos, ndo
hé necessidade de se ater novamente a esse assunto. De qualquer modo,
tente utilizar o GeoGebra para verificar a veracidade das caracteristicas
expressas na defini¢do seguinte.

Defini¢io 3.21 (Paralelepipedo reto)

Um paralelepipedo ¢ dito reto quando suas arestas laterais sio
perpendiculares a base e, consequentemente, suas faces laterais
sdo retingulos.

3.2.3 Area lateral ¢ drea total de um paralelepipedo

Para se determinar a drea lateral do paralelepipedo, um caminho ¢é
utilizar a ferramenta “Planifica¢io”, a exemplo do que foi feito com os
prismas. Faca todos os cilculos algébricos ou utilize alguns dos resultados
apresentados na Janela de Algebra do GeoGebra. Para obtengio desses
dados, volte a atividade do GeoGebra 3D, e proceda como no passo a seguir.

Passo 9. Clique na ferramenta “Planifica¢io” e, em seguida, no
paralelepipedo apresentado na Janela de Visualizagio 3D. E
criado automaticamente um controle deslizante cujo parimetro
define os estigios de planificagio, como demonstrado na Figura
34.
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Figura 34 — Planificacio do paralelepipedo
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

A Figura 34 mostra dois estdgios de planificagio, um quando j =
0.5, 0 que significa que o processo de planificagio esti em 50%; e o outro
quando j = 1, que representa 100%. Vale observar que somente nesse
estdgio final da planificagio, ou seja, quando j = 1, 0 objeto estd totalmente
planificado e, somente nesse estigio, todas as faces sio apresentadas na
Janela de Visualizagio 2D. Isso facilita determinar a quantidade de faces
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da figura e, a partir disso, verificar as medidas das arestas, valendo-se dos
conhecimentos de Geometria Plana; além de calcular a 4rea de cada face
e realizar, por meio desses valores, o cilculo algébrico da drea lateral e
da drea total, confrontando os resultados com os valores apresentados na
Janela de Algebra.

E ai, conseguiu perceber que os paralelepipedos pertencem a uma
subclasse dos prismas?

Quanto a classe e ao poligono da base, um paralelepipedo pode ser
definido da seguinte forma:

Defini¢ao 3.23-a (Paralelepipedo)
Denomina-se paralelepipedo todo prisma cuja base é um
paralelogramo.

Observando a classificagdo do poliedro e as propriedades das faces,
pode-se, assim, definir paralelepipedo:

Defini¢ao 3.23-b (Paralelepipedo)
Define-se paralelepipedo como sendo um hexaedro no qual
cada face é um paralelogramo.

Finalmente, um paralelepipedo pode ter como base de sua defini¢io
o reconhecimento do paralelismo de cada um dos trés pares de planos
que contém faces opostas.

Defini¢io 3.23-c (Paralelepipedo)
Diz-se que um poliedro serd um paralelepipedo se este for um
hexaedro com trés pares de faces paralelas.

3.2.4 Diagonal do paralelepipedo reto-retingulo

Para facilitar o cilculo da medida da diagonal do paralelepipedo,
construa, no GeoGebra 3D, um paralelepipedo reto-retangulo e use seus
vértices para construir tridngulos clicando na ferramenta “poligono”e, em
seguida, em trés vértices do paralelogramo, convenientemente escolhidos,
como ilustra a Figura 35.
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Figura 35 — Visualizagdo dos tridingulos que auxiliam na dedugio do cdlculo da medida
da diagonal do paralelepipedo

=N — A B %
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a; = Segmento(C,F,t2) i
-3

¢ = SegmentolF, A, 12)
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© | 2= retemoiacr) : *

— 474 -5

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Na Figura 35, o tridngulo ABC, que contém a diagonal da base e o
triingulo ACE, que, por sua vez, contém a diagonal do paralelepipedo,
estdo representados, respectivamente, pelos poligonos t1 e t2. Como a
base é um retingulo e as arestas laterais sio perpendiculares ao plano da
base, esses dois tridngulos sdo retangulos. Caso isso nio esteja claro para
vocé, verifique a medida do maior angulo interno de cada um deles por
meio da ferramenta “Angulo”.

Para melhor visualizagdo dos poligonos, desmarque, na Janela de
Algebra, o elemento prisma. Para os cdlculos, as medidas de todos os
segmentos estdo apresentadas na Janela de Algebra.

Ao analisar o paralelepipedo reto-retingulo na tela do GeoGebra,
vocé consegue perceber que, pelas propriedades da figura, sua diagonal
¢ a hipotenusa de um tridngulo retingulo, cujos catetos sdo uma aresta
lateral e uma diagonal da base?

Percebe, inclusive, que a diagonal da base do paralelepipedo é também
a hipotenusa de outro tridngulo retingulo no qual os catetos sio duas
arestas adjacentes da base?
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Se vocé percebeu isso, deve ter notado que a diagonal da base pode
ser calculada aplicando-se o teorema de Pitigoras no tridngulo ABC
e, para calcular a diagonal do paralelepipedo, deve-se aplicar o mesmo
teorema, dessa vez no tridngulo ACFE.

Faga os cédlculos e depois compare os resultados com as medidas dos
segmentos ¢ , na Janela de Algebra.

3.2.5 Volume do paralelepipedo reto-retingulo

Como o paralelepipedo ¢ um prisma, seu volume pode ser calculado
como ji explicado. Do mesmo modo, a Janela de Algebra do GeoGebra
apresenta esse valor, mas é importante que vocé faga os célculos e depois
compare os resultados.

Tomando como exemplo a Figura 36, o volume do paralelepipedo,
apesar de estar exposto no elemento Prisma disposto na Janela de Algebra,
deve ser calculado multiplicando-se a drea do poligono ABCD da base
pela altura do sélido, representada pela terceira coordenada do ponto H.
Assim, sendo V o volume procurado, A a drea da base e H a altura do
paralelepipedo, o cilculo é como segue: .

Figura 36 — Area da base, altura e volume do paralelepipedo

a = Segmento(A,B,q1) §

— 283

b = Segmente(B, C,q1) § A

— 141

¢ = Segmento(C,D,q1) §

—~28

d = Segmento(D, A, q1) |

— 141

H = PontolEixoZ)

+ (0 u@ f;)

@ | &= Prisma(a1,H) H #
- 12 =3 Q

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Para saber mais sobre os paralelepipedos, assista ao Video 8.
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Video 8 — Saiba mais sobre os paralelepipedos

)

Fonte: PARALELEPIPEDO - Area Total e Volume. [S. Z: 5. .], 2016. 1 video (10 min).
Publicado pelo canal Prof. Kadu Landert: Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=a-
GjQOBLtkZs&ab_channel=Prof.KaduLandert. Acesso em: 2 ago. 2022.

PARA SABER
Clique no centro da tela da imagem

3.3 Aprendendo sobre cubos (voltar ao sumirio)

De acordo com o Wikipédia (2021), o Cubo Migico (Figura 37),
como originalmente chamado por seu inventor, o professor hingaro de
arquitetura Erné Rubik, é um quebra-cabega tridimensional criado em 1974
e amplamente difundido na década de 1980, quando foi licenciado
pela Ideal Toys e teve seu nome alterado para “Cubo de Rubik”. Nesse
mesmo ano, ganhou o prémio alemio do Jogo do Ano (Spiel des Jahres).
Interessante o fato de que o professor Erné Rubik demorou um més para
resolver o cubo pela primeira vez.

Geralmente confeccionado em plastico e apresentado em virias
versoes, ¢ atualmente um dos brinquedos mais populares do mundo,
com mais de 350 milhdes de unidades vendidas. A versio mais comum
¢ a 3x3x3, composta por 6 “faces” de 6 cores diferentes, com “arestas”
medindo 56 mm cada.

Atualmente, cubistas de vérias nag¢des praticam e competem nio s6
a resolucdo do 3x3x3, mas também outros similares. A partir de 2003,
a Associagio Mundial do Cubo Migico (World Cubing Association —
WCA) passou a organizar competi¢des por todo o mundo e reconhecer
recordes nacionais, continentais e mundiais.

2 Essevideo e todas as imagens contidas nele sdo de livre acesso e estdo disponiveis no YouTube.
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Figura 37 — Cubo Migico ou Cubo de Rubik

Fonte: FICHEIRO: Rubiks cube by kegs.jpg. Wikipédia, 2007. Disponivel em: https://pt.wiki-
pedia.org/wiki/Ficheiro:Rubiks_cube_by_keqs.jpg. Acesso em: 3 fev. 2022.

Vocé ji deve ter um conhecimento razodvel sobre objetos com essa
mesma forma geométrica, nio é?

O que talvez vocé nio saiba é que esse sélido geométrico é muito
importante para o estudo da Geometria Espacial, pois o cubo cuja aresta
mede 1 unidade de medida é a base para o cilculo do volume de todos
os s6lidos geométricos.

Vocé ja deve conhecer as expressdes metros cubicos, centimetros
ctbicos etc., mas fazia ideia de que essas expressoes tém relagdo com o cubo?

Explorando as ferramentas do GeoGebra, existem diferentes modos
de se construir um cubo, umas mais simples, porém com menos recursos;
outras mais elaboradas, mas com a vantagem de permitir mais possibilidades
de manipulagoes.

Para que vocé tenha melhor percepgio das propriedades e relagoes
presentes nesse sélido, vamos vincular a medida da aresta a um controle
deslizante. Para tal, clique na Janela de Visualizagdo 2D visando acionar
sua barra de ferramentas e proceda conforme os passos a seguir.

1) Crie um controle deslizante e configure-o como na Figura 38.
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Figura 38 — Configuragio do controle deslizante “a”, vinculado a aresta do cubo

Controle Deslizante

@ Nimero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animagao
min max Incremento
0,5 5 0,9

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Para vincular o comprimento das arestas do cubo ao controle deslizante,
deve-se clicar na ferramenta segmento de comprimento fixo e preencher
o campo “comprimento” da caixa de didlogo com o parimetro do controle
deslizante, nesse caso “a”. Clicando em OK, serd criado um segmento
(Figura 39) que corresponderd a uma das arestas do cubo.

Figura 39 — Construgio de um segmento com comprimento fixo para a aresta do cubo
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.~ Semireta Segmento com Comprimento Fixo

o § :
&% Caminho Poligonal

-
= (1, 07,0

f = Segmento(A, B!
® e )

Fonte: Elaborada pelo autor.

3) Clique na ferramenta cubo e, em seguida, nos pontos A e B do segmento

AB. Seri gerado o cubo apresentado na Figura 40.

58



Figura 40 — Cubo de arestas vinculadas ao controle deslizante “a”
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

3.3.1 Elementos do cubo

Uma vez construido o cubo, pode-se melhorar sua visualizagio por
meio da omissdo dos eixos, mantendo apenas o plano como referéncia para
dar ao aluno a nogio do espago. Isso pode ser feito seguindo a sequéncia
mostrada na Figura 41 e vale também para o estudo de qualquer outra
figura geométrica.

Figura 41 — Sequéncia de procedimentos para omitir os eixos e manter o plano na
Janela 3D

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nesse caso, o sélido ¢é exibido como na Figura 42, com variagées de
tamanho definidas pelo controle deslizante.
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Figura 42 — Representages do cubo com arestas medindoa=0,5,a=2,5ea=5

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Manipule a figura, apds isso tente identificar elementos e perceber
propriedades, bem como relagées importantes para a compreensio da
estrutura desse s6lido geométrico e das expressoes algébricas aplicadas
aos cdlculos de comprimento, drea e volume. Isso fard com que vocé veja
sentido nesse estudo e tenha condi¢ées de aplicar esses conhecimentos
a situagoes do cotidiano.

3.3.2 Diagonal do cubo

Tente calcular a medida da diagonal do cubo que vocé construiu.
Vocé deve tragar duas diagonais para calcular a medida da diagonal
de um cubo: a diagonal do cubo e a diagonal da base. Perceba que, ao
tracar a diagonal da base e, a partir de um dos seus extremos, a diagonal
do prisma, vocé consegue identificar dois tridngulos retingulos cujas
medidas das diagonais podem ser calculadas algebricamente, aplicando-se
o teorema de Pitdgoras duas vezes? De modo a facilitar a identificagio
desses tridngulos, faga como nos passos a seguir.

4) Clique na ferramenta cubo e, em seguida, nos pontos A e B do segmento
AB, gerando o cubo ABCDEFGH. Para visualizar as diagonais do cubo
e da base, com suas respectivas medidas, vd na Caixa de Entrada da Janela
de Algebra e digite os comandos Segmento (A,C) e depois Segmento (E,C).
Apés isso, digite o comando Poligono (A,C,E,A), gerando o tridngulo
retangulo ACE. Para visualizar melhor, tente mudar a cor e aumentar a
transparéncia desse tridngulo, acessando suas configuragdes. A imagem
deve ser apresentada como ilustrado na Figura 43.
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Figura 43 — Diagonal da base e diagonal do cubo
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Embora as medidas das diagonais ja estejam apresentadas na Janela
de Algebra, tente utilizar as medidas dadas para calcular esses valores e,
ainda mais, deduzir uma expressdo genérica para determina-los em um
cubo qualquer em fun¢io da medida “a” da aresta.

Ao analisar o tridngulo retdngulo CAE destacado no cubo, perceba que
a medida da diagonal do cubo pode ser calculada por meio do teorema de
Pitdgoras, mas apenas o cateto AE tem medida “a” conhecida. Analisando
um pouco mais, vocé vai perceber que pode utilizar o mesmo teorema para
calcular a medida do cateto , diagonal da base, em fun¢io da aresta “a”.

Desse modo, aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo ABC,
vocé pode deduzir que a medida da diagonal da base do cubo é dada por

d =a\2

e, aplicando o mesmo teorema, dessa vez no tridingulo CAE, é possivel
concluir que a medida da diagonal do cubo de aresta “a” pode ser calculada
pela expressio

d, = a3
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3.3.3 Area lateral e drea total do cubo

Do mesmo modo que nos sélidos abordados anteriormente, é provivel
que a essa altura o aluno da EJA, explorando a figura na Janela 3D
GeoGebra, consiga identificar as propriedades do cubo, concebendo
esse sélido como um paralelepipedo composto de seis faces quadradas
e congruentes. Para melhor visualizagio, recomenda-se que o cubo seja
planificado no GeoGebra clicando na ferramenta “Planifica¢do”e, depois,
na figura, como jé foi feito anteriormente com outros prismas. Agindo
dessa forma, o cubo serd apresentado como ilustrado na Figura 44.

Figura 44 — Cubo planificado

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Sabendo que as faces do cubo sdo todas quadradas e congruentes e
que esse s6lido possui duas bases e quatro faces laterais, ¢ muito provavel
que o aluno deduza que a drea lateral do cubo ¢é igual a soma das dreas de

({3} z

quatro quadrados de lado “a” e que a drea total corresponde a drea lateral
acrescida do dobro da drea de uma base. Em linguagem matemadtica,

tem-se que:
Base = @
Lateral 4a’
e
‘ATotal = 6612
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Tente elaborar um argumento para justificar que a drea lateral do
cubo consiste na soma das dreas de quatro quadrados congruentes e a
area total na soma das dreas de seis desses quadrados.

3.3.4 Volume do cubo

Esperamos que vocé tenha percebido que, por possuir as mesmas
propriedades do prisma e ter como bases quadrados, o cubo é um prisma,
em razdo disso seu volume pode ser calculado como o volume de um
prisma. Contudo, com as manipulagées no GeoGebra e a compreensio
de que todas as faces do cubo sdo quadradas, ¢ possivel que tenha notado
que a altura e as arestas da base tém medidas iguais e, ento, ao calcular
algebricamente o volume do cubo, vocé vai deduzir que o volume do

“.»

cubo de aresta “a” é
V=a,

Para saber mais sobre os cubos, assista ao Video 9.

Video 9 — Saiba mais sobre os cubos
PARA SABER VOI.UIME
@ Clique no centro da tela da imagem DO \( ) FBO
i
Fonte: VOLUME do cubo. [S. /.. 7.],2020. 1 video (5 min). Publicado pelo canal Prof Lais
- Matematica: Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=-Xrs8437krE&ab_chan-
nel=ProfLa%C3%ADs-Matem% C3%A1tica. Acesso em: 2 ago. 2022.

3.4 Aprendendo sobre piramides (voltar ao sumirio)

Em um breve apanhado sobre a histéria das pirdmides do Egito
Antigo, Santos (2021) salienta que hd vérias discussdes sobre a origem
dessas construgdes e as possiveis explicagdes para a complexa engenharia
que possibilitou construi-las. Embora a histéria desses locais sagrados seja
cercada de misticismos, o que se sabe ¢ que historiadores e arqueélogos
chegaram a conclusio de que cada um dos blocos de pedra — os quais eram
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lapidados e encaixados uns sobre os outros nessas construgdes — pesava
cerca de duas toneladas, sendo que os préprios egipcios desenvolveram
mecanismos para o transporte das rochas e outros materiais utilizados
nessas construc¢des. Quanto a curiosa forma geométrica desses monumentos,
Mendonga (2019) esclarece que os egipcios escolheram o formato piramidal
porque acreditavam ser essa uma forma de ascensdo do faraé aos céus,
acolhido por R4, a divindade mais poderosa da mitologia egipcia.

O processo de construgio dessas obras piramidais durava de 20 a 30
anos. Nesse contexto, os camponeses eram recrutados durante o periodo
de seca do rio Nilo e, embora tais monumentos tenham sido implantados
hé mais de 2500 anos, os egipcios, jd naquela época, demonstravam um
conhecimento matematico bastante desenvolvido, pois utilizavam célculos
precisos na elaboragio de técnicas que determinavam a posi¢io exata para
que as pedras se encaixassem perfeitamente umas sobre as outras. Além
disso, hd um grande conhecimento geométrico na engenharia utilizada na
construgdo de labirintos na parte interna das piramides como estratégia
para enganar os violadores de tumba e proteger toda as riquezas dos
farads, que seriam guardadas junto a eles no momento em que fossem
mumificados.

Segundo Mendonga (2019), existe um total de 123 pirimides no
Egito. As mais conhecidas sio as pirimides de Quedps, de Quéfren e
de Miquerinos (Figura 45), as quais representam uma familia de farads
e estdo localizadas na peninsula de Gizé. Curiosamente, essa terna de
pirdmides ¢ a Ginica das sete maravilhas do mundo que até os dias atuais
resiste intacta as agoes do tempo.
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Figura 45 — As trés principais pirimides do Egito

Fonte: MENDONCA (2019). Disponivel em: https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/ artes/
piramides-do-egito. Acesso em: 15 jun. 2022.

Esperamos que esse breve histérico tenha despertado em vocé o
interesse e a curiosidade em aprender mais sobre as pirimides e que tenha
conseguido memorizar a forma geométrica delas, pois essa compreensao é
muito importante para o conhecimento do mundo e para a continuidade
dos seus estudos, incluindo a matemadtica e outras disciplinas.

Como vocé ja estudou sobre os prismas, ji conhece os poligonos
e possui uma boa nogio espacial, nio terd dificuldades em identificar a
base, as faces, as arestas e os vértices das pirimides, além de calcular dreas
e volume. Ndo mostraremos muitos detalhes, porém vocé pode avangar
nesse estudo com o auxilio do GeoGebra.

Que tal iniciarmos observando os elementos da pirdmide?

3.4.1 Elementos da pirdmide

Agora que vocé tem ideia do que seja uma pirimide, veja se
encontra algum objeto com a mesma forma geométrica para facilitar
suas observagdes. Se nio encontrar, ndo tem problema! Vamos tentar
construir e compreender a estrutura das piramides no GeoGebra. Para
isso, prossiga como nos passos a seguir.

Passo 1. Na Janela de Visualizagio 2D, crie um controle
deslizante n, configurando-o como na Figura 46.
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Figura 46 — Criagio e configuragio do Controle Deslizante “n” para o poligono da base

» a=?
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n
ABG Texto

@ Nimero Angulo Inteiro
M Inserir Imagem

Intervalo Controle Deslizante Animagao
@ Botao
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a=[1] Campo de Entrada

Fonte: Elaborada pelo autor.

Passo 2. Ainda na Janela 2D, construa a base da pirdmide
clicando na ferramenta “Poligono Regular”, em seguida, em
dois pontos distintos A e B, e defina, na caixa de didlogo, o

numero de vértices pelo parimetro n do controle deslizante,
como demonstrado na Figura 47.

Figura 47 — Construgio da base da pirdmide vinculada ao Controle Deslizante “n”
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Use o controle deslizante n para visualizar todas as bases que vocé
construiu para as pirdmides.

Passo 3. Crie outro controle deslizante H, configurando-o

como na Figura 48. Com isso, vocé podera variar a altura das
pirdmides e observar o que acontece.
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Figura 48 — Configuragio do Controle Deslizante para definir a variagio de altura da
pirimide

Controle Deslizante
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H=1
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0,5 5 05

Fonte: Elaborada pelo autor.

Passo 4. Na Caixa de Entrada, digite o comando “Piramide
(Pol1, H)” para gerar a pirimide que tem como base o poligono
apresentado na tela e a altura vinculada ao controle deslizante
H, como demonstrado na Figura 49.

Figura 49 — Construindo a pirimide com altura vinculada ao Controle Deslizante “H”

@ A=(198153 @ B=(03412)

@ B - (106 063 @  poll = Poligono(A,B,0) *
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05 e

56 C 2
- 129 ©
T a = Pirsmide(poll H} B
Piramide(Poll, H) :
— 057

314 Tt
- F 2

f = Segmento(A, B, pol1) 5 o

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
Use os controles deslizantes para obter pirimides como as apresentadas

na Figura 50. Aproveite para manipular atentamente cada figura, anotando
e refletindo sobre suas descobertas, dividas e constatagdes.
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Figura 50 — Pirdmides com bases determinadas pelo Controle Deslizante “1”

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

3.4.2 Classificacio das pirdamides

Observando as diversas piramides geradas com a variagdo do
parametro do controle deslizante 1, como mostrado na Figura 50, vocé
pode perceber que os poligonos da base sdo o que diferem essas pirdmides.
Desse modo, as piramides sdo classificadas, de acordo com o poligono da
base, em pirdmide triangular, quadrangular, pentagonal e assim por diante.

Para compreender algumas relagées, observe as pirimides no

GeoGebra, copie e preencha a Tabela 3.

Tabela 3 — Dados numéricos com base nas observagdes dos elementos de cada pirdmide

Tipo da Base Num. de Faces Num. de Vértices Num. de Arestas

Triangular
Quadrangular
Pentagonal

Hexagonal

Heptagonal

Octogonal

Fonte: Elaborada pelo autor.
Agora, para cada linha da Tabela 3, faga a soma das colunas 2 e 3

e compare com a coluna 4, para verificar se a Relagdo de Euler ¢é valida
também para as pirdmides.
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3.4.3 Area lateral e drea total de uma piramide

Considerando a pirdmide ji construida no tépico 3.4.1, clique
na ferramenta “Planificacdo” e acione o controle deslizante “b”, como

demonstrado na Figura 51.

Figura 51 — Planificagio de uma pirdmide

. ABC €

4@ <

. A Piramide
i 5§ Prisma
{4y Fazer extrusac para Piramic
Y extruszo para Prisma
& cone
& ciindro

A
L3 Tetraedro
13l cubo

| B Planificacio |

n=5

3 -

A =(-1.33, 063)

B = (-0.2.-0.51)

poll = Poligona(A, B,n)
— 443

f = Segmento(A, B, poll)
1.61
H=2
05 = °
a = Piramide(pol1, H)
. 206
b=1
0

L e X0

P cia de
45 Superficie de Reval

¢ = Planificagio(a, b) . ?
— 136 f

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

O processo de planificagio gerou o controle deslizante b, cujo parimetro
varia de 0 a 1. Isso representa o percentual de abertura da figura. Somente
quando b = 1 a figura aparece na Janela de Visualiza¢io 2D, pois encontra-
se 100% planificada, ou seja, todas as faces estdo totalmente apoiadas no
plano da base.

O dado numérico que acompanha o elemento “poll = Poligono(A,B,n)”
representa a rea da base e o que acompanha o elemento “c = Planificagio(a,b)”
representa a drea total da pirdmide.

E importante que vocé faga todos os célculos. No entanto, é possivel
determinar a drea lateral da pirimide calculando a diferenca entre a drea
total e a drea da base.

Por exemplo, a pirimide representada na Figura 51 tem drea da
base igual a 4,43 e drea total igual a 13,6, portanto sua drea lateral é

13,6 — 4,43 = 9,17 unidades quadradas.
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3.4.4 Volume da piramide

Uma forma interessante e mais ficil de ser deduzida a férmula do
volume da piramide é considerar a relagio entre o volume da pirimide
e o volume de um prisma de mesma base. Como vocé ja sabe calcular
o volume do prisma, fica mais simples compreendé-la. Vamos para o
GeoGebra realizar a atividade a seguir?

Passo 1. Na Janela 2D, crie um tridngulo clicando na ferramenta
“Poligono” e, em seguida, em trés pontos distintos A, B e C,
techando a figura no ponto A, como mostra a Figura 52.

Figura 52 — Construgio de base triangular para prisma e pirimide

RISl =IFINNE
|>Poiigono |

Q Poligono Regular

I3 Poligono Rigido

p Poligono Semideformavel

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra.

Passo 2. Para variar a altura, crie um controle deslizante,
configurando-o como na Figura 53.

Figura 53 — Configuragio do Controle Deslizante vinculado a altura do prisma e da
pirdmide

Controle Deslizante

Nome
H=1

@ Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animagao
min max Incremento
1 5 1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Passo 3. Na caixa de entrada, digite o comando “Prisma (t1,H)”
para criar o prisma cuja base ¢é o tridngulo t1 e a altura varia
conforme o parimetro H do controle deslizante. Veja a Figura

54.

Figura 54 — Construcio do prisma de base “t1” e altura vinculada ao Controle
Deslizante “H”

t1 = Poligono(A, B, C)
— 205
- 2= Segmento(B,C,t1)
- 2.56

® b = Segmento(C, A, t1) i - “ s
— 3.05 ‘/.

@ ©=Semeno(AB) . I8

© TRNETIRNE /AT TNBE TURE I0E
— 237

H=1
1 -

+ || Prisma(t1, H)

— 295

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Passo 4. Para melhor visualizagio, va a Janela de Algebra e
desmarque o elemento “Prisma (t1,H)”. Caso outros elementos
sejam também desmarcados, marque-os novamente, mantendo
desmarcado apenas o elemento Prisma. Na caixa de entrada,

digite Poligono (D,E,F), como demonstrado na Figura 55.

Figura 55 — Omitindo o prisma e evidenciando suas duas bases

2 = Segmento(B, C, t1)
— 256
@ b Sesmento(C,A 1) "

——sc
— 3.05 */‘

Segmento(A, B, t1)

®

- 237
H=3
11— 5

D d = Prisma(t1, H)
— 886

oD, E, F)

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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Passo 5. Construa outra pirimide de base coincidente com a base
inferior do prisma e vértice coincidindo com um dos vértices da base
superior, digitando, na caixa de entrada, o comando “Pirdmide (t1, D)”,
como demonstrado na Figura 56.

Figura 56 — Construgio de pirdmide com a base inferior do prisma e vértice no ponto D

1 = 5

d = Prisma(t], H)

T 886 —
® dy = Segmentof(E, F, 12} * : 1 7
— 256

: o L ST 3
® °- Segmento(F,D,12) * 8
- 3.05
@ 1= Segmento(D,E,12) *
Y
® t2 = Poligono(D, E, F)
— 295 e
+ | Pirsmide(t1,D) : a

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Passo 6. Crie outra pirimide, agora com a base coincidente com
a base superior do prisma e vértice coincidindo com um dos
vértices da base inferior. Para isso, na caixa de entrada, digite o
comando “Pirimide (t2, B)”, como demonstrado na Figura 57.

Figura 57 — Criagio de pirdimide com a base superior do prisma e vértice no ponto B

— 8.86

@ *= Segmento(E. F,t2) *

— 256 re
. c
® °- Segmento(F,D,t2) : 1 7
— 3.05

; : g :
@ f=Samew(dEe) i
— 23
@ 2= Plisn@ER 7
— 295
& = Pirdmide(t1, D) 5
295 a

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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Mova a figura procurando uma posi¢io que permita perceber partes
que faltam para preencher um poligono convexo. Em seguida, altere a
cor das pirimides, de preferéncia com cores bem distintas. Isso pode ser
feito selecionando o elemento “Pirdimide” na Janela de Algebra e clicando
nos trés pontinhos para acessar “Configuragées”, depois em “Cor”. Isso
facilita para vocé distinguir as duas piramides que compdem o poliedro,
como evidenciado na Figura 58.

Figura 58 — Movendo o poliedro e alterando as cores das pirdmides

237 N P ) 7 il
He3 : |

1 == 5 53 I kR KR

Om oom

oy d = Prismafes, )
- 586

@ ¢ SegmentolE, F12)
- 2.56

@ ' SwmneF.0R)

= 305 g el
e ' Segmento(D,E,12) © E ' ;

gonolD,E,F)

— 295
& = Piramide(t], D)

- 295

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Percebe que uma pirdmide de base triangular se encaixa perfeitamente
no espago que falta para tornar o poliedro convexo? Os procedimentos
para constru¢do dessa pirdmide ocorrem conforme o Passo 3.

Passo 7. Na caixa de entrada, digite o comando Pirdmide

(B,C,ED) para que seja criada a pirimide que completa o
preenchimento do prisma, como demonstrado na Figura 59.
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Figura 59 — Construindo a pirimide que completa o preenchimento do prisma

d = Segmento(E, F,12)
— 256
& = Segmento(F,0,12) *
® -gmento| )
- 305
f = Segmento(D, E,12) *

- 237

@ = PoligonalDER) !
— 295

& = Pirdmide(11, D)

- 295
h = Pirsmide(t2, B)
(]

— 295 Q

5
+ ;

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Marque novamente o elemento “d = Prisma(t1,H)” e manipule a
figura de modo que possa ser observada sob diversos angulos. Note que a
juncio das trés piraimides coincide exatamente com o Prisma d, conforme

a Figura 60.

Figura 60 — Visualizagio do prisma preenchido pelas trés pirimides de igual volume

T ——

N —a A% i
gl
® dy = SegmentolE,F, 12} * i
® & = Segmento(F I):?)‘
® 2. B B [s
- 205 ::
@

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Na Figura 60, o volume de cada pirdmide ¢ 1,97 unidades cubicas
e o volume do prisma ¢ 5,91 unidades ctbicas.

Use o controle deslizante para variar a altura e, para cada figura,
observe os dados na Janela de Algebra, faca a soma dos volumes das trés
piraimides e compare com o volume do prisma. Vi anotando tudo e depois
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observe com atengdo. Podem ocorrer possiveis divergéncias nos valores
porque o GeoGebra opera com aproximagdes, mas essas diferencas sio
minimas e irrelevantes.

Agora, calcule a razdo entre o volume de uma pirdmide e o volume
do prisma, como no exemplo a seguir.

Volume do Prisma "d" 591
Exemplo: = =

=3
Volume da Piramide "g" 1,97

Ao realizar os cilculos, é provével que vocé perceba que, mesmo com
as possiveis inexatiddes, a razdo procurada serd sempre igual a 3 ou, em
raros casos, muito préximo desse valor.

A vista disso, pela propriedade fundamental das proporgaes, tem-se
que:

1
Volume da Pirdmide g = 3 Volume do Prisma "d"

Pelo Principio de Cavalieri, ¢ possivel mostrar que, dada uma pirimide
qualquer e um prisma de mesma base e altura igual a altura da pirdmide,
vale sempre a relagio

1

Vpiramide = §-VPrisma
Como o volume do prisma de altura H e drea da base dada por é

Verisma = Apase-H

deduz-se que o volume da pirdmide de altura H ¢ dado pela relagio

1
Vpiramide = g-ABase- H

Para saber mais sobre as pirdmides, assista ao Video 10.
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Video 10 — Saiba mais sobre as pirdmides

¥ Elementos de uma pirmide
T > il de

PARA SABER
@ Clique no centro da tela da imagem

B wl Lol
fow bl

Fonte: PIRAMIDES - Elementos ¢ Classificagio. [$. : 5. 7.],2020. 1 video (14 min). Publicado
pelo canal Revisando Matemitica. Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=enHOS-
5sAqNw&ab_channel=RevisandoMatematica. Acesso em: 3 ago. 2022.

3.5 Aprendendo sobre os tetraedros (voltar ao sumirio)

Para construir um tetraedro no GeoGebra, clique na ferramenta
“Tetraedro” e, em seguida, em dois pontos quaisquer sobre o plano da
Janela de Visualiza¢do 3D. Serd gerado o tetraedro de base ABC, como
ilustrado na Figura 61.

Figura 61 — Tetraedro de base ABC

A@ 4 N R]A, OO &N

EN :

A preamige @ a=(2o2000 N HHach i e
15§ Prisma @ B=(173.-14L.0) i r

14 Fazer axtrusao para Piramide o 8= TeneeABO) H :

G Extrusiio para Prisma 785

& cone n
& cilndro

:
'_:ﬂ Cubo

- B Planificagio E

&, superficie de Revolugao
<

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Observando a figura, vocé consegue perceber que um tetraedro é um
caso especial de pirimide? E uma piramide triangular, ndo €?

Manipule a figura e destaque alguma caracteristica especial em
relagdo as faces.

Percebe que todas as faces sio tridngulos equilateros? Entdo, temos
um tetraedro regular na figura, um dos cinco sélidos platénicos que serdo
estudados mais adiante.
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Vamos aprender mais sobre os elementos do tetraedro e aprender a
calcular a drea e o volume desse sélido geométrico?

3.5.1 Elementos, drea e volume do tetraedro

Para esse estudo, no GeoGebra, construa um tetraedro regular de

({2

aresta medindo “a”, procedendo como nos passos seguintes.

“.»

1) Para controlar a medida das arestas, crie um controle deslizante “a” e
configure-o como na Figura 62.

«

Figura 62 — Configuragio do Controle Deslizante “a

Controle Deslizante

Nome

a=1

@® Numero f\ngu\() Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animagio
min max Incremento

1 5 0,5

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Clique na ferramenta “Segmento de Comprimento Fixo” e, em
seguida, em uma regido qualquer da Janela 2D, preenchendo o campo
«_»

“Comprimento” com a letra “a”, como demonstrado na Figura 63. Assim,
vocé criou uma aresta da base do tetraedro vinculada ao controle deslizante!
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Figura 63 — Construgio de segmento de comprimento fixo vinculado ao Controle

« »

Deslizante “a

(] >e e 4

" Reta

" Segmento

| +" Segmento com Comprimento Fixo | Segmento com Comprimento Fixo
~ Semirreta Cor
a
-
& Caminho Poligonal .A
,/' Vetor NCELAR 0K
1 o . . - . M .
.;' Vetor a Partir de um Ponto ! I I -

Fonte: Elaborada pelo autor.

3) Para construir o tridngulo equildtero que servird de base para o tetraedro,
clique na ferramenta “Poligono Regular”e nos extremos A e B do segmento
de comprimento fixo do passo anterior. Desse modo, serd criado o tridngulo
ABC de lado medindo “a”, como demonstrado na Figura 64.

«. »

Figura 64 — Construgio de tridngulo equilitero ABC, base do tetraedro de aresta “a

NEIEIPARNE I |

Poligono Regular

™ .

,>» Poligono

Q Poligono Regular
2

“,‘\- Paligono Rigido

" $5» Poligono Semiceformavel
)

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

4) Na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, digite o comando “Tetraedro
(pol1)”. O sélido sera gerado como na Figura 65.
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« »

Figura 65 — Construgio do tetraedro de base “poll” e aresta “a

) poll = Poligono(A,B,3) }

— 043 25

@ °*- Segmento(A, B, pol1)

-1

Tetraedro(poll) : 15

— 0.12

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Embora o GeoGebra jd apresente o volume do tetraedro, é importante
que vocé visualize os segmentos necessarios para o cdlculo algébrico. Para
isso, proceda como o indicado:

5) Na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, digite o comando
“CentroDeGravidade (poll)”, depois Segmento(A,E) e, finalmente,
Segmento(D,E), gerando os catetos do tridngulo retingulo AED, como
demonstrado na Figura 66.

Figura 66 — Construgio do tetraedro de base “pol1” e aresta “a”

%) poll = Poligono(A, B,3) }

— 043 25
@ &= Segmento(A,B, poll) :
@

-1

b= Tetraedro(poll, true) } 15
— 012

@ | E = ControDeGravidade(p3i1)
C
— (0.34, 0.63)

el|i= Segmento(A, E) £
— 0.58

e k = Segmento(D, E) :
— 0.82

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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Lembre-se que a medida do segmento equivale a dois tergos da altura
do tridngulo equildtero ABC — e essa altura vocé jd aprendeu como calcular.
O segmento é a altura do tetraedro, que pode ser calculada utilizando-se
o teorema de Pitigoras.

Clique na ferramenta Planificagio e depois selecione o tetraedro,
como demonstrado na Figura 67.

Figura 67 — Planifica¢io do tetraedro

y e *
(D é‘ & #86 c‘; @ b= Tetaedrofpoll, trud)
e - 012
A Fsde @ = CentroDeGravidad fpol
1‘3 Prisma =308
@ = Sumen(AE)
’@ Fazer extrusao para Piramide — 058
’ﬂ Extrusde para Prisma @ k = Segmento(D, E)
— 082
é Cone . .
| ] . o ®
& ciindro
d = Planificagi(b,c) }
,f_} Tetraedro @ e
Tt oun ! ;
ubo . :
. ] e 0
| B Planificagdo
® # = Planificacio(b,e) }
Q% Superficie de Revolugao —1n - .

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Faga os cilculos para verificar que a drea da superficie do tetraedro

«_”

regular, em funcio da medida “a” da aresta, é dada pela expressio

A=a%*/3
e o volume por
_ a3z
V="

Para saber mais sobre os tetraedros, assista a0 Video 11.
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Video 11 — Saiba mais sobre os tetraedros

)

Fonte®: #APRENDER Geometria Espacial - Estudo do TETRAEDRO REGULAR Parte 02.
[S. 2:5.7.],2019. 1 video (5 min). Publicado pelo canal APRENDER & EVOLUIR: Disponivel
em: https://www.youtube.com/watch?v=uio Twag2nYs&ab_channel=APRENDER%26EVO-
LUIR. Acesso em: 3 ago. 2021.

PARA SABER
Clique no centro da tela da imagem

3.6 Aprendendo sobre poliedros regulares (voltar ao sumdrio)

Vamos estudar sobre alguns poliedros convexos especiais. Dentre
todos os poliedros convexos, existem apenas cinco poliedros regulares,
também chamados de poliedros de Platdo ou poliedros platénicos. Esses
serdo os s6lidos geométricos abordados neste tépico.

Para saber mais sobre poliedros regulares, assista ao Video 12.

Video 12 — Poliedros regulares

)

Fonte: POLIEDROS REGULARES | POLIEDROS DE PLATAO | GEOMETRIA
ESPACIAL | \Prof. Gis/. [S. /5. n.],2021. 1 video (9 min). Publicado pelo canal Gis com Giz
Matemitica. Disponivel em: www.youtube.com/watch?v=DbzVhSYPxQc&t=7s. Acesso em:

3 ago. 2022.

PARA SABER
Cligue no centro da tela da imagem

Agora que vocé ji sabe quais sdo os poliedros regulares, vamos
construi-los no GeoGebra, conforme os passos a seguir.

3 Lembrete: Todos os videos e as imagens contidas neles so de livre acesso e estdo disponiveis
no YouTube.
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Passo 1. Na Janela de Visualizagio 2D, construa um quadrado,
um pentigono regular e trés tridngulos regulares distintos.
Mantenha um bom distanciamento entre as figuras para
melhor visualizagdo durante as atividades posteriores. Todos
esses poligonos podem ser construidos clicando na ferramenta
“Poligono Regular” e em dois pontos distintos da janela de
visualizagdo. Na caixa de didlogo que se abre, preencha o campo
“Vértices” com o nimero 3, depois o 4 ¢, em seguida, 0 5. Feito
isso, serdo apresentadas na tela representa¢des como as da

Figura 68.

Figura 68 — Construgio dos poligonos base para os poliedros regulares (ou poliedros
de Platio)

]y iR
OO 4 \ . Poligono Regular

> Poligono

| O Poligono Regular 4

:,\ Poligono Rigido

I‘,-Pn\waannﬁennde!nrmével A\NCELAR “

3

A C 2

R Q
B eHLS
poll P -
4] o
POz poizNgF
2 3

-3 -2 -1 0 1

-1

H_g

-3

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Na Caixa de Entrada, digite os comandos “Cubo (pol1)”; depois
o “Dodecaedro (pol2)”; em seguida, o “Tetraedro(pol3); depois o
“Octaedro(pol4) e, finalmente, o “Icosaedro(pol5)” para gerar os poliedros
regulares, como demonstrado na Figura 69.
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Figura 69 — Construgio dos poliedros regulares (ou poliedros de Platio)
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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3.6.1 Forma planificada dos poliedros regulares

Manipule atentamente as figuras e anote suas observagées. Apds isso,
clique na ferramenta “Planificagdo” e em cada um dos poliedros, obtendo
o resultado como na Figura 70. Procure identificar cada poliedro pela
sua forma planificada e a quantidade de faces de cada um.

Figura 70 — Forma planificada dos poliedros regulares (ou
poliedros de Platiao)

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

3.6.2 Poliedros de Platio e a Relagao de Euler

Observando os poliedros regulares no GeoGebra, copie e preencha

a Tabela 4.

Tabela 4 — Registro sobre os elementos observados nos poliedros de Platao

Poliedro Poligono daface | Numerode | Nimerode | Numero de
(nomenclatura) faces (F) vértices (V) | arestas (A)
Hexaedro (Cubo) Quadrado
Dodecaedro Pentdgono regular
Tetraedro Tridngulo equildtero
Octaedro
Icosaedro

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Agora, para cada linha da Tabela 4, faca a soma da terceira com
a quarta coluna e compare o resultado com a quinta colona. Veja se o
Teorema 6.1 estd de acordo com o que vocé constatou. Essa € a famosa

Relagio de Euler.

Teorema 6.1 (Relagio de Euler)

Em todo poliedro convexo é vélida a relagio:

ou, de modo equivalente, ,

em que V, A e F representam, respectivamente, a quantidade
de vértices, arestas e faces.

Defini¢io 6.1 (Poliedros platénicos)
Diz-se que um poliedro serd platonico se, e s6 se, for convexo,
assim, em todo o vértice concorre o mesmo nimero de arestas,
toda face tem o mesmo nimero de arestas e é vilida a Relagdo
de Euler.

Verifique se essas informagdes sdo vilidas para as figuras geradas

no GeoGebra.

Para compreender melhor a Rela¢io de Euler, assista ao Video 13.

Video 13 — Relagio de Euler

2

Fonte: POLIEDROS - RELACAO DE EULER \Prof. Gis/. [§. Z: 5. .],2021. 1 video (23 min).
Publicado pelo canal Gis com Giz Matematica. Disponivem em: www.youtube.com/watch?-
v=5P_Gx4PP2hw&ab_channel=GiscomGizMatem%C3%A1tica. Acesso em: 3 ago. 2022.

PARA SABER
Clique no centro da tela da imagem

3.7 Aprendendo sobre os cilindros (voltar ao sumério)

Considerando-se dois planos distintos e paralelos e, assim como
mencionado no estudo dos prismas, tomemos sobre esses planos duas
regides circulares (circulos) e, de raios congruentes e centros e. Tragando-
se o segmento de reta, o conjunto desse segmento e todos os segmentos
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de reta paralelos a ele, cujas extremidades pertencem aos circulos e, é
denominado cilindro de bases e.

Para construir um cilindro reto no GeoGebra 3D, de modo que sua
altura e o raio da base possam ser facilmente manipulados, proceda como
NOS passos a seguir.

1) Inicialmente, crie dois controles deslizantes e configure-os como na
Figura 71.

Figura 71 — Configuragio dos controles deslizantes vinculados ao raio e 4 altura do cilindro

Controle Deslizante i
Controle Deslizante

Nimero Angulo Inteiro P
L 9 @® Nimero Angulo Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animagao Intervalo Controle Deslizante Animaczo

Incramenty mi max Incremento
g 5 05 .
9.9 : L] 1 5 0.5

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Como base para o cilindro, construa um circulo com raio vinculado ao
controle deslizante r. Para isso, clique na ferramenta “Circulo: Centro &
Raio” e em um ponto qualquer da Janela 2D. Preencha o campo “Raio”
com o pardmetro r e clique em OK para que seja gerada uma imagem

como na Figura 72.
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Figura 72 — Construgio do circulo de raio vinculado ao Controle Deslizante “r

(&) Cirauo sasos Caniro o Um da saus Portos

(D Cireulo: Conira & Raio

_ (3 companne
(J Croulo dotnido por T Poris
(™ somiiouo

2 Ao rer
€7 Arco Creuncieviar
2 svorcreuar

S soto Crnercvar

@ Gescenn e

B| oA o e P

[T —_ ]
® ! H
1 —p— 5 O
@® A= (L45050) i
) c: Circulo(A,r)

= fx 145 [y D07P = 1

+

Do
o EV

« »

i

Circulo: Centro & Raio

]

i 1 hasss gass s

A4 @ &N
A& =

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

3) Na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, digite o comando
“Cilindro (¢, h)”, como ilustrado na Figura 73.

Figura 73 — Construgio do

Deslizante “h”

cilindro de base

€2 GeoGenna Cassc

« »

¢”, com

altura vinculada ao

Controle

T 2 e P LI
=1 N HErce : e
05 —Gg——— 5 ® &

. h=2 :

| ip— 5 (5)
@ A-(145,007)

@  oiCircus(An)
= (x + LA5) 4 (y + 0,97 = 1

[ ]

— 628

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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Manipule os controles deslizantes ¢ também de movimentos na
tela, de modo a observar diferentes s6lidos sob diversos angulos, como
ilustrado na Figura 74.

Figura 74 — Diferentes vistas do cilindro reto, possibilitadas pelas manipulacdes

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

3.7.1 Elementos e classificacdo dos cilindros

Vocé ja deve ter percebido que, semelhantemente aos prismas, os
cilindros tém duas bases paralelas e uma superficie lateral. A principal
diferenca é que as bases sio circulares e ndo poligonais, ao passo que a
superficie lateral ndo é composta de poligonos, mas de uma superficie curva.

As bases sio duas regides circulares de mesmo raio, situadas em
planos distintos e paralelos. Assim como nos prismas, a altura do cilindro
corresponde a distancia entre os planos que contém suas bases. Sendo C, e
C, os centros dos circulos das bases, a reta C, C, chamada “eixo” do cilindro.

Os segmentos paralelos a reta C,C,, os quais estao situados na
superficie do cilindro, sdo chamados “geratrizes”.

Semelhante aos prismas, os cilindros sdo classificados em retos e
obliquos. Um cilindro serd reto quando seu eixo for perpendicular aos
planos de suas bases. Caso contririo, o cilindro ¢ dito obliquo.

Para saber mais, assista ao Video 14.
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Video 14 — Elementos e classificagdo dos cilindros

)

Fonte’: CILINDRO (AULA 11/16). [S. /.- 5. n.],2016. 1 video (8 min). Publicado pelo canal
Equaciona Com Paulo Pereira: Disponivel em: www.youtube.com/watch?v=rpbFsCa7D4E&ab_

PARA SABER
Clique no centro da tela da imagem

channel=EquacionaComPauloPereira. Acesso em: 4 ago. 2022.

3.7.2 Area da superficie lateral e drea total do cilindro

A versio do GeoGebra utilizada neste trabalho nio dispoe da
ferramenta para planificagdo de corpos redondos, por isso nio é possivel
obter as dreas do cilindro utilizando-se desse recurso, como foi sugerido
no estudo dos prismas e pirdmides. No entanto, é ficil perceber que a
superficie do cilindro, embora seja curva, pode ser representada na forma
de uma figura plana retangular, cuja medida da base equivale ao perimetro
do circulo da base e a altura é a mesma do cilindro.

Como jd mostrado no Video 8, a drea lateral de um cilindro de raio
r e altura h pode ser calculada por meio da relagao

A, =2nr.h
Como a base ¢ um circulo, vocé deve lembrar-se que a drea da base
¢ dada por
Ay =mr?
e, entdo, a drea total da superficie do cilindro pode ser obtida pela
relagdo
A=2nr?+2nr.h

Para melhorar essa férmula, vocé pode evidenciar o fator comum e
obter a relagio equivalente

A=2mr(r+h)

que ¢, esteticamente, mais elegante que a outra.

4 Lembrete: Todos os videos e as imagens contidas neles sio de livre acesso e estdo disponiveis
no YouTube.
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3.7.3 Volume do cilindro

Vocé deve imaginar que, por terem algumas propriedades em comum,
o célculo do volume do cilindro segue a mesma légica utilizada para
calcular o volume de um prisma, certo? A diferenca estd apenas na forma
de se calcular as dreas das bases.

Para verificar se isso ¢ verdade, vamos utilizar o Principio de Cavalieri.
Para isso, proceda como nos passos que se seguem.

1) Crie dois controles deslizantes, “R” e “H”, e configure-os como na

Figura 75.

Figura 75 — Configuragio dos controles deslizantes “R” e “H”

Controle Deslizante Controle Deslizante
Nome
| H=1 |
@ Numero Angule Inteiro @ Numero Angulo Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animagédo Intervalo Controle Deslizante Animagéo

min max Incremento min max Incremento
1 5 1 1 5 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Clique na ferramenta “Circulo: Centro & Raio” e em uma regido qualquer
da Janela 2D, preencha o campo Raio da caixa de didlogo com o pardmetro
“R”e clique em OK. Em seguida, clique na ferramenta “Segmento com
Comprimento Fixo” e em outra regido da Janela 2D, preenchendo o
campo “Comprimento” da caixa de didlogo com o comando “R*sqrt(pi),
clicando novamente em OK. Finalmente, selecione a ferramenta “Poligono
Regular”e, nos pontos A e B extremos do segmento construido, preencha
o campo “Vértices” da caixa de didlogo com o numeral 4. Desse modo,
serdo geradas a base circular de um cilindro e a base quadrada de um
prisma, ambas de mesma drea, como ilustrado na Figura 76.
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Figura 76 — Construgio de circulo e poligono de mesma drea vinculados ao Controle

Deslizante “R”

Qo £ N = +

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

-l (® circulo: Centro & Raio I‘

_ (3 compasso

O Circulo definido por Trés Pontos
(™ semicirculo

.‘) Arco Circular

") Arco Circuncircular

Q Setor Circular

‘D Setor Circuncircular

€2 GeoGebra Classic

2 AL > OO 4 N

@ R4 / Reta
1

" Segmento
H

i I " Segmento com Comprimento Fixo

S Caminhe Poligonal

[ ]

® ¢ . Semineta
A

@

<
_, o vetor

+ | Emf <% Vetor a Partir de um Ponto

€2 GeoGebra Classic
R A XD e

@ R b- Poligono

Circulo: Centro & Raio

Segmento com Comprimento Fixo

[Comprimento
R"sqri(ei)

CANCELAR OK

Poligono Regular

Ve
4

CANCELAR oK

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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3) Para ter a certeza de que a igualdade das dreas do cilindro e do poligono

da Figura 76 serd preservada durante as manipulagées, na Caixa de

Entrada da Janela de Algebra, digite o comando Area(c) e manipule o

controle deslizante comparando valores dos campos referentes as areas

das duas figuras. O elemento “pol1” representa o poligono com sua drea
«_»

e o elemento “a” representa a drea do circulo ¢, como demonstrado na

Figura 77.

Figura 77 — Areas das bases paraR=1,2,3,4 ¢ 5, respectivamente

poll = Poligono(A, B, 4)

— 28.27

|pul1 - Poligano(A, B, 4) |pan Poligona(A, B, 4)
|-+ 12,57

—~ 314

g = Segmento(A, B, pol1) & = Segmento(A, B, poll) g = Segmento(A, B, poll)
- 177 = 354 — 53

Area(c)

— 1257

2 = Arealc)

|pcll' Poligono(A, B, 4) |

= 50.27

poll = Poligono(A, B,a)l

— 78.54

& = Segmento(A, B, poll) & = Segmento(A, B, poll)

Fonte: Elaborada pelo autor. Dados gerados no GeoGebra.

4) Na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, aparecerdo os comandos
Prisma (pol1,H) e Cilindro (c,H). Interessante destacar que os volumes
dos dois sélidos sdo iguais, como demonstrado na Figura 78.

Figura 78 — Sélidos auxiliares para dedugdo do volume do cilindro pelo Principio de

Cavalieri

© B = Pomo(Circulo(A,R v7)
ST @

poll = Poligono(A,B.4)
. 318

(<]

& = Segmento{A, B, poll)

@

-7

a = Prisma(pol1, H) i =

— 314

t a
o b : Cilindro(c, H) $

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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Manipule os controles deslizantes, a exemplo do ilustrado na Figura
79.

Figura 79 — Volumes dos sélidos para R=1e H =5 e para R =3 ¢ H = 2, respectivamente

B = Ponto(Circulo(A, R /7))
- (247.-212) (O]

B = Ponto(Circulo{A,R y7)) ©

(6.02. 2.2) ®
f = Segmento(A, B) f = Segmento(A, B)
-1 —sm
poll = Poligono(A, B.4) poll = Poligono(A, B,4)
-3 . — w27
& = Segmento(A, B, poll) : & = Segmento(A, B, pol1)

LT 3 —sm

a = Prisma(poll, H) : a = Prisma(poll, H) i
= 1571 4] = 5655

T Cil % H b: Cilindro(c, H) 4

= 56.55 &

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Manipulando os sélidos e utilizando os valores para calcular, verifique
que, para o cdlculo do volume do cilindro de raio r, vale a relagio
Para saber mais sobre os cilindros, assista a0 Video 15.

Video 15 — Saiba mais sobre os cilindros

PARA SABER
Clique no centro da tela da imagem

Fonte: INTRODUCAO i Cilindros. [S. Z:s. 7.],2020. 1 video (5 min). Publicado pelo canal
100 Problema - Prof. Gabriel Santana. Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=0I-
mo2KUxIi8&ab_channel=100Problema. Acesso em: 4 ago. 2022.

3.8 Aprendendo sobre os cones (voltar ao sumério)

Pelas suas experiéncias priticas, ¢ provavel que vocé saiba o que é um
cone e consiga identifici-lo entre outros sélidos geométricos. Que imagem
vem a sua mente ao ouvir o nome “cone”? Pode ser que vocé pense em
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um cone de sinalizagdo de transito, em um funil, em uma casquinha de
sorvete, em um chapeuzinho de aniversirio ou em outros objetos com
forma geométrica parecida. Vocé reconhece as formas geométricas da
Figura 80 como cones?

Figura 80 — Objetos que lembram um cone

Fonte: Passei Direto. Disponivel em: https://www.passeidireto.com/pergunta/65721231/ 4-obje-
tos-que-lembram-o-cone. Acesso em: 3 jul. 2022.

Como ja estudou sobre outros s6lidos geométricos, é possivel que
vocé consiga perceber algumas semelhangas do cone com o cilindro, pelo
formato da base e também em comparagio a pirdmide, por ter apenas
um vértice fora da base.

Para compreender melhor esse sélido geométrico tio presente em
nosso cotidiano, vamos estud4-lo com o auxilio do GeoGebra 3D, certo?
A vista disso, prossiga como nos passos a seguir.

1) Para construir um cone de altura h e base circular de raio r, de modo
que essas medidas possam ser facilmente manipuladas, vocé deve iniciar
pela criagdo de dois controles deslizantes, configurando-os como destacado

na Figura 81.
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Figura 81 — Configuracio dos Controles Deslizantes “t” e “h” para raio e altura do cone
gur gurag p

Controle Deslizante Controle Deslizante

@ Nimero Angulo Inteiro ® Nimero Angulo pacrs

Intervalo Controle Deslizante Animagao

Intervalo Controle Deslizante Animagao
min r Incremento
min max Incremento
1 5 0.8
1 5

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Para a base do cone, deve-se criar um circulo com centro mével e raio

vinculado ao controle deslizante “t”, procedendo como na Figura 82.

Figura 82 — Construgio de circulo de raio vinculado ao Controle Deslizante “t”

@@ (\:. \ = g Circulo: Centro & Raio

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

| (® circulo: Centro & Raio I

(&7 Compasso
=
€2 Circulo definido por Trés Pontos
& 2
f * Semicirculo
.\\ Arco Circular

) Arco Circuncircular

£ setor Circular

Z -1
LD Setor Circuncircular

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

3) Na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, digite o comando Cone(c,h)
como na Figura 83.
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Figura 83 — Construgio do cone de base “c” e altura “h”

€2 GeoGebra Classic
B b Pded @& N P
o ! N~ o g

1 @ 5 () el

h=2 H h=2

1 e— 5 (5 5

A = (-1.97, 0.61) : )

® < Circulo(A, r) H 6
— (x+ L97) 4 (y- 0612 =1

Cone(c, h)

i !
— 2.00 A

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Manipule os controles deslizantes e mova o sélido na Janela de
Visualizagdo 3D observando-o atentamente sob diferentes angulos, a
exemplo da Figura 84, tentando compreender sua estrutura, identificar
seus elementos e perceber propriedades e relagdes.

Figura 84 — Alguns resultados da manipulagio do cone no GeoGebra 3D

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

3.8.1 Elementos e classificacio dos cones

A exemplo dos prismas e cilindros, os cones também classificam-se
em reto e obliquo. Observando a Figura 85, note que um cone ¢ reto
quando seu eixo ¢ perpendicular ao plano da base e obliquo quando nio
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o é.Infelizmente o0 GeoGebra nio fornece, em suas ferramentas bésicas,
meios para a construgio de cones obliquos.

Figura 85 — Diferenciagio entre cone reto e cone obliquo

Cone Obliquo Cone reto Cone obliquo

Fonte: Cursinho Popular Paulo Freire. Disponivel em: https://cursinhopopularpaulofreire.wor-
dpress.com/. Acesso em: 3 jul. 2022.

Para explorar esses s6lidos geométricos no GeoGebra, proceda como
se segue.

4) Clique na ferramenta “Segmento com Comprimento Fixo” da Janela
2D, depois no centro do circulo (ponto A) e, apés isso, na caixa de didlogo

«. » .

que ¢ aberta, preencha o campo com o pardmetro “r”, como ilustrado na

Figura 86.

Figura 86 — Tracado do raio da base do cone vinculado ao Controle Deslizante “t”

€ GeoGebra Classic Segmento com Comprimento Fixo
I Js,
R =% e (P

(@) "7 Reta

ANGELA oK.
1

" Segmento

h
i I " Segmento com Comprimento Fixo |~

@ A ~~ Semireta
/ Vetor
@ °

- .j," Vetor a Partir de um Ponto _—

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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5) Para facilitar sua compreensio, clique nos dados referentes ao segmento
“f” na Janela de Algebra, acesse as “Configura¢ées” e altere o nome “f”

[

para “t”, como demonstrado na Figura 87.

Figura 87 — Alterando o nome do segmento f para r, representando o raio

¢ : Circulo(A,r)
— (x + 2.57)% + (y + 0.93)*
a: Cone{c,h)

— 18.85

B = Ponto(Crculo(A,r)) :

7 A2
— (057, -0.93) ® ol
) f = Segmento(A,B) Duplicar entrada
—2 Duplicar resultado
+ Apagar .

Basico Cor Estilo Avangado Programagéo

Fonte: Elaborada pelo autor.

6) Clique na ferramenta “Ponto” e, apés isso, no vértice do cone. Para
) )
facilitar a associagdo desse ponto ao elemento vértice, vi em configuragdes e
)
renomeie esse ponto como “V”. Feito isso, clique na ferramenta “segmento”
e, em seguida, nos pontos “V” e “A”, renomeando esse segmento como
“h”. Repita o procedimento, s6 que, dessa vez, clicando nos pontos “V”
e “B”. Lembre-se que “V” ¢ o vértice, “A” é o centro da base e “B” é uma
extremidade do raio r. Desse modo, o segmento VA representa a altura
do cone e deve ser renomeado como “h” e o segmento VB representa a
«_»

geratriz do cone e deve ser renomeado como “g”. Os elementos devem
ser apresentados como na Figura 88.
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Figura 88 — Tracado dos elementos eixo e geratriz do cone

a: Cone(c, hy)

— 32.72
o V= Ponto(d) : ¥ \
T S (214,255 O] Al
© B = Ponto(Circulo(A,r) ; E2am
& -2 2 4 6
— (2,67, 0.06) @

r = Segmento(A, B)

— 25

Segmento(V, A)

@ [ 5 SeEmenta(v,B)
— 550

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Tendo ciéncia de que a figura explorada trata-se de um cone reto,
vocé deve perceber que o tridngulo ABV ¢ retingulo, pois o eixo VA é
perpendicular ao plano da base, no qual estd contido o raio AB. Desse
modo, conhecidas as medidas da altura h e do raio r, ambos catetos do
tridngulo retingulo ABV, de hipotenusa g, vocé pode calcular a medida
da geratriz g aplicando o teorema de Pitigoras no tridngulo ABV. Note
que r e h sio determinados pelos pardmetros dos controles deslizantes e,
portanto, s6 resta a vocé calcular o valor de g e comparar com a medida
da geratriz g dada pela Janela de Algebra do GeoGebra.

Por exemplo, pela Figura 87 tem-se que

g2 =12+ n?

g? =2,5% +52
g=4/3125
g =559

-

E importante que vocé efetue esses cdlculos e compare com os
dados da Janela de Algebra para perceber a importante integragio entre
Geometria e Algebra.
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3.8.2 Area da superficie do cone

A exemplo do que pode ser feito no caso de prismas e pirdmides,
uma forma 16gica para se calcular a drea da superficie de um cone seria
partindo da planificagdo desse s6lido. No entanto, por ter uma superficie
lateral curva, o cone, assim como o cilindro e a esfera, enquadra-se na
classe dos sélidos redondos, para os quais 0 GeoGebra nio disponibiliza
a ferramenta “Planifica¢io”. Contudo, vocé pode encontrar em alguns
livros didéticos — ou mesmo consultando na internet — a planifica¢io de
um cone, como a apresentada na Figura 89.

Figura 89 — Forma planificada do cone

Fonte: Matematica.pt. Disponivel em: https://www.matematica.pt/faq/area-superficie-cone.php.
Acesso em: 3 jul. 2022.

Note que a drea lateral do cone corresponde a drea de um setor circular
e que, para calcular a drea total, deve-se adicionar a essa drea lateral a drea
do circulo de raio r, base do cone. Mas aqui faltam elementos para esse
calculo. Por isso, vamos apenas esclarecer que a drea lateral do prisma de
raio r e geratriz g ¢ dada pela expressio

A =mr.g

Com essa informagio e jd sabendo calcular a drea da superficie circular,
vocé pode deduzir que a drea total da superficie do cone é

A=nr’+mr.g
que, ap6s alguns cilculos, resume-se a

A=nr(r+g9)
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Faca os célculos utilizando a relagio acima e depois recorra a Janela de
Algebra para verificar se os resultados obtidos nos célculos estio corretos.
Para tal, proceda como se segue.

7) Para obter a drea total da superficie do cone “a”, na Caixa de Entrada
da Janela de Algebra, digite o comando “SuperficieLateral(a)”, como
demonstrado na Figura 90.

« »

Figura 90 — Apresentacio da drea da superficie do cone “a

2 Cone(c, ) : T
- 3272 |
V = Ponto(d)
— (214,25,5) O]
B = Ponto(Circulo(A, ry))
— (2.67, 0.06) ®
® - Segmento(A, B)
— 25
@ "= Swmenlv,A)
-5
@ &= SeEmentolV,B)
- 550
o = Araa(c)

— 1963

£+ SuperficieLateral(a)
— 4391

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

3.8.3 Volume do cone

Para dedugio do volume do cone, uma alternativa interessante é
construir, no GeoGebra 3D, um cilindro circunscrito ao cone, isto é, usar
a mesma base do cone para esse cilindro e definir sua altura semelhante
a do cone.

Como o cone construido para esse estudo tem como base o circulo
«»

¢” e altura vinculada ao Controle Deslizante “h”, deve-se construir o
cilindro como se segue.

8) Na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, digite o comando
“Cilindro(c,h)”. Desse modo, serd gerado um cilindro, como ilustrado

na Figura 91.
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Figura 91 — Volume do cone e do cilindro de mesmo raio e alturas iguais

-A ///.».'l-/\"@Cj éle;l*%‘

ol ey Sapgh =
- oy W~ 2w @

=25

a: Cone(c, hy)

- 3272 vy

@ V= Pomto(d) : e
+ (214,25,5) ® 12
© B = Ponto(Circulo(A, 1)) H oy
— (267, 0.06) ®
@ = Sumento(aB)

+ 25

@ = ScgmentolV,A)

@ g = Segmento(V,B)
— 559
e = Area(c)
+ 19.63

© 1 Superfidelateral(a)
S =431

® iz Cilindra(c, h)

— 98.17

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
Agora, manipule as figuras e observe atentamente o que ocorre. Copie

a Tabela 5 e registre nela os valores apresentados nos campos referentes
aos volumes dos dois sélidos, como destacado na Figura 91.

Tabela 5 — Comparacio dos volumes do cone e do cilindro

Anotagio | Anotagio | Anotacio | Anotagio | Anotagio | Anotagio
1 2 3 4 5 6
Veitindro
Veone
Veiiindro
Veone

Fonte: Elaborada pelo autor.

E possivel que ocorram pequenas divergéncias nos cdlculos, mas,
caso isso acontega, essa diferenca é desprezivel e, por isso, o valor pode
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sempre ser arredondado para 3. Tal divergéncia decorre das operagdes
com o numero irracional 7 (pi).
Com isso, vocé pode deduzir que

Veitindro _ 3

VCone

E, entdo, pela Propriedade Fundamental das Proporgoes,

_ Veitindro
Vcone - T
portanto
- m.r%h
cone — 3

Percebe que a forma de calcular o volume do cone é muito parecido
com a forma de calcular o volume da pirimide? De fato,ambos os calculos
obedecem 4 mesma l6gica, ou seja, representam a terga parte do produto
entre a drea da base e a altura do sélido geométrico.

Para saber mais sobre os cilindros, assista a0 Video 16.

Video 16 — Saiba mais sobre os cones

FORMULAS DOS CONES

PARA SABER
@ Clique no centro da tela da imagem

Fonte: CONES. [. /5. .],2020. 1 video (15 min). Publicado pelo canal COLEGIO NO-
VAESCOLA: Disponivel em: www.youtube.com/watch?v=7czepJadjGw&ab_channel=COL%-
C3%89GIONOVAESCOLA. Acesso em: 4 ago. 2022.
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3.9 Aprendendo sobre esferas (voltar ao sumirio)

Ao ouvir falar de esfera, é muito provével que venha a sua mente a
imagem de uma bola e de outros objetos com a mesma forma geométrica.
Isso é muito bom, haja vista que vocé ja possui uma boa nogio sobre essa
forma geométrica.

Além de objetos esféricos, vocé deve estar familiarizado com objetos
cuja forma geométrica aproxima-se a de uma semiesfera, isto é, metade
de uma esfera, ndo é? Sabia que ¢é possivel construir uma esfera a partir
da unido de duas semiesferas de mesmo raio?

Objetos como os apresentados na Figura 92 podem ajudi-lo a
reconhecer outros objetos com formas semelhantes.

Figura 92 — Objetos que lembram uma esfera ou uma semiesfera

Fonte: Acervo pessoal do autor.

O que se segue é uma sugestdo de atividade para vocé realizar no
GeoGebra 3D, e aprender muitas coisas novas sobre esse importante
solido geométrico. Antes disso, imagine dois pontos O e P no espago.
Tome O como centro e a distincia OP = R como o raio da esfera. A
esfera ¢ a unido de todos os pontos do espago que distam, no maximo,
R do centro O.

1) NaJanela 2D, crie de um controle deslizante R, configurando-o como
na Figura 93.
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Figura 93 — Configuragio do Controle Deslizante “R”

Controle Deslizante

Nome

R=1
@ Nimero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animagao
min max Incremento
1 8 0,5

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Para construir a esfera com raio vinculado ao controle deslizante, clique

na ferramenta “Esfera: Centro & Raio” e em algum ponto sobre o plano

da Janela 3D. Na caixa de didlogo que ¢ aberta, preencha o campo “raio”
«. »

com o pardmetro “t”. Para facilitar a compreensio, renomeie o cento da
esfera (ponto A) como “C”, como ilustrado na Figura 94.

Figura 94 — Construgio da esfera de raio vinculado ao Controle Deslizante “R”

8 4@ & N e L
E @ Esfera: Centro & Ponto

@ Esfera: Centro & Raio i

3

Esfera: Centro & Raio

Raio h
R

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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3.9.1 Volume da esfera

Para compreender a expressio matemadtica que exprime o volume
de uma esfera em fun¢io da medida de seu raio, vd para o GeoGebra e
proceda como nos passos a seguir.

1) Na Janela de Visualizagio 2D, crie um controle deslizante, configurando-o
como indicado na Figura 95.

Figura 95 — Criagio e configura¢io do Controle Deslizante “R”

Controle Deslizante

Nome

R=1

@® Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animag&o
min max Incremento

1 5 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Algumas figuras dessa atividade dependem de dois pontos sobre o eixo
Oz, simétricos e a uma distincia varidvel R da origem. Para criar esses
dois pontos, clique na Janela 3D, depois, na ferramenta “Segmento com
Comprimento Fixo”e, em seguida, na origem (0,0, 0) do sistema cartesiano.
Na caixa de didlogo que ¢ aberta, preencha o campo “Comprimento” com
o parimetro “R”. Serd criado um segmento AB como na Figura 96, mas
o que interessa, de fato, ¢ o ponto B de sua extremidade fora da origem.
Para criar o outro ponto, clique na origem novamente e preencha o campo
“Comprimento” com o mesmo parametro “R”. Desse modo, serd criado
um segmento AC de comprimento R, assim como AB.
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Figura 96 — Criagio de dois pontos B e C vinculados ao Controle Deslizante “R”

Segmento com Comprimento Fixo
€2 GeoGebra Classic

N

@] R Reta
1

& Segmento

+
| 2 Segmento com Comprimento Fixo | +
30 Teaae
" Semireta
E
~ Vetar

.
«& Vetor a Partir de um Ponto

Fonte: Elaborada pelo autor.

3) Criados os dois segmentos, clique na extremidade fora da origem de
cada um deles e arraste esse ponto, colocando-o sobre o eixo Oz, um de
cada lado da origem. Para isso, movimente a figura até coloci-la numa
posicdo que facilite a fixagdo desses pontos em uma posigdo na qual
apare¢a, na Janela de Algebra, na forma (0,0,1) e (0,0,-1), com o controle
deslizante em . Feito isso, omita os segmentos, deixando visiveis apenas
os pontos, como demonstrado na Figura 97.

Figura 97 — Ajuste dos pontos B e C e omissio dos segmentos AB e AC

® A = Intersecio(EixoX, EixoZ) i .._..-._;-
+ (0. 0.0)

© B = PontoEm(Esfera(A, K)
= (0.0.1)

@ f = Segmento(A, B)

o € = PontoEm(Esfera(A,R))
- (0,0,-1) A

@ g = Segmento(A, C) i i
-

+ -2

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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4) Clique na ferramenta “Esfera: Centro & Raio”e, em seguida, na origem
(ponto A). Abrird uma caixa de didlogo, na qual o campo “Raio” deve ser
preenchido com o pardmetro “R”. Desse modo, a esfera serd apresentada
como na Figura 98.

Figura 98 — Construgio da esfera de raio vinculado ao Controle Deslizante “R”

& A &£ N asc
'I_H#% @ Esfera: Centro & Ponto

r=|@ Estera: Centro & Raio
§ 5

Esfera: Centro & Raio
Raio
R

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

5) Clique agora na ferramenta “Cilindro” e depois sobre os pontos B e

C. Na caixa de didlogo que é aberta, preencha o campo “Raio” com o
g0 q » P p

pardmetro “R”, gerando o cilindro circunscrito a esfera, como demonstrado

na Figura 99.

Figura 99 — Construgio do cilindro circunscrito  esfera

@ 4 N Asc :C; Cilindro
1 ] Raio
4 A Piramide | R |

Ifi Prisma

t/& Fazer extrusdo para Piramide

t\j Extrusao para Prisma

& cone
|a Gilindro
Ay Tetraedro
1l cuvo
~ B Planificaggo

@e Superficie de Revolugdo
I

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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A partir dessa construgio, ja é possivel comparar o volume da esfera
com o volume do cilindro, bastando, para isso, manipular o controle
deslizante. Anote os volumes dos dois sélidos e calcule a razdo entre esses
dois volumes para cada raio R. Em seguida, tente descobrir a fragio que
gera esse decimal.

Se sentir dificuldades em encontrar essa fragio, assista ao Video 17.

Video 17 — Fragio geratriz de uma dizima

PARA SABER
@ Clique no centro da tela da imagem

Macete para encon
a Fragdo Geratrl

Fonte’: DIZIMAS periédicas — Macete para encontrar a Fragio Geratriz ©. [S. 1.: 5. n.],2020. 1
video (4 min). Publicado pelo canal Ferretto Matemitica. Disponivel em: https://www.youtube.
com/watch?v=Q65uuYakV3k&ab_channel=FerrettoMatematica. Acesso em: 4 ago. 2022.

Outra forma interessante de construir a expressio para o cdlculo
do volume de uma esfera é utilizando uma figura auxiliar, conhecida na
geometria como clepsidra, que se trata de dois cones de mesma altura e
bases congruentes e paralelas unidos pelos vértices. Para esse estudo, a
clepsidra deve estar inscrita no cilindro e, para tanto, deve-se complementar
a construgdo anterior como no passo seguinte.

6) Na caixa de didlogo da Janela de Algebra, digite o comando “Cone
(B,A,R)”. Repita o procedimento digitando “Cone (C,A,R)”. Esses
pardmetros representam, respectivamente, o centro da base, o vértice e
o raio dos cones. Serd, assim, gerada a clepsidra inscrita no cilindro e
vinculada ao controle deslizante “R”. Para melhor visualiza¢io, mude a
cor dos cones. A representagio deve ficar como ilustrado na Figura 100.

5  Lembrete: Todos os videos e as imagens contidas neles so de livre acesso e estdo disponiveis
no YouTube.
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Figura 100 — Esfera e clepsidra inscritas no cilindro “b”

Béd < b ded @4 N g

| — e 5 ©®
e *- Intersesao(EixoX, EixoZ | ———

— (0.0.0)
© B = PontoEm(Esfera(A, R))

- (0.0.2) +
(O = Sesmenta(A,B)

-2
@ € = PontoEm(Esfera(A,R)) i

- (0.0.-2) A
O &= SwmenolA,0)

-2
@ a:Esfen(AR) H -2
T | mxeprrsa
@ b Ciindro(B,C R)
» 50.27 =
h: Cone(B, A, R) E £
— 33

J: Cone(C,A,R) 1 P
— 838 X

o o)

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Para que o volume da esfera seja exibido na Janela de Algebra, na
Caixa de Entrada, digite o comando “Volume(a)”. Depois, manipule o
controle deslizante e observe a variagio dos volumes dos sélidos indicada
na Figura 101. Nesse caso, o elemento “m” representa o volume da esfera
“a”. A regido que fica dentro do cilindro, porém fora da clepsidra, é chamada
« . . » N .

anticlepsidra”, e seu volume corresponde a diferenca entre o volume do
cilindro e os volumes dos dois cones.

Figura 101 — Volumes dos sélidos para R = 1,2, 3,4 e 5, respectivamente

a: Esfera(A,R) a: Esfera(A,R) a : Esfera(A,R) a : Esfera(A,R) a: Esfera(A,R)

— Ry +2=1 m iyt =4 =Rty +A=9 =Rt +a2=10 » Bty +A=25

b: Cilindro(B,C,R) b : Cilindro(B,C,R) b Cilindro(B,C,R) b : Cilindro(B, C,R) b : Cilindro(B, C, R)
— 6.28 — 50.27 — 169.65 — 402.12 — 7854

h : Cone(B, A, R) h: Cone(B,A,R) h: Cone(B, A, R) h : Cane(B, A, R) h: Cone(B, A, R)

— 1.05 — 838 — 7897 — br.02 — 1309
J: Cone(C,A,R) j: Cone(C,A,R) j: Cone(C,A,R) j: Cone(C,A,R) j: Cone(C,A,R)
— 1.05 — 8.38 — 28.27 — 67.02 — 1309
m = Volume(a) m = Volume(a) m = Volume(a) m = Volume(a) m = Volume(a)
— 119 — 3351 — 1131 — 268.08 — 5236

Fonte: Elaborada pelo autor. Dados gerados pelo GeoGebra 3D.
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Agora, copie e preencha a Tabela 6.

Tabela 6 — Volumes do cilindro e do cone e relagio entre eles

Raio VCilindro VCone VEsfera VCilindro — 2 VCone

V| |W N |-

Fonte: Elaborada pelo autor.

Preenchida a Tabela 6, ap6s isso analise seus dados. Perceba que o
volume da esfera de raio R pode ser calculado pela relagio

Vesfera = Veitindro — 2 - Veones

em que todos os trés sélidos tém raio R, cada um dos dois cones
tem altura igual ao raio R e o cilindro tem altura igual ao didmetro da
esfera, ou seja, H = 2R.

Vocé ja sabe as férmulas para se calcular os volumes do cilindro e
do cone, certo?

Entido, substitua os termos e pelas suas respectivas férmulas, ji
deduzidas em tépicos anteriores.

Desse modo, vocé deve chegar a relagio:

1
Vesfera = TR 2R — z.gnRzR.
Agora, desenvolva os cilculos até chegar a expressio:
4
V. =-7R>.
esfera = 3
Na pritica, a primeira expressio, aquela na qual o volume da esfera

¢ dado em funcio dos volumes do cilindro e dos cones, ji resolve nossos
problemas do dia a dia. Porém, a continuidade dos célculos facilita a
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compreensio dos conteidos na forma como geralmente sio expostos
nos materiais didaticos utilizados nas escolas.

Vamos finalizar este tépico deduzindo com maior rigor matemdtico a
térmula do volume da esfera, com auxilio de figuras ilustrativas construidas
no GeoGebra 3D.

Para que vocé compreenda a ideia, encontre sentido na férmula e
tenha certeza de que ela é realmente vélida, faremos uma demonstragio
algébrica muito interessante, para a qual utilizaremos o Principio de
Cavalieri.

Antes de iniciar, vamos relembrar que a drea de um circulo de raio r
e o volume de um cilindro e de um cone, ambos de raio r e altura H, sao
dadas, nessa ordem, pelas expressoes:

— 2.
Actreuto = T

— 2 .
Veitinaro = mre. H;

e Veone = %m’z.H.

Essas informagdes sdo importantes para a resolu¢io do problema
em questdo, que se trata de calcular o volume de uma esfera de raio R.

Inclusive, vocé saber que a intersegdo dessa esfera com um plano,
que a corta a uma distincia d do seu centro, ¢ uma superficie circular de
raio r,com 0 < r < R, chamada se¢io transversal da esfera.

A Figura 102 d4 uma ideia do que seria uma secio transversal.

Figura 102 —Secio transversal determinada por um plano o sobre a clepsidra de raio
R, a uma distincia d do centro da esfera inscrita no cilindro de raio R

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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3.9.2 Compreendendo melhor o volume da esfera

Lembra que a regido interna ao cilindro e externa a clepsidra é
chamada anticlepsidra? Pois bem, a se¢fo transversal gerada pela intersegdo
do plano com a anticlepsidra é uma coroa circular de centro D, limitada
exteriormente por um circulo de raio R e inferiormente por outro circulo
de raio d, como ilustrado na Figura 103. Essa é a mesma situagdo mostrada
na Figura 102, porém separamos a esfera para vocé visualizar melhor e
compreender a ideia.

Figura 103 — Secoes transversais determinadas pelo plano p sobre a anticlepsidra e a esfera

plano p: paralelo ao plano da base

1 -
Y '.'R 12 _3_';"-

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Imagine que a anticlepsidra de raio R e altura 2R e a esfera de raio R,
representadas na Figura 102, estio dispostas, lado a lado, sobre uma mesa
(plano da base inferior), e que um plano p, paralelo aos planos das bases
da anticlepsidra, corta esses dois s6lidos, gerando as sessdes transversais
destacadas em vermelho como na Figura 103.

Perceba que, na clepsidra, os tridngulos OBX e ODP sio retingulos
e tém um dngulo agudo em comum, pois BOX = DOP. Logo, pelo caso
AA, esses tridngulos sio semelhantes (pesquise sobre semelhanca de
tridngulos). Note, ainda, que o tridngulo OBX é is6sceles, isto é, tem dois
lados com medidas iguais, e seus catetos medem R. Segue da semelhanga
de tridingulos que o triingulo ODP também ¢ isésceles e, portanto, o
cateto DP tem medida d.

A secdo transversal determinada pelo plano p sobre a anticlepsidra
¢ uma coroa circular de drea dada, dedutivamente, pela relagio
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Al = T[Rz - Tl'dz.
Evidenciando m,
A, = w(R? — d?).

Na esfera, o trisngulo CNQ_também é retangulo e, portanto, vale o
teorema de Pitdgoras, em rela¢do ao qual

R?=1r?+d?
e, portanto,
r? = R*—d?.

A sessdo transversal determinada pelo plano p sobre a esfera é um
circulo de raio r, cuja drea é

A, = mr?,
Como 72 = R* — d? temos que a drea dessa sessio é dada por
A, = m(R* —d?).

Entio, 4, = 4,,0u seja,a drea das duas sessdes transversais, em fungio
da distancia d que separa o plano p do centro da esfera, serd sempre igual
para todo p pertencente ao intervalo fechado [0, R].

Em outras palavras, todo corte determinado pelo plano p sobre os
dois sélidos a uma distancia 4 < R do centro da esfera determina uma
secdo transversal na anticlepsidra com drea exatamente igual 4 drea da
se¢do transversal determinada pelo mesmo plano na esfera.

Sendo assim, tem-se, pelo Principio de Cavalieri, que o volume da
esfera é igual ao volume da anticlepsidra de mesmo raio R e altura 2R
igual ao didmetro da esfera.

Como ji foi visto que o volume de um cone é igual 4 terga parte do
volume do cilindro de mesma base e alturas iguais, ndo ¢ dificil deduzir
que o volume da anticlepsidra consiste na diferenca entre o volume do
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cilindro de raio R e altura 2R e o volume de dois cilindros de base e
altura R, e, como esse é também o volume da esfera, chegamos a relagio

V =nR%2R — 2.§1IR2R,

a partir da qual, desenvolvendo os cilculos, conclui-se (e faz sentido
afirmar) que o volume da esfera de raio R é dado pela expressio:

V =2nR3.
3

Agora, essa expressio faz todo sentido, ndo é? Tais dedugbes
enriquecem nossos conhecimentos e tornam a Geometria ainda mais bela!

3.9.3 Area da superficie esférica

Conhecendo a expressio que permite calcular o volume da esfera
de raio R, pode-se utilizar essa expressdo para deduzir a f6rmula da rea
da superficie esférica. Embora nio seja tdo ficil compreendé-la, essa
demonstragio serd aqui apresentada a titulo de conhecimento. Com
efeito, essa compreensio da sentido a férmula, sendo possivel que, com
calma e muita atengio, vocé possa acompanhd-la.

Para tal, vamos tomar duas esferas concéntricas, uma de raio R e
outra um pouco maior, e determinar o volume da superficie situada entre
essas duas esferas, ou seja, a diferenca D entre os volumes das duas esferas.
Duas esferas sdo “concéntricas”, tendo o mesmo centro.

Sendo “d”a distincia entre as duas superficies esféricas, tem-se que:

D = (R +d)* - I7R?
D = Zm(R® + 3R*d + 3Rd? + d°) — ZmR®
_4 _p3 2 2,4 43 _ % _p3
D—ETER + 4nR“d + 4nRd +5nd —EnR

D = 4nR?%d + 4wRd? + gnd3.
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Pelo Principio de Cavalieri, o volume D da casca esférica corresponde
ao volume de um prisma de base poligonal e altura “d”. Desse modo, a
area da base desse prisma ¢ o quociente

A_D
T d

Assim, a drea da casca esférica de espessura “d” corresponde a drea
da base do prisma, dada por

A = 4R? + 4nRd + §m12.

Como o que se deseja encontrar é a drea da superficie esférica, ndo é
dificil deduzir que a distancia entre as duas esferas deve ser nula, ou seja,
sua casca deve ter espessura desprezivel.

Portanto, pondo 4 = 0, obtém-se:

A = AnR?

expressio essa que representa a drea da superficie de uma esfera de
raio R.

Para saber mais sobre a esfera e outros sélidos geométricos, assista
aos videos 18,19,20 e 21.

Video 18 — Saiba mais sobre a esfera

)

Fonte: DEMONSTRACAO do Volume da Esfera com o Geogebra. [§. /: 5. n.],2021. 1 video
(13 min). Publicado pelo canal Prof Tawan Jaime: Disponivel em: https://www.youtube.com/
watch?v=UpyOtxpXP9k&ab_channel=ProfTawanJaime. Acesso em: 4 ago. 2022.

PARA SABER
Clique no centro da tela da imagem
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https://www.youtube.com/watch?v=Upy0txpXP9k&ab_channel=ProfTawanJaime

Video 19 — Dedugio do volume da esfera

)

Fonte: DEDUCAO DO VOLUME DE UMA ESFERA. [S. Z: 5. n.],2017. 1 video (14 min).
Publicado pelo canal Professor Octavio. Disponivel em: www.youtube.com/watch?v=V3pM2AD-
Z-sY&ab_channel=ProfessorOctavio. Acesso em: 4 ago. 2021.

; VOLUME DE UMA
PARA SABER y \GSFERA

Cligue no centro da tela da imagem e
: TPy

Video 20 — Revendo os volumes do prisma

PARA SABER
@ Clique no centro da tela da imagem

Fonte: YouTube: TELECURSO - Ensino Médio — Matemitica — Aula 64. [S. Z:5. n.],2015.1
video (13 min). Publicado pelo canal Telecurso. Disponivel em: https://www.youtube.com/wat-

ch?v=PsIXeimqlHk&t=19s . Acesso em 04/08/2021.

Video 21 — Revendo sobre as pirdmides

2

Fonte®: TELECURSO - Ensino Médio — Matematica — Aula 65. [S. . s. n.],2015. 1 video
(12 min). Publicado pelo canal Telecurso. Disponivel em: www.youtube.com/watch?v=UkD-
jBHXd7Sw. Acesso em: 4 ago. 2021.

PARA SABER
Clique no centro da tela da imagem

6  Lembrete: Todos os videos e as imagens contidas neles so de livre acesso e estdo disponiveis
no YouTube.
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CONSIDERACOES FINAIS

Um dos objetivos que se espera ter alcangado com essa obra diz
respeito a amplia¢do da producgio critica de materiais direcionados a
EJA. Esta obra tem suas peculiaridades, que a diferenciam de tudo o
que se costuma ler, especialmente pela riqueza de detalhes, simplicidade
do vocabuldrio e preocupagio com a forma como o leitor receberd as
informagdes e interagird com a obra. A possibilidade de inserir videos on-
line no corpo do texto como complemento ao texto é o grande diferencial
desta obra e muito motiva o autor a considerar as chances de desenvolver
trabalhos futuros em formato similar.

Além disso, uma das principais contribui¢des do drduo trabalho
de elaboragio foi motivar uma reflexdo sobre o ensino de Geometria
na EJA, principalmente diante da escassez de materiais especificos e da
auséncia de politicas publicas de valorizagio e fomento a essa importante
modalidade de ensino da Educagio Basica.

Embora haja outras preocupagoes além das investigagdes sobre os
beneficios e desafios do uso de ambientes de geometria dindmica no estudo
da geometria escolar, as atividades aqui propostas explicitam e enfatizam
os aspectos pedagégicos do GeoGebra, principalmente pela facilidade de
construgdo e manipulagio de objetos virtuais de maneira muito préxima
ao que ¢ feito com objetos manipuldveis do mundo real, fator motivador
para a apreensdo de conceitos, defini¢des, propriedades e relagoes.

Diante do exposto, nota-se o quanto o uso adequado de recursos
tecnoldgicos pode contribuir para a compreensdo do mundo real, a
partir das diversas possibilidades de visualizagdo de objetos e das relagtes
algébricas apresentadas simultaneamente as representagdes geométricas
na tela do computador.

Por conhecer um pouco das peculiaridades da EJA, o autor espera
que esta proposta auxilie muitos alunos no estudo de geometria e que
seja bem aceita pela maioria, com resultados positivos para a educagio
brasileira de modo geral e, sobretudo, para a EJA. E claro que muito ainda
ha que se estudar sobre o assunto e esta pesquisa vem impulsionar outros
estudos, podendo tornar-se referéncia para a produgio de novos materiais.

Ex-aluno da EJA e atual professor da Educa¢io Bésica com
experiéncia em EJA, o autor desenvolveu a percepgio das dificuldades
enfrentadas por professores na busca de materiais didaticos adequados,
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bem como dos alunos em assimilar os conteiidos de geometria da forma
como, tradicionalmente, sdo ensinados na escola. Ciente dessa realidade
e concluindo esta obra, percebe-se a importancia e necessidade de que
mais trabalhos como este sejam produzidos e disponibilizados, sem custo
para o usudrio, como material de apoio para alunos de todos os niveis e
modalidades de ensino.

Espera-se, com as atividades aqui propostas, contribuir, de alguma
forma, para o ensino de Geometria Espacial, ndo sé para alunos da EJA,
mas também para outros que, porventura, vierem a interessar-se pelo
assunto.

Pensando sempre no aluno, a elaboragio desta obra consistiu,
basicamente, na adaptagio de parte do conteddo de um trabalho cientifico
de mesma autoria deste, para uma linguagem direcionada a esse aluno
de forma interativa.

Apesar das contribuigées dos softwares educativos, o desenvolvimento
das atividades aqui propostas explicita algumas limitagoes do GeoGebra,
revelando que as ferramentas disponiveis no software nem sempre sio
suficientes para explorar os conteidos geométricos na sua totalidade.
Para maiores constatagdes, ressalta-se a importancia do desenvolvimento
de pesquisas futuras, baseadas, se possivel, em atividades presenciais que
proporcionem ao aluno da EJA o contato com esses recursos; na expectativa
de que seja possivel observar, na pritica, o quanto essa metodologia pode
contribuir para o desenvolvimento do pensamento geométrico.

Finalmente, destaca-se que a elaboragio deste material proporcionou
ao autor preciosos momentos de reflexdo critica, refor¢ando a certeza de
que o ensino de geometria na EJA e na Educagio Bésica em geral ainda
necessita de muitas e urgentes mudancas, e que cabe a cada pessoa que
almeja uma educagio de qualidade dar a sua contribuicio. Nesse sentido, 0
intuito foi produzir algo que venha auxiliar muitos alunos na compreensao
dos contetdos geométricos e percep¢io do mundo, partindo de um bom
planejamento e do desenvolvimento consciente de atividades que visam
a construcio de um conhecimento geométrico de fato significativo para
o estudante.

O real desejo e a esperanga do autor ¢ que esta e outras obras similares
sejam bem aceitas como materiais complementares em apoio as atividades
propostas pelos professores em sala de aula, de modo a tornar o ensino de

n9



Geometria Espacial mais leve, atrativo e significativo para alunos da EJA
e, por que ndo ousar dizer, para alunos de todas as modalidades de ensino.
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