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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo introdutério sobre o modelo do Semiplano de Poincaré,
um dos modelos que dao significado a Geometria Hiperbdlica. A proposta foi estudar o modelo
do Semiplano de Poincaré conhecendo primeiro o contexto historico do surgimento da Geometria
Nao Euclidiana, em que diversos matematicos contribuiram com nog¢des que foram validas para
essa nova Geometria, que surgiram apos a dificuldade apresentada em compreender o Quinto
Postulado de Euclides. Antes de estudar sobre o modelo escolhido, serd explanado o que seria um
modelo utilizando para isso a Geometria Analitica. Em seguida, serd analisado de fato o modelo
do Semiplano de Poincaré, fazendo um estudo sobre pontos e retas, posicdes relativas entre
h-retas, distancia entre pontos e angulos entre As-retas. Por fim, apresenta um estudo a respeito
dos tridngulos hiperbdlicos, a partir de teoremas, lema e corolario. O objetivo do trabalho foi
atingido a partir de pesquisas bibliogréficas.

Palavras-chave:

Geometria Nao Euclidiana. Semiplano de Poincaré. Triangulos Hiperbdlicos.
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CAPITULO 1

MODELO DO SEMIPLANO DE POINCARE

1.1 Introducao

Uma das ciéncias matemdticas mais antiga € a Geometria, cuja palavra vem da jun¢do dos
termos gregos geo € métron, que respectivamente significam terra e medir, ou seja, Geometria
¢ a medicdo da terra. Historiadores relatam que as origens da Geometria foi consequéncia
da necessidade dos agrimensores gregos, pessoas legalmente habilitadas em medir, dividir
e demarcar terras ou propriedades rurais. Além disso, conta-se que outros conhecimentos
geométricos ja eram dominados em antigas civilizagdes babilonicas, hindus, chinesas e egipcias
(CASTANHEIRA| 2020; BARBOSA, 2002).

Sobre a Geometria na Babilonia, relata-se que nos sitios arqueoldgicos, localizados na
Mesopotamia, foram encontrados alguns tabletes de argila que eram registrados problemas de
Geometria, um exemplo disso € o tablete YBC 7302, que registrou uma circunferéncia e drea do
circulo. Para os babildnios, o circulo era uma figura limitada por uma circunferéncia, mesmo
quando conheciam o diadmetro do circulo, eles calculavam sua drea usando o comprimento da
circunferéncia. Além disso, utilizavam os célculos de volumes na agricultura, em construcao
civil ou militar, também em cdlculos dos volumes de muros, muralhas e barragens, além de
determinar a quantidade de operdrios necessarios para construi-los (ROQUE; CARVALHO|
2012).

A Geometria no Egito antigo estava voltada para procedimentos de calculo de 4reas e de
volumes, um exemplo é o cdlculo da drea de um retangulo, em que multiplicavam a base pela
altura. Em relacdo a Geometria utilizadas nas construgdes das piramides, foi registrado que os

egipcios tinham conhecimentos sobre a inclinagdo dos lados de uma piramide, o volume de um
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tronco de piramide e o volume de uma piramide (ROQUE; CARVALHO, 2012).

Foi em 300 a.C., usando folhas de papiro, que o matematico grego Euclides de Alexandria
publicou uma importante obra literaria intitulada Os Elementos, sendo uma coletanea com 13
livros, que mais tarde veio a se tornar um tnico livro (CASTANHEIRA! 2020). Euclides foi o
gedmetra que reuniu e organizou tudo o que se sabia sobre Matemadtica naquela época, e assim,
ficou conhecido como pai da Geometria por causa deste livro (CASTANHEIRA! 2020; [ROQUE;
CARVALHO, 2012). O livro Os Elementos recebeu a primeira tradu¢do completa em portugués
no ano de 2009 pelo matematico, professor universitério e tradutor Irineu Bicudo, lancado pela
Editora Uneslﬂ, sendo que a sua traducio foi realizada diretamente do grego com uma linguagem
do tempo atual, mas mantendo suas caracteristicas (IMPRENSA/ [2009).

Euclides, nos livros I e 11, dedicou-se a estudar os primeiros conceitos, no¢cdes comuns,
postulados e os primeiros resultados de geometria plana, sendo que no livro II ainda estava
incluso a dlgebra geométrica. Ja no livro III os conhecimentos trazidos em seu contexto estavam
voltados para o conteddo de circulo, no livro IV abordavam-se as construcdes de alguns poli-
gonos regulares, no V trazia as teorias das propor¢des de Eudoxo e no livro VI apresentava as
semelhancas de figuras. Além disso, os livros VII, VIII e IX apresentava a teoria dos nimeros
e, por fim, nos livros X, XI, XII e XIII destinou a incomensurabilidade, geometria espacial e a
poliedros regulares (BICUDO, 2009).

Voltando ao livro I, este possuia 23 defini¢des, nove no¢des comuns e cinco postula-

dos. As nocdes comuns também sdo conhecidas por axiomas e enunciadas da seguinte forma

(BICUDO, 2009):

1. As coisas iguais a mesma coisa sdo também iguais entre si.

2. E, caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, os todos sdo iguais.
3. E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, as restantes sdo iguais.

4. E, caso iguais sejam adicionadas a desiguais, os todos sdo desiguais.

5. E os dobros da mesma coisa sao iguais entre si.

6. E as metades da mesma coisa sdo iguais entre si.

7. E as coisas que se ajustam uma a outra s3o iguais entre si.

"Para saber mais a respeito da publicagio do livro Os Elementos em portugués acesse o site:
https://www?2.unesp.br/sharer.phpnoticia=4428.
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8. E o todo [é] maior do que a parte.

9. E duas retas ndo contém uma area.

Para Euclides, os axiomas seriam verdades aceitas em qualquer das ciéncias, ou seja,
eram afirmacdes aceitas sem discussdao. Assim, um conjunto de axiomas, conhecido também por
sistema axiomatico, existird quando for consistente, independente e completo. A consisténcia
do sistema axiomaético significa que a teoria baseada neste ndo terd resultados contraditérios,
enquanto a independéncia significa que cada um dos axiomas que o constitui ndo pode ser
derivado dos demais, ou seja, nenhum axioma pode ser demonstrado com base em outros e, por
fim, a completude significa que para toda afirmacao, ou seja, proposicdo, a sua afirmacgdo ou
negacao se segue do sistema (COUTINHO| 2018]).

Ja os postulados, Euclides afirmava serem verdades evidentes sobre um determinado
assunto, que no caso se trata da Geometria, e que, também, ndo necessitava de demonstragao.
Como ficaram conhecidos, os cinco Postulados de Euclides para a geometria foram enunciados

da seguinte forma (CASTANHEIRA, [2020; BICUDO, 2009):

1. Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto. Isso significa,
como mostra a figura[[.T] que dados dois pontos distintos quaisquer A e B existird uma

reta que os contém.

Figura 1.1: Primeiro Postulado de Euclides.

2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta, ou seja, dado um

segmento de reta € possivel prolongé-lo infinitamente sobre uma reta.
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Figura 1.2: Segundo Postulado de Euclides.

3. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo, ou seja, fixo um ponto P no plano e
uma quantidade positiva r, existe um circulo de centro no ponto P e raio igual ao segmento

de reta de medida r.

Figura 1.3: Terceiro Postulado de Euclides.

4. E serem iguais entre si todos os dngulos retos. Aqui, Euclides, ndo faz men¢do a uma
unidade de medida para angulos especificos e sim diz que todos os angulos retos possuem

a mesma medida.

A
—

Figura 1.4: Quarto Postulado de Euclides.

5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os dngulos interiores e do mesmo lado
menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontrarem-
se no lado no qual estdo os menores do que dois retos. Como representado na figura[[.3] o

quinto postulado diz que se temos uma reta r transversal a duas outras retas s e f € caso a
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soma dos angulos a e B seja menor que dois dngulos retos, que em termos atuais € igual a

180°, entdo as retas s e f, a0 serem prolongadas, se interceptardo em algum ponto P.

(a+p) < 180°

Figura 1.5: Quinto Postulado de Euclides.

Durante muito tempo a Geometria Euclidiana era a tnica estudada e ndo consideravam
outras possibilidades de geometrias. Por ser uma Geometria com axiomas compreensiveis e de
facil entendimento, o livro Os Elementos, ndo era questionado, resultando em fama e em diversas
edicoes comercializadas. Apds incentivos de alguns filésofos, os matemédticos comegaram a
justificar que se era possivel ter apenas uma Geometria, os axiomas e os postulados de Euclides
seriam teoremas, ou seja, uma consequéncia dos anteriores (COUTINHO, 2018)).

Nesse sentido, grandes nomes da matematica dedicaram-se a tentar provar o Quinto
Postulado utilizando-se os demais, ou seja, lancaram a estudar a independéncia do sistema dos 5
postulados. Este postulado, por sua formulagdo mais complicada que as outras, parecia mais
um teorema do que um axioma, os matemdticos acreditavam que o Quinto Postulado fosse uma
consequéncia dos outros postulados devido a dificuldade de entendimento do seu enunciado
(COUTINHO, 2018).

Proclus Licio (410-485), um filésofo grego, escreveu tentativas para dedug¢dao do Quinto
Postulado a partir dos outros postulados. Observando que o matemético e astronomo grego
Claudio Ptolomeu (100-170) havia produzido uma falsa “prova” apropriou-se desta e a passou a
dar como de sua autoria, mas depois conseguiu chegar a um postulado que seria equivalente ao
Quinto Postulado de Euclides (O’CONNOR, JJ; ROBERTSON, EF, 1996).

A formulac@o do Quinto Postulado que conhecemos hoje, equivalente ao Quinto Pos-
tulado original, € devido ao matemaético escoc€s John Playfair (1748-1819). Este € conhecido,
também, por Postulado das Paralelas, sendo enunciado como: Dada uma linha e um ponto fora
da linha, é possivel desenhar exatamente uma linha através do ponto dado paralela a linha.
Ou pode ser enunciado da seguinte maneira: Dada uma reta e um ponto fora desta, é possivel

desenhar uma tinica reta que contém o ponto dado e é paralela a reta dada (CASTANHEIRA|
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2020; /O’ CONNOR, JJ; ROBERTSON, EF, [1996)). Na ﬁgura@ temos uma representacao para

tal afirmacao.

Figura 1.6: Postulado das Paralelas.

Mesmo que essa forma de enunciar o Quinto Postulado ja fosse conhecida desde a época
de Proclus, ela ficou conhecida por este nome apds John Playfair fazer um comentario sobre
Euclides em 1795, propondo a substitui¢cdo do Quinto Postulado pelo seu (O°’CONNOR, JJ;
ROBERTSON, EF, [1996).

No decorrer do tempo vdrias tentativas surgiram para provar o Quinto Postulado a partir
dos outros, embora muitas fossem aceitas como provas, logo em seguida descobriam algum
erro. Foi em 1663, que o matematico britanico John Wallis (1616-1703) imaginou que tivesse
deduzido o Quinto Postulado, mas s6 mostrou sua equivaléncia ao dizer: para cada triangulo,
existe um tridngulo semelhante de magnitude arbitraria (O’CONNOR, JJ; ROBERTSON, EF,
1996).

Uma tentativa muito importante foi do matematico italiano Girolamo Saccheri (1667-
1733) que, no ano de 1697, assumiu o Quinto Postulado sendo falso e tentou mostrar uma
contradi¢do. Assim, Saccheri estudou as hipdteses dos angulos obtuso, agudo e reto. No caso, o
Quinto Postulado de Euclides seria a hipdtese do angulo reto. Entdo, Saccheri tentou provar que o
Quinto Postulado seria a hipdtese do angulo obtuso, porém obteve uma contradi¢do, mas quando
tentou a hipdtese do angulo agudo conseguiu derivar muitos teoremas para a, hoje conhecida,
Geometria Nao-Euclidiana, contudo nao percebeu estar fazendo isso. Uma dessas provas, levou
a uma contradi¢do ao assumir a existéncia de um “ponto no infinito” no plano (O’CONNOR, JJ;
ROBERTSON, EF, 1996).

Foi em 1766, que o matemético suico Johann Heinrich Lambert (1728-1777) estudou
uma linha semelhante a Saccheri, todavia conseguiu estudar a hipétese do angulo agudo sem
ter uma contradi¢cdo. Lambert percebeu que, nessa nova Geometria, a soma dos angulos de um

triangulo aumentava a medida que a drea do tridangulo diminuia (O°’CONNOR, JJ; ROBERTSON.
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EF, 1996).

O matematico francés Adrien-Marie Legendre (1752-1833) estudou 40 anos o Postulado
das Paralelas, seu trabalho esta no seu livro de Geometria intitulado de Eléments de Géomeétrie.
Legendre provou a equivaléncia do Quinto Postulado a: A soma dos dngulos de um tridngulo é
igual a dois angulos retos. Legendre também mostrou que a soma dos angulos de um triangulo
ndo pode ser maior que dois angulos retos, tomando como base o fato de as linhas retas serem
infinitas. Ele ndo percebeu, mas encontrou outra forma equivalente ao Quinto Postulado Euclides,
ao tentar mostrar que a soma dos angulos ndo pode ser inferior a 180°, assumiu que por qualquer
ponto no interior de um angulo € sempre possivel tracar uma linha que encontre os dois lados do
angulo (O’CONNOR, 1J; ROBERTSON, EF, [1996).

Em 1767, o matematico francés Jean le Rond D’ Alembert (1717-1783) deu o nome de
escandalo da Geometria elementar o envolvimento dessa Geometria nos problemas do Postulado
das Paralelas (O’CONNOR, JJ; ROBERTSON, EF, |1996).

O alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855) foi o primeiro matematico a perceber o
problema das paralelas, quando em 1792 iniciou seu trabalho sobre o Quinto Postulado, tentando
prova-lo a partir dos outros quatro. Observando ter pouco progresso, escreve em 1813 que “Na
teoria dos paralelos, ainda ndo estamos além de Euclides. Essa é uma parte vergonhosa da
matemdtica...”. Em 1817, Gauss estava convicto que o Quinto Postulado ndo dependia dos
outros e estudou quando mais de uma reta podia ser tracada por um ponto sendo paralela a uma
reta dada, mas manteve em segredo seu trabalho (O’CONNOR, JJ; ROBERTSON, EF, 1996).

Gauss discutiu sobre a teoria das paralelas com Farkas Bolyai (1775-1856), um matema-
tico hingaro que fez diversas provas falsas sobre o Postulado das Paralelas. O filho de Farkas
Bolyai, o hingaro Janos Bolyai (1802-1860), também foi um matemadtico que fez estudos sobre
as paralelas, mesmo o pai dizendo ser perda de tempo. Jdnos Bolyai escreve ao pai em 1823
dizendo “descobri coisas tdo maravilhosas que fiquei espantado... do nada criei um mundo novo
e estranho”, ap6s dois anos, publicou um apéndice de 24 paginas no livro de seu pai, apenas para
confundir geracoes futuras, visto que o apéndice foi publicado antes do proprio livro. Apoés a
publicacdo do apéndice, Gauss descreve Janos Bolyai como um génio. O avanco de Bolyai estava
em assumir a existéncia de uma nova Geometria, mesmo que Gauss tenha ficado impressionado,
ele dizia que j4 havia descoberto isso, mas ndo havia publicado (O’CONNOR, JJ; ROBERTSON.
EF, [1996).

Nikolai Lobachevsky (1792-1856) foi um matemaético russo que também publicou, em
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1829, um trabalho sobre a Geometria Nao-Euclidiana. Gauss e Bolyai desconheciam os estudos
de Lobachevsky, pois foi publicado em russo no Kazan Messenger, mas fracassou ao tentar atingir
um publico mais amplo, pois seu artigo foi rejeitado por pelo Fisico e Matemético russo Mikhail
Ostrogradski (1801-1861). Em 1837, publicou em francés seu trabalho sobre a Geometria
Nao-Euclidiana no Didrio de Crelle para um grande publico, contudo a comunidade matemaética
ndo estava preparada para aceitar estudos revoluciondrios. No ano de 1840, Lobachevsky
publicou, em 61 pédginas, uma forma mais facil de entender suas investigagdes geométricas sobre
a teoria das paralelas e abordou como funcionava sua Geometria Nao-Euclidiana. Lobachevsky
substituiu o Quinto Postulado de Euclides por Postulado das Paralelas de Lobachevsky, enunciado
da seguinte forma: existem duas retas paralelas a uma dada reta passando por um dado
ponto que ndo estd na reta. Os trabalhos de Lobachevsky estenderam-se aos estudos das
identidades trigonométricas dos tridngulos para esta Geometria, mostrou ainda que a medida
que o tridngulo se tornava pequeno, as identidades tendiam para as identidades trigonométricas
usuais (O’CONNOR, JJ; ROBERTSON, EF, 1996)).

Sendo supervisionado por Gauss, o matemadtico alemao Georg Friedrich Bernhard Ri-
emann (1826-1866) escreveu sua tese de doutorado e em 10 de junho de 1854 fez uma aula
inaugural reformulando todo o conceito de Geometria que ele via como um espaco com estrutura
extra suficiente para poder medir coisas como comprimento. Esta palestra de Riemann nao
havia sido publicada até 1868, mas trouxe bastante desenvolvimento para as novas Geometrias
(O’CONNOR, JJ; ROBERTSON, EF, [1996)).

Em relag@o as novas Geometrias de Bolyai e Lobachevsky, elas ainda ndo eram con-
sistentes, foi 0 matemadtico italiano Eugenio Beltrami (1835-1900) que colocou a Geometria
Nao-Euclidiana de Bolyai-Lobachevsky no mesmo patamar da Geometria Euclidiana. Beltrami
escreveu, em 1868, um artigo abordando um modelo para Geometria Nao-Euclidiana bidimensi-
onal na Geometria Euclidiana tridimensional, o modelo foi obtido a partir da revolu¢do de uma
tratriz em torno de sua assintota, também chamada de pseudoesfera. Mesmo ndo completo, o
modelo de Beltrami foi decisivo no que diz respeito ao Quinto Postulado, no qual o modelo
mostrou que os quatro primeiros postulados se sustentavam, mas o quinto ndo (O’CONNOR, JJ;
ROBERTSON, EF, [1996).

Em 1871, o matemadtico alemao Felix Christian Klein (1849 -1925) completou a Geome-
tria Nao-Euclidiana de Lobachevsky e contribuiu com outros modelos, como, por exemplo, a

Geometria Esférica de Riemann. Klein trabalhou uma nocao de distancia baseada na definicdo
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do britanico Arthur Cayley (1821-1895), quando em 1859, o matemdtico Cayley propds uma
definicdo generalizada para distancia. Klein mostrou que existem resumidamente trés tipos
de Geometria, a Geometria de Bolyai-Lobachevsky, no qual as linhas retas t€ém dois pontos
infinitamente distantes, a Geometria Esférica de Riemann, onde as linhas nao tém (ou mais
precisamente dois imagindrios) pontos infinitamente distantes e a Geometria Euclidiana, sendo
um caso limite entre os dois, onde para cada linha existem dois pontos coincidentes infinitamente
distantes (O’CONNOR, JJ; ROBERTSON, EF, 1996)).

Hoje, na Geometria Nao-Euclidiana desenvolvida nos dltimos séculos, principalmente
nos dois ultimos, encontramos a Geometria Hiperbdlica, proposta alguns modelos, tais como, o
modelo do Semiplano Superior (CASTRO. 2017), o modelo do Semiplano de Poincaré (CAR+
DOSO, [2013)), o modelo do Disco de Poincaré (ALBON| 2021;; SOUZA. 2015)), o modelo do
Disco de Beltrami-Klein (ADAMES; SCHENA| [2021)), o modelo da Pseudoesfera (AGUSTINI,
2022) e o modelo de Minkowski (ALVES!| 2020). Neste trabalho, exploraremos o modelo do

Semiplano de Poincaré.

1.2 Modelo cartesiano do plano euclidiano

Antes de estudar de fato o modelo do Semiplano de Poincaré, explanemos o que seria
um modelo. Para isso, utilizaremos, como exemplo, o modelo mais conhecido para Geometria
atualmente, a saber, a Geometria Analitica, que nada mais é do que um modelo para estudar
a Geometria Plana Euclidiana. Um modelo é nada mais do que dar sentido em um ambiente
as no¢des comuns da Geometria. Na Geometria Analitica, o plano euclidiano ¢ interpretado
como sendo R? := R x R, que nada mais é que o conjunto de todos os pares ordenados (x,y)
com coordenadas reais. Mais ainda, tais pares sdo os pontos nesse modelo. Daqui em diante
denotaremos E := R?.

Para falarmos de uma reta em E € necessdrio temos trés informacgdes a,b,c € R com
a* 4+ b* # 0. Assim, uma reta serd todos os pontos que satisfazem a equacio ax+ by +c =0, ou
seja, uma reta € um conjunto do tipo r = {(x,y) € E:ax+by+c=0}. Asretasx=0ey =0,
onde consideramos, respectivamente, (a,b,c) = (1,0,0) e (a,b,c) = (0,1,0), chamados de eixos
coordenados, mais especificamente, o eixo das ordenadas, denotado por Y, e o eixo das abscissas,

denotado por X. Escrevemos r : ax+ by + ¢ = 0 no lugar de r = {(x,y) € E : ax+by+c = 0}.

Definicao 1.2.1. Sejam r:ax+by+c=0e s:dx+ey+ f =0 duas retas em E. Se estas ndo
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tiverem pontos em comum, ou seja,
{(x,y) eE:ax+by+c=0}N{(x,y) €eE:dx+ey+f=0}=0.
dizemos que r e s sdo paralelas.

Note que se temos uma reta r : ax+ ¢ = 0, com ¢ # 0, ndo teremos solu¢do comum as

equacgdes de r e de Y, ou seja,
{(x,y) eE:ax+c=0}Nn{(x,y) €eE:x=0} =0.

Portanto, todas as retas da forma r : ax+ ¢ = 0, com ¢ # 0, sdo paralelas ao eixo Y. Analogamente,
as retas da forma r : by + ¢ = 0, com ¢ # 0, sdo paralelas ao eixo X. De forma mais geral, temos

a seguinte proposicao.

Proposicao 1.2.2. Sejam r:ax+by+c=0e s:dx+ey+ f =0 duas retas distintas em E.

a d
Temos que r e s sdo paralelas se, e somente se, b = —.
e

Demonstracdo. Por um lado, se r e s sdo paralelas, entdo
{(x,y) eE:ax+by+c=0}N{(x,y) eE:dx+ey+f=0}=0.

Isso equivale ao sistema

ax+by+c=0 N ax+by=—c
dx+ey+f=0 dx+ey=—f,

ndo ter solucdo, que equivale ao determinante

a b
det(d e)-ae—bd.

. a
ser nulo. Portanto, r e s sdo paralelas se, e somente se, b = OJ

Q| X

Definicao 1.2.3. Dada uma reta r : ax+by+c =0 em E, os semiplanos determinados por r sdo

definidos como sendo os conjuntos
H ={(x,y) eR?:ax+by+c>0} e H ={(x,y) eR*>:ax+by+c<0}.

Podemos escrever também que H," : ax+by+c > 0e H, :ax+by+c < 0. Na figura

[I.7 fornecemos uma representagéo geométrica de tais conjuntos:
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ax+by+c >0

ax+by+c<0

Figura 1.7: Semiplanos definidos por conjuntos.

A préxima proposi¢do evidéncia a validade do primeiro axioma de Euclides para no

Modelo Cartesiano.

Proposicio 1.2.4. Dados dois pontos distintos quaisquer A = (xa,ya) e B= (xp,yp) em E existe

uma unica reta em £ que os contém.

Definicdo 1.2.5. Dados dois pontos quaisquer A = (x4,y4) ¢ B = (xp,yp) em E definimos a

distancia euclidiana entre A e B como sendo

d(A,B) = \/(XA —xg)? + (ya —yB)*.

Temos assim definido uma funcdo d: E X E — R, conhecida na literatura como distancia

euclidiana. Essa func¢ao satisfaz as quatro propriedades seguintes para quaisquer A, B,C € E:
1. d(A,B) > 0;
2. d(A,B) =0 se, e somente se, A = B;
3. d(A,B) =d(B,A);
4. d(A,B) <d(A,C)+d(C,B).

Atualmente, tais propriedades sdo conhecidas como axiomas de distancia. Sao dessas
propriedades que uma fun¢do geral definida em um conjunto precisa gozar para ser considerada

uma distancia.
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Definicao 1.2.6. Trés pontos A, B e C no plano euclidiano sdo ditos colineares se existe uma

reta r : ax+ by +c = 0 que os contém.

Definicao 1.2.7. Sejam A = (x4,y4), B = (xg,yB) e C = (xc,yc) pontos em E colineares e

considere r : ax+ by + c = 0 a reta que os contém. Dizemos que B estd entre A e C:
1. seb# 0 x4 < xp < XCouxs>xp>Xxc,
2. seb=0%&ys <yp <ycouys>yp>yc.

Na Geometria Analitica a defini¢do de angulo formado entre duas retas r : ax+by+c =0

er' :d'x+b'y+c =0 é definido por:
1. se b e b’ sejam ambos nulos, entdo defini-se m(/rr') = 0.
2. seb#0eb =0, escrevam = —4 e defina m(/rr') = 90° — |arctg(m)|.

3.seb#0eb #0,considerem= -4 em' = —Z—: e defina

S 90°, se mm' =1,
m(trr) = arctg (%) , semm’ # 1.

No préximo capitulo exploraremos tais aspectos da Geometria Analitica em outros
ambientes. Modificaremos as defini¢des de plano, reta, distancia e angulo e consequentemente

estudaremos essas modificacdes.

1.3 O Modelo do Semiplano de Poincaré

Nesta secao, estudaremos alguns aspectos do modelo do Semiplano de Poincaré. A
principal referéncia utilizada foi o capitulo 5 da dissertagio de mestrado (MAGALHAES,
2015). Além disso, utilizaremos como referéncias suportes os textos (DOLCE; POMPEL, [1997),
(CASTANHEIRA| 2020), (PEREZ, [2015) e (COSTA, 2016).

Nesse estudo, consideramos o plano euclidiano E e fixaremos uma reta r neste plano.
Assim, o plano euclidiano ficard dividido em duas partes, como indica a figura[I.8] sendo que
consideraremos a parte superior, a denotaremos por S, € esta serd denominada Semiplano de

Poincaré.
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Figura 1.8: Plano euclidiano do Semiplano de Poincaré.

1.3.1 Pontos e retas

Os pontos no semiplano de Poincaré serdo pontos no sentido euclidiano como definido
anteriormente, ou seja, serdo pares ordenados. Ja o sentido de reta serd modificado, por esse
motivo se faz necessdrio distinguir as retas interpretadas no sentido euclidiano com as que
serdo aqui apresentadas. No decorrer do texto, utilizaremos o termo A-reta quando estivermos
nos referimos as retas no Semiplano de Poincaré. O termo “reta” sera utilizado para o sentido

9 ¢

euclidiano, assim como “semirreta”, “circunferéncia”, “semicircunferéncia”, “distancia”, etc.

Defini¢ao 1.3.1. Sejam A e B dois pontos em S),. Se a reta AB for perpendicular a r, definimos
a h-reta que contém os pontos A e B como sendo a semirreta contida em S, que contém A e B,
com origem na reta r. No caso contrdrio, definimos a h-reta que contém os pontos A e B como

sendo a semicircunferéncia contida em S), e cujo centro estd em r.

Caso uma h-reta seja uma semirreta dizemos que esta é de primeiro tipo (ou tipo 1) e
caso seja uma semicircunferéncia dizemos que esta é de segundo tipo (ou tipo 2). Nas figuras
e[I.10]exemplificamos geometricamente os dois tipos de h-retas introduzidos na defini¢do
[I.3.1] sendo que na primeira temos uma h-reta do tipo 1 enquanto na segunda temos uma h-reta

do tipo 2.
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Figura 1.9: h-reta de primeiro tipo.

No caso da h-reta do tipo 1 € bastante simples sua constru¢ao, considera-se a reta que
passa por A e B e se esta for perpendicular a r, entdo € apenas considerar a sua intersecao com
Sp. Jd no caso de h-retas do tipo 2, para se construir geometricamente precisamos conhecer o
centro da circunferéncia que passa por A e B e pertence a reta r. Para isso, se O denotar esse
centro, observamos que as distancias de A até O e de B até O sdo iguais ao raio da circunferéncia.
Formamos assim um triangulo isésceles ABO de base AB e, sendo assim, o vértice O pertence a
mediatriz do segmento AB. Portanto, esse centro estd bem definido e se trata da intersecao de
tal mediatriz com r. Por fim, determinado o centro, construimos a circunferéncia de centro O

contendo A e B e consideramos a sua interse¢do com S),.

Figura 1.10: A-reta de segundo tipo.
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Os pontos de intersecdo da reta ou circunferéncia que definem as h-retas com a reta r,
sendo a fronteira do Semiplano de Poincaré, sao chamados de pontos ideais da respectiva h-reta.

Esses pontos, por pertencer a r, ndo pertencem ao semiplano.

1.3.2 Posicoes relativas entre /-retas

Na Geometria Euclidiana, denominamos retas paralelas aquelas que ndo possuem ponto
em comum e concorrentes aquelas que possuem um tnico ponto em comum. J4 na Geometria

Hiperbdlica, temos mais uma situagdo a ser entendida.
Defini¢ao 1.3.2. Considere m e n duas h-retas em S,. Dizemos que m e n sdo:

1. paralelas: quando a intersec¢do é vazia, ou seja, ndo possuem ponto em comum e existe

um ponto ideal em comum;
2. ultraparalelas: quando a intersegdo é vazia e ndo possuem pontos ideais em comum;

3. concorrentes: quanto a interse¢cdo de m e n é ndo vazia.

(a) Posi¢des relativas entre A-retas. (b) Posi¢oes relativas entre A-retas.

Figura 1.11: Posi¢des relativas entre A-retas.

Na figura temos que as h-retas g, h e j sdo do tipo 1 e a h-reta i € do tipo 2. As

posi¢des relativas entre estas h-retas sdo classificadas como:
* as g e h sdo ultraparalelas;
* as h e i sdo concorrentes, com o ponto A em comum, ou seja, a intersecdo hNi = A;
* asie jsdo paralelas, pois possuem o ponto ideal B em comum e a interse¢do i N j € vazia;

* as g e i s@o ultraparalelas, pois ndo se interceptam e ndo possuem nenhum ponto ideal em

comum.
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Ja na figura |1.11b} temos as h-retas g, h e i que sdo todas do tipo 2 e suas posi¢cdes

relativas sdo classificadas como:

* as g e h sdo concorrentes, tendo o ponto A em comum, isto €, a intersecao gMNh = A;

* as h e i sdo paralelas, pois o ponto B € um ponto ideal em comum e a intersecdo hMi é

vazia;

* por fim, as g e i sdo ultraparalelas, uma vez que ndao possuem nenhum ponto ideal em

comum e a interse¢do g Ni é vazia.

Agora, abordaremos o Modelo do Semiplano de Poincaré conforme as no¢des da Geome-
tria Analitica. Para simplificar esse estudo consideramos o caso particular onde r : y = 0. Para
se chegar nas expressdes do caso geral € suficiente aplicar uma rotacdo nos resultados do caso
particular. Neste modelo, também conhecido como modelo do Semiplano Superior, o conjunto

de pontos da forma P = (x,y) do plano euclidiano pode ser descrito da forma:
Sp={(x.y) eR* |y >0},

Como foi definido, as h-retas possuem dois tipos, 1 e 2. Nesse sentido, teremos duas

expressoes analiticas para h-retas em S,.

Definicdo 1.3.3. Dados A = (xa,ya) e B= (xp,yp) € S), define-se que:
1. Se x4 = xp, entdo AB = {(x,y) € Sy | x =x4}.

2. Se xa # xp, entdo AB = {(x,y) €S, | (x—a)* +y* = r*} para algum a € R e algum

reRT.

Exemplo 1.3.4. Considerando os pontos no semiplano superior A= (3,1) e B= (3,4), conforme
a defini¢do, a h-reta que contém tais pontos é o conjunto AB = {(x,y) € S, | x =3} e nesse caso

temos uma h-reta de primeiro tipo.

A situagdo, como j4 descrito anteriormente, fica um pouco mais elaborada quando estamos

trabalhando com A-reta do segundo tipo.

Exemplo 1.3.5. Considere os pontos do semiplano superior A = (4,3) e B= (11,4). Como

XA # xp, pela defini¢cdo, devemos determinar o centro da circunferéncia que define da h-reta (a,0)

e o seu raio. Ao substituir A= (4,3) em equagdo (x—a)* +y* = r* teremos que (4 —a)*>+3> = 2.
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Analogicamente, substituindo B = (11,4), temos que (11 —a)?> +4% = r2. Logo, temos duas

equagoes com duas icognitas

(4—a)2+32:r2
(11 —a)> 44% = r?

Jd que tanto (4 — a)? + 32 quanto (11 — a)? +4? valem r?, assim igualando as equagdes,

temos

(4—a)*+32=(11—a)*+4> = 16 —8a+a*+9 =121 —22a+d> + 16
& 25—8a=137—22a
& —8a+22a=137-25
& 14a=112

Sa=38
Sendo a = 8, segue que

4-a)+3*=r e (4-8)+32 =/
& (—4)249=7r

=25 =12

donde, r = 5. Agora, basta substituir os valores de a e r na equagdo geral que determina da

h-reta que contém A e B que teremos
AB={(x,y) €S, | (x—8)*+y* =25}.

Podemos escrever uma forma genérica para a equagdo de uma A-reta do segundo tipo,
para isso seguiremos as contas realizadas no caso particular do exemplo [I.3.3] Entéo, sejam
A = (x4,ya) € B = (xp,yp) pontos do semiplano superior S,. Tendo x4 # xp para termos uma
h-reta do segundo tipo e considerando a equacio da circunferéncia (x —a)? +y* = r2, podemos

substituir as coordenadas do ponto A em tal equacdo. Assim
(xa —a)® +ya> =12 (1.1)

De mesmo modo, substituindo os valores das coordenadas do ponto B na equacgdo da h-reta,

encontramos

(xg—a)? +yg*> =r’. (1.2)
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Igualando as equacdes (I.1)) e (T.2)), temos que:
(xa—a)® +ya” = (xg —a)’ +yg’
(xa—a)*+ya* — (xp—a)’ —yg° =0
x42 = 2xp +a* +yat —xp> +2xpa—a* —yp* =0

a(2xp —2x4) = xp* — xa> +y8> —ya®

2 2 2 2
_ XBT—XA"+YB" — YA

a =
Z(XB—XA)

Agora, retornando a equac@o (I.1)) e substituindo a expresséo do valor a teremos
2 2 2
r=(xa—a)” +y;s.

Voltando a equag@o geral da circunferéncia de centro (a,0) e raio r dado acima, teremos

que
(x—a)* +y* = (xa —a)* +yj.

Exemplo 1.3.6. Para utilizar a forma geral da equacdo da h-reta do segundo tipo, vamos
determinar analiticamente a equacdo da h-reta que passa pelos pontos A = (2,1) e B= (6,3).
Note que x5 # xp, assim AB = {(x,y) € S, | (x—a)? +y* = r*} para algum a real e algum real

positivo r. Para o valor de a temos

xg? —xa2+ypZ—ya>  62—=22432-12 36—44+9—1 40 s
a = _= = = — =

2(xp —x4) - 2(6-2) 2.4 8

Assim, para r2 temos
P=(u—a)l 4y =252 +12=(-3)>+1=9+1=10

Portanto, a equagdo da h-reta procurada é AB = {(x,y) € R?|(x —5)?> +y*> =10,y > 0}.

1.3.3 Distancia entre pontos

Voltando agora para o Semiplano de Poincaré, assim como no plano euclidiano, nesse
modelo definiremos uma fungdo d:S, x S, — [0, +o0) que satisfaz as condigdes de distancia.
Para isso, utilizaremos a nogo de razdo cruzada de um conjunto de quadro pontos do plano R.

O comprimento, euclidiano, do segmento de extremidades A, B € R? ser denotado por (AB).

Definiciio 1.3.7 (Razdo cruzada). Sejam A,B,M e N pontos em R? satisfazendo A #+ M e B # N.
A razdo cruzada [A,B,M,N| é definida por

[A,B,M,N] =
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Note que na defini¢do [I.3.7]se A = B, entdo teremos

_ (AM)(BN) _ (AM)(AN) _
[A.B,M,N] = (AN)(BM)  (AN)(AM) L (1.3)

quaisquer que sejam M,N # A.

No caso do Semiplano de Poincaré os pontos M e N serdo pontos ideais de alguma A-reta.
Nesse sentido, quando dois pontos A e B definirem uma h-reta de primeiro tipo teremos que,
simbolicamente, N = oo. Nesse caso, teremos [A, B, M, o], por defini¢do, serd dada por %. Na

figura[I.12] M e N sdo pontos ideais da h-reta AB, sendo esta reta hiperbélica do segundo tipo.

Figura 1.12: Razdo cruzada.

Definicao 1.3.8. Dados dois pontos A,B € S), definimos a fungdo ds,:Sp X S, — R por
ds,(A,B) = |In[A, B,M,N]|,
onde M e N sdo os pontos ideais da h-reta definida pelos pontos A e B.

Para diferenciar a distancia euclidiana da funcdo definida acima iremos nos referir a essa
ultima como A-distancia.

Na proxima proposicdo veremos que a fungdo ds, goza de algumas das propriedades de
distancia. Nao encontramos na literatura uma referéncia que fizesse essa argumentacio para
o caso especifico que estamos aqui. Como a propriedade da desigualdade triangular € a mais

complexa entre todas, ndo conseguimos efetuar sua argumentacgao.
Proposicao 1.3.9. A funcdo ds,:Sp X S — [0, 4-00) definida acima é uma distancia em S .

Demonstragdo. Para ver que ds, € uma distancia em S, verificaremos trés condigoes:
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L. ds, (A,B) > 0: segue do fato de que ds, € definida como médulo de um nimero real, logo

¢ sempre maior ou igual a zero.

2. ds, (A,B) =0 se, e somente se, A = B: por um lado, se A = B temos

ds,(A,B) = [, B, M,N]| = 1] = 0

Por outro lado, suponha que A # B. Entao temos duas possibilidades: (i) A e B determinam
uma h-reta do tipo 1 ou (ii) A e B determinam uma A-reta do tipo 2. No primeiro caso, seja
M o ponto ideal de tal h-reta e teremos que (AM) < (BM) ou (BM) < (AM). Sem perda

de generalidade, digamos que (AM) < (BM), ou seja, E % < 1. Assim,

ds, (A,B) = [In[A, B, M, o0]|=

(AM)
In (BM)‘ <|In1]=0

No segundo caso, considere M e N os pontos ideais da h-reta determinada pelos pontos A e
B, como na ﬁgura Observe que, da Geometria Plana, os angulos MAN = MBN = 90°,
donde, denotando por C a interse¢ao entre os segmentos de retas AN e BM, (CM) > (AM)

e (CN) > (BN). Logo, (BM) > (CM) > (AM) e (AN) > (CN) > (BN). Segue dai que

EAMg < leque E ; < 1, portanto,

ds, (A,B) = [In[A, B,M,N]|= |In

(AM)(BN) ‘

‘ | (aM) (BN)
(AN)(BM)| — | " (BM) (AN)

(BM) <AN>‘ <Int}=0

Outra possibilidade é considerar que B estd a esquerda de A na h-reta no seguinte sentido,
B estd localizado entre M e A. Esse caso levaria ao fato de E g > 1eque E g > 1e,
consequentemente, ds, (A, B) # 0. Portanto, pela contra positiva, se ds,(A,B) = 0, entdo

A=B.

3. ds, (A,B) = ds, (B,A): Se A e B coincidem, o resultado € trivial. Caso A e B determinam

uma h-reta do tipo 1, entdo considere M o ponto ideal de tal h-reta. Sendo assim,

ds,(A,B) = |In[A,B,M, ]| = ‘ln%' = ‘m (%)_1

‘ = lln%' =ds,(B,A).

(BM)

:‘(—l)lnm

Caso A e B determinam uma A-reta do tipo 2, entdo considere M e N os pontos ideais de
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tal h-reta. Entao,

- |, @am)BN)| | ((AN)(BM)\ !
ds,(4,B) = |In|A, B, M, N]| = |In (AN)(BM)' - ((AM)(BN))
B ‘(_1)1 (AN)(BM)‘ B ‘1 (AN)(BM)‘ _
B Tam@N)| [T M) BN |

— [In[B,A,M,N]| = ds,(B,A).

]

Para calcular, analiticamente, a distancia hiperbdlica entre dois pontos, basta fazer do
mesmo modo apresentado na defini¢ao[I.3.8] A seguir, exemplificamos a forma de calcular a

distancia para o caso de h-reta do primeiro tipo.

Exemplo 1.3.10. Considerado os pontos A= (0,3) e B=(0,7) de S, temos que estes determinam

uma h-reta do primeiro tipo e, sendo assim,

3

ds,(A,B) = [In—— | = ln§‘ = |In0,42857| ~ 0, 85.

BM

Exemplo 1.3.11. Agora considerando os pontos em S, A = (2,1) e B=(2,5) vemos que estes

determinam uma h-reta do primeiro tipo e, por esse motivo,

AM
dSp(A,B): lnB—M =

1
lng‘ = |In0,2| ~ 1,61.

Observando os exemplos [1.3.10] e [T.3.11] percebemos que estes possuem a mesma

distancia euclidiana, porém as respectivas h-distancias sdo distintas. Entenderemos intuitivamente
como seria a no¢ao de distdncia no Semiplano, para isso usaremos a no¢do apresentada em
(RIBEIRO, 2013).

O Semiplano é um espaco infinito, no seguinte sentido: uma criatura que vive neste
mundo bidimensional pode andar com passos iguais em direcdo a reta que define o Semiplano,
mas sem nunca chegar ao fim de sua caminhada. Um observador, que vé de fora, nota que os
passos da criatura tornam-se cada vez menores. Entretanto, a distancia estd distorcida, pois o
observador estd analisando o caminho hiperbolico com base nos conhecimentos euclidianos.

A figura [[.13] retrata os passos dessa criatura. Apds ampliar a imagem, percebe-se
que outros tantos passos iguais podem ser dados. Veja que, podemos aumentar a imagem
infinitamente e mesmo assim a criatura poderia dar muitos outros passos iguais, sem nunca

chegar na reta que define o Semiplano.
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C
P
-
-

DS E .-~
_.-7 G = Ponto ideal

Figura 1.13: Nog@o intuitiva de distancia hiperbdlica.

Além disso, todos os h-segmentos da figura[I.13] possuem o mesmo comprimento hiper-
bélico, ainda que no olhar euclidiano um /-segmento pareca maior que o outro. A explicagao
deve-se ao fato de que na perspectiva euclidiana acontece uma distor¢do da distancia no Modelo
do Semiplano de Poincaré. A tabela a seguir traz as coordenadas de cada um dos pontos contidos

na figura[I.T3|onde a reta que determina S, considerada é r : —4x+-9y —40 = 0.

Ponto Coordenadas distancia
G (0.95,4.87) -
A (-4,16) -
B (-0.87276, 8.96371) | (AB) = 1.0000000
C (0.27768, 6.37520) | (BC) =1,0000004
D (0.70091, 5.42294) | (CD) = 1,0000007
E (0.85661, 5.07261) | (DE) = 1,0000008

No préximo exemplo, iremos abordar o cédlculo da h-distancia entre dois pontos que

determinam uma A-reta do segundo tipo.

Exemplo 1.3.12. Considere os pontos A = (4,3) e B= (11,4) em S, determinado pela reta
r:y=0. A h-reta que contém os pontos A e B é do segundo tipo dado que x4 # xg. Como no
exemplotemos que AB = {(x,y) € R*|(x—8)2+y? =25,y > 0}. Assim, para calculamos
a h-distancia entre A e B precisamos determinar os pontos ideais de AB, os quais sdo claramente

M = (3,0) e N = (13,0) fazendo y = 0 em (x — 8)*> +y*> = 25. Logo, podemos calcular os
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comprimentos euclidianas dos segmentos AM, BN, AN e BM.

(AM) = /(4 -3)2+(3-0)2 = V0
(BN) = /(11— 13)2+ (4 0)2 = V20
(AN) = /(4 — 13)+ (3-0)2 = V90
(BM) = /(11 =3)% + (4 0)2 = VB0

Portanto, a h-distancia procurada entre os pontos A e B é:

ds (4.5) = |in (AM)(BN)| | /10 _ |, 3,16227766 x 4,472135955
VBB = I aNy By | T VR 0><\/ 9,48683298 x 8,94427191
14,1421356229793
:’m : o7 ':|ln0,1667|%1,7918

84,852813737876

Para finalizar essa secdo sobre h-distancia, a proxima proposicao dard uma resposta
parcial para a desigualdade triangular, o caso quando ocorre igualdade. Diremos que C esta entre
A e B quando C pertence a mesma h-reta que contém os pontos A e B e estd entre esses dois

pontos na h-reta.

Proposicao 1.3.13. Sejam A e B dois pontos distintos no plano hiperbolico. Se C é um ponto
entre A e B, entdo ds,(A,C) +ds,(C,B) = ds, (A, B).

Demonstracdo. Podemos ter duas situagdes. A primeira € A e B determinarem uma A-reta do
primeiro tipo. Seja M o ponto ideal de tal h-reta. Temos que ou A estd entre B e M ou B esté
entre A e M. Se A estd entre B e M, entdo (AM) < (CM) < (BM), donde, E g <1, E g <le
E ; < 1. Logo, ln < Oe ln < 0. Sendo assim,

ds (A,C) +ds,(C.B) = [n 2| 4 1y M| A OV, AV, M
Sp S\ B = T B | T T e T BM cm " BM
AM CM AM AM
— (22 20— (22 = n 22 = g (4,B).
cM BM BM BMm| %

No caso em que B estd entre A e M teremos:

AM cM AM
>l,—>le—>1.
CM BM BM

Logo,

AM CM AM
dSp(A,C)"‘dSp(C,B) lnC_M "‘lnm lnB—M :dSp(A,B).
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Para o caso dos pontos A e B determinarem uma A-reta do segundo tipo, sejam M e N os
seus pontos ideais, como mostra a figura[I.14] podemos supor, sem perda de geralidade, B C * A,

ou seja, o ponto C estd entre B e A.

Figura 1.14: Ponto C entre AB.

Observe que (AM) > (CM), pois pela geometria plana, temos que MCN = 90° e veja que
AMCA € obtusangulo. Sabemos que, em um tridngulo, o maior lado se opde ao maior angulo.
Como MCA é o maior angulo e seu lado oposto é (AM), logo concluimos que (AM) > (CM).

De forma andloga, temos a validade das outras desigualdades (CN) > (AN), (BN) > (CN)
e (CM) > (BM). Logo

(AM) (CN) (BN) (CM)
(CM)>1’(AN)>1’(CN >1em>l.
Como resultado, In —Eg%;((g% >0eln —gg%))((gﬁg > 0. Dessa forma,
|, _(AM)(CN) (CM)(BN)| . (AM)(CN) (CM)(BN)
i 4.0) 5, (€.8) = in (G i g | =™ (enn ™ @njang
In (AM)(CN) (CM)(BN) i (AM)(BN)
(AN)(CM) (CN)(BM) (AN)(BM)
|, (AM)(BN)|
= |ln (AN) (BM) ’ dSp (A,B)
l

1.3.4 Angulos entre /-retas

Agora abordaremos brevemente o conceito de angulo no Semiplano de Poincaré. O

angulo hiperbdlico (ou h-dngulo) entre duas h-retas serd, por definicdo, a medida do menor
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angulo formado pelas retas tangentes as h-retas dadas no seu ponto de interse¢do, denominado
vértice do angulo.

Como abordado, as posi¢Oes relativas entre h-retas sdo classificadas como paralelas,
ultraparalelas e concorrentes.

Quando as h-retas sdo paralelas ou ultraparalelas, a medida de angulo formado pelas
semirretas €, por definicdo, zero. Como estamos tratando da Geometria Hiperbdlica no semiplano
e as h-retas do tipo 1 s@o semirretas perpendiculares simultaneamente a uma mesma reta, temos
um angulo com medida igual a zero.

Agora, quando as h-retas s@o concorrentes, teremos dois possiveis casos, a saber, a
intersecdo de h-retas de primeiro tipo com segundo tipo ou a interse¢ao de h-retas ambas de
segundo tipo. Para cada caso, apresentamos uma explica¢do de como medir o angulo entre as
h-retas e imagens para ilustrar geometricamente cada uma das formas de concorréncia.

Na figura[[.T5|consideramos duas A-retas, uma denominada / de primeiro tipo e a outra
m de segundo tipo, cuja intersecdo € o ponto A. Esse ponto serd o vértice do angulo formado
pelas duas h-retas. Para determind-lo, consideramos a reta tangente a semicircunferéncia m no

ponto A e calculamos o angulo formando por essa reta tangente e a semirreta /.

tangente a m em A

Figura 1.15: Angulo formado entre uma A-reta do tipo 1 com uma h-reta do tipo 2.

Agora, na figura[[.16 consideramos duas h-retas, ambas de segundo tipo, denominadas
de g e h com intersecdo no ponto A, que serd o vértice do angulo formado pelas h-retas. Nas duas
semicircunferéncias consideramos as respectivas retas tangentes no ponto A e determinamos o

angulo formado por tais retas tangentes.
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tangente a h em A Sp

tangente a g em A

Figura 1.16: Angulo formado entre uma A-reta do tipo 2 com uma h-reta do tipo 2.

Agora, podemos determinar a medida de angulo, a partir das no¢des da Geometria
Analitica. Quando temos um angulo formado por duas retas hiperbdlicas do tipo 1, o valor é
zero.

Para determinar, analiticamente, o angulo formado por uma A-reta [ do primeiro tipo e
outra h-reta m do segundo tipo, consideraremos o semiplano superior, A = (x4,y4) 0 ponto de
interse¢do entre as duas h-retas, sendo o vértice do angulo, e teremos que / : x = x4 € existe um
ndmero real a tal que m : (x —a)? +y> = (x4 —a)? + (ya)?,y > 0. Para determinar a inclinago
da reta tangente a m utilizaremos o conceito de derivada. Derivando implicitamente a equacdo

(x—a)?+y> = (x4 —a)*> + (y4)? teremos que

2(x—a)—|—2y% :0(:)2yfl—z:—2(x—a)
dy —2(x—a)
dx 2y
(:}d_y: —(x—a)
dx y
dy a—x
dx  y

Assim, a inclina¢d@o da reta tangente a semicircunferéncia no vértice A serd dada por
a— XA
tgh = .
YA

Donde, a medida do angulo euclidiano 6 entre a semirreta / e a reta tangente a semicircunferéncia

m no ponto A serd dada por

6= ‘900— arctg (a—xA> ‘ (1.4)
YA
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No préximo exemplo faremos o processo descrito acima em um caso particular.

Exemplo 1.3.14. Considere k a semirreta dada pela equagdo | : x = 0, a qual é uma h-reta
de primeiro tipo, e m a h-reta do segundo tipo dada por m : (x —3)> +y? = 12,y > 0, ambas
representadas na figura[l.17] no semiplano superior. A intersecdo A entre tais h-retas terd como

coordenada ys uma das solugées da equagdo
0-3)%+y* =12

que tem raizes sendo y = +£+/3. Como estamos trabalhando no semiplano superior devemos ter
y>0. Logo, A = (0, V/3). Pela relacdo temos que a medida do angulo formado entre as

h-retas |l e m é:

6 = ‘900— arctg < )‘ =90° — arctg (V/3) = 90° —60° = 30°.

3-0
V3

tangente a m em A

Figura 1.17: Exemplo|1.3.14

Considere agora duas A-retas, ambas de segundo tipo, no semiplano superior dadas pelas
equagdes [ : (x—a)? +y> = (xa —a)*+y%,y >0em: (x—b)?>+y? = (xa —b)>+y3,y >0, com
interse¢do num ponto A = (x4,y4), que serd o vértice do h-ngulo entre / e m. De forma andloga

ao feito anteriormente, a inclinacdo das retas tangentes a [ € m no ponto A, respectivamente,
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serdo dadas por 6, e 6;, que satisfazem

b—XA
YA

a—x
1g0, = 4

ergl, =

Da Geometria Analitica temos dois casos. O primeiro caso € se tivermos 1g60, -1g6, = —1,
o que implicard que as semirretas sao perpendiculares entre si, entdo o angulo entre as retas
tangentes e, consequentemente, entre as A-retas serd de 90°. Ja o segundo caso, g6, -1g6), # —1,
temos que o angulo formado entre as duas retas tangentes e, consequentemente, as A-retas sera

dado pelo médulo da diferenga entre os angulos 6, e 6,. Como

186, —1g6,
80 =00) = T o 126,

colocando, 0 := |6, — 6, teremos que

a—XA b—xp
B [gea—l‘geb - y_A_y_A
0 = |arctg (m =|arctg | —
+1g86,-1g0, 1+ YA va
a=xp—btxy a=b
B YA . YA
= arCtg l+m - arCtg yi—k(a—xA)(b—xA)
Ya A
A YA
o2 - )
ya  Yi+(a—xa)(b—xa) Vat(a—xa)(b—x)
B . a—>b
= |arctg yA_FW

Vejamos um exemplo numérico.

Exemplo 1.3.15. Considere as h-retas no semiplano superior dadas pelas equacdes l : (x —

22 +y>=2em: (x—3)2+y*=1ey >0, como mostra aﬁgura

tangente a / em A

tangente a m em A

Figura 1.18: Exemplo 3.3.2
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Para determinar a intersecdo entre essas duas h-retas devemos determinar a solucdo do

sistema ndo linear

{(x—2)2+y2=2

(x—3)2+y>=1.
Fazendo a primeira equacdo menos a segunda temos que

(=22 - (=3 =1 [x-2)~(x=3)] [(x-2)+(x-3)] =1

S2x—5=1&x=3.
Agora, substituindo x = 3 na primeira equacdo inicial, teremos

(x=2) 4y =2=(3-2) 4ty =2=1"4y*"=2=1+y*=2
=y =1=y==+l.
Como devemos ter y > 0 concluimos que y = 1. Portanto, o ponto de intersecdo entre as

duas h-retas serd A = (3,1). Se denotarmos por 0; e 6y, os coeficientes das retas tangentes a l e

m no ponto A, respectivamente, pelo exposto acima teremos que

a—x4 2—3 -1
86 == ; :

b— 3—-3 0
190y =4 =27 _ T .

YA 1 1

Logo, temos que tg0; -tg6,, # —1. Portanto, o dngulo formado pelas h-retas | e m serd

o —

2-3 o o
arctg W = |arctg(—l)\ = ‘—45 ‘ =45°,
I+=7

1.4 Triangulos Hiperbdlicos

Para finalizar esse breve trabalho, entenderemos um pouco sobre tridangulos na Geometria
Hiperbolica, sendo que os conceitos e resultados aqui expostos valem ndo somente para o modelo
do Semiplano de Poincaré, mas sim para quaisquer modelos da Geometria Hiperbdlica.

Voltando um pouco na histéria, Lambert realizou tentativas para deduzir o Quinto Pos-
tulado de Euclides usando argumentacgdo indireta. Em seu trabalho intitulado por Theorie der
Parallellinien, escrito no ano de 1766 e publicado apds sua morte, Lambert apresenta a teoria
das paralelas. Ele considerou um quadrilatero contendo trés angulos retos na tentativa de provar

que o quarto angulo seria reto, o que seria equivalente ao Quinto Postulado. Em relagdo a esse



1.4. TRIANGULOS HIPERBOLICOS 37

quarto angulo, Lambert considerou trés possibilidades, a primeira de ser reto era o angulo de
interesse, a segunda hipdtese era o angulo ser obtuso gerava um absurdo ao assumir que a reta
¢ ilimitada. A terceira hipétese, do angulo ser agudo, ndo gerava nenhuma contradicdo, o que
levou a Lambert concluir que essa terceira hipdtese era também uma possibilidade distinta ao
angulo ser reto e levava a uma geometria diferente daquela que hoje € chamada de Geometria
Euclidiana (BARBOSA| 2002).

Assim, definimos como Quadrilatero de Lambert qualquer quadrildtero ABCD que possua
trés angulos retos, ou seja, de 90° e o quarto angulo agudo.

Para as argumentacdes que faremos a seguir partiremos do pressuposto que quadrildteros
de Lambert existem. J4 pelo exposto até aqui, se o quarto angulo do quadrilatero ser reto equivale
ao quinto postulado, além deste ndo poder ser obtuso, indica que a existéncia desse quadrilitero

estd ligado a ndo validade do Quinto Postulado.

Ae l_oB

Figura 1.19: Quadrilatero de Lambert.

Nos préoximos resultados ficard implicito que a existéncia do quadrildtero de Lambert em
uma geometria implica que a soma dos angulos internos de qualquer tridngulo € um nimero
menor que 180°. Comecemos olhando para tridngulos retdngulos e logo depois levar tal resultado

para qualquer tridngulo.

Teorema 1.4.1. A soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo retdngulo é menor

que 180°.

Demonstragdo. Para melhor entender os passos dessa demonstracdo usaremos a figura [1.20]
Seja ABC um tridngulo retangulo e D o ponto médio da hipotenusa AC. Seja ED um segmento
perpendicular a BC passando por D. Constroi-se AF, tal que, CAF = ACB e EC = AF. Veja
que, AD = DC, CAF = ACB e EC = AF. Assim, temos que AAFD e ACED sio congruentes
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pelo caso de congruéncia de tridngulos LAL. Logo, CED = AFD, ED = DF ¢ EDC = FDA.
O resultado disso é que os pontos F, D e E estdo alinhados e, além disso, o angulo em F
€ reto. Portanto, ABEF € um Quadrildtero de Lambert com o adngulo agudo em A, isto é,
m(CAF) +m(BAC) < 90°. Como CAF é congruente ao angulo interno ACB do tridngulo

retangulo, segue que

m(ACB) + m(BAC) +m(ABC) = m(CAF) + m(BAC) 4 90° < 90° +90° = 180°.

Figura 1.20: Teorema

]

Teorema 1.4.2. A soma das medidas dos angulos internos de qualquer tridngulo é menor que

180°.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo nio retangulo como mostra a figura[I.21] Tragamos o
segmento AD perpendicular a BC. A partir dessa constru¢@o, temos dois triangulos retangulos em
D, sendo AADC e AADB. Como AADC e ANADB sio retangulos, pelo teorema sabemos
que a soma das medidas dos angulos internos de cada tridngulo é menor que 180°. Portanto,

tem-se:

360° > [m(DBA) +m(ADB) + m(BAD)] + [m(CDA) + m(ACD) + m(DAC)]
— m(DBA) 4 90° 4 90° + m(ACD) + m(BAC)

= 180° 4+ m(DBA) + m(ACD) +m(BAC),

donde m(DBA) +m(ACD) +m(BAC) < 180°.
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Figura 1.21: Teorema

]

Uma vez que a soma dos angulos internos de um triangulo seja menor que dois angulos
retos, € natural de esperar que em um quadrildtero convexo qualquer a soma dos seus angulos

internos ndo chegue a quatro angulos retos.

Lema 1.4.3. A soma dos dngulos internos de um quadrildtero convexo qualquer é menor que

360°.

Demonstragdo. Seja ABCD um quadrildtero convexo como mostra a figura [I.22] Trace o
segmento AC. Observe que, a partir dessa construcio, temos AABC e AACD. Pelo teorema
[[.4.2] sabemos que a soma dos dngulos internos de cada um dos tridngulos é menor que 180°.

Assim, concluimos que:
[m(ACD) 4+ m(CDA) 4+ m(DAC)] + [m(ABC) + m(BCA) + m(CAB)] < 180° 4 180° = 360°.
Mas,
m(DAC) + m(CAB) = m(DAB)em(ACB) + m(ACD) = m(BCD).
Portanto,

m(DAB) +m(ABC) +m(BCD) +m(CDA) < 360°.
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Figura 1.22: Lema

]

Lembrando que na Geometria Euclidiana, para que dois triangulos sejam congruentes €
necessario, por definicao, que os respectivos angulos e os respectivos lados sejam congruentes,
ou seja, sdo seis condicdes. Isso leva ao estudo de condigdes menos restritivas para se obter
triangulos congruentes. Sdo os casos de congruéncias.

Quando pedimos apenas que os angulos, na Geometria Euclidiana, sejam congruentes,
pedimos menos do que os tridngulos sejam congruentes e € exatamente o que € ser semelhante.
Porém, fato curioso da Geometria feita a partir da ndo validade do Quinto Postulado é que

semelhanc¢a implica em congruéncia.

Teorema 1.4.4. Se dois tridngulos sdo semelhantes, entdo sdo congruentes.

Demonstragdo. A demonstragdo serd realizada por contradi¢do e com o auxilio da figura[I.23]
Assim, considere AABC e AA’B'C’ como sendo semelhantes, mas ndo congruentes. Com isso,
temos que os angulos correspondentes sdo congruentes, mas seus lados correspondentes nao sao
congruentes. Supondo, sem perda de generalidade, que AB > A'B’ ¢ AC > A’C’. Agora, trace
o ponto B” em AB de modo que AB” =2 A’B’, e também, trace o ponto C” em AC de modo que
AC" 2 A'C’. Note que, A’'B' = AB”, BA'C' = B"AC" e A'IC’ = AC”. Como consequéncia, temos
que AA'B'C' = AAB"C" pelo caso de congruéncia de tridngulos LAL. Logo, AB'C" =B’ e
AC'B" =C'. Mas, por hipétese, como B=BeC= CA", entao, AB'C" = Be AC'B" = C. Sendo
assim, veja que os segmentos BC e B”C" sio paralelos e o quadrilatero BB"C"C é convexo e tem

a soma de seus dngulos exatamente igual a 360°, o que acaba contradizendo o lema[T.4.3]
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Figura 1.23: Teorema

O

Como consequéncia imediata do Teorema anterior segue o coroldrio que diz sobre a

congruéncia de triAngulos.

Corolario 1.4.5. Dois tridngulos sdo congruentes se os correspondentes dngulos sdo congruen-

tes.

Demonstragdo. Sejam AABC e ADEF . Suponha que m(ABC) = m(DEF), m(BCA) = m(EF D)
e m(CZB) =m(F DE ). Angulos congruentes possuem medidas iguais e dngulos que com medi-
das iguais sdo congruentes. Assim, temos que ABC = DEF, BCA = EFD e CAB = FDE. Como

as medidas dos angulos sdo congruentes, portanto AABC = ADEF. [



CONSIDERACOES FINAIS

Com esse trabalho pretendeu-se entender o Modelo do Semiplano de Poincaré, sendo um
modelo pertencente a Geometria Hiperbdlica. Assim, foi estudado uma Geometria que diferisse
da que foi apresentada por Euclides, sendo a Geometria Nao Euclidiana, a partir de pesquisas
bibliogréficas.

Para se atingir uma compreensao do estudo do Modelo do Semiplano de Poincaré,
definiram-se objetivos. O primeiro foi compreender o contexto historico do surgimento da
Geometria Nao Euclidiana. Verificou-se que diversos matematicos contribuiram com estudos
que geraram nocdes também vélidas para essa nova Geometria, estudos esses que comecaram a
partir da dificuldade apresentada em entender o Quinto Postulado de Euclides. Depois, sucedeu
uma sequéncia de estudo do Modelo do Semiplano de Poincaré. A anélise permitiu concluir um
estudo de pontos e retas, posi¢des relativas entre h-retas, distancia entre pontos e angulos entre
h-retas. Por fim, foi estudado a respeito dos tridngulos hiperbdlicos. Os resultados obtidos foram
teoremas, lema e coroldrio, em que se estudou a soma dos angulos interno de tridngulos, tanto
para tridngulos retangulos quanto generalizando o caso para qualquer triangulo, além disso, foi
estudado sobre quadrilatero convexo, tridngulos semelhantes serem congruentes e triangulos
serem congruentes quando os correspondentes angulos sdo congruentes.

Portanto, através desse trabalho, foi possivel estudar um modelo de Geometria diferente

do modelo da Geometria Euclidiana, visto durante o ensino basico.
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